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AVANT-PROPOS. 


L'édition  des  Œuvres  de  Fourier,  dont  nous  publions 
aujourd'hui  le  premier  Volume,  était  réclamée  depuis  long- 
temps par  les  physiciens  et  les  géomètres;  entreprise  avec 
l'appui  bienveillant  du  Ministère  de  l'Instruction  publiqne, 
elle  prendra  place  dans  la  collection  des  Documents  inédits,  à 
côté  des  CEuvres  de  Laplace,  de  Lagrange,  de  Lavoisier,  de 
Fresnel  et  de  Cauchy.  Par  l'importance  de  ses  découvertes, 
par  l'influence  décisive  qu'il  a  exercée  sur  le  développement 
de  la  Physique  mathématique,  Fourier  méritait  l'hommage  qui 
est  rendu  aujourd'hui  à  ses  travaux  et  à  sa  mémoire.  Son  nom 
Hgurera  dignement  à  côté  des  noms,  illustres  entre  tous,  dont 
la  liste,  destinée  à  s'accroître  avec  les  années,  constitue  dès  à 
y  présent  un  véritable  titre  d'honneur  pour  notre  pays. 

^    ft  La  Théorie  analytique  de  la  Chaleur,  qui  forme  à  elle  seule 

:,   '-0  ce  premier  Volume,  a  paru  eu  iSaa.  Ce  bel  Ouvrage,  que 

-    (1  l'on  peut  placer  sans  injustice  à  côté  des  écrits  scientifiques  les 

"-.  ^  plus  parfaits  de  tous  les  temps,  se  recommande  par  une  expo- 

^    5  sition  intéressante  et  originale  des  principes  fondamentaux; 
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VI  AVANT-PROPOS. 

il  éclaire  de  la  lumière  la  plus  vive  et  la  plus  pénétrante  toutes 
les  idées  essentielles  que  nous  devons  à  Fourier  et  sur  lesquelles 
doit  reposer  désormais  la  Philosophie  naturelle;  mais  il  con- 
tient, nous  devons  le  reconnaître,  beaucoup  de  négligences, 
des  erreurs  de  calcul  et  de  détail  que  Fourier  a  su  éviter  dans 
d'autres  écrits.  Guidé  par  les  conseils  de  notre  éminent  édi- 
teur, M.  Gauthier- Villars ,  nous  nous  sommes  appliqué  à 
faire  disparaître  les  incorrections  typographiques.  Nous  avons 
refait  les  calculs,  corrigé  avec  le  plus  grand  soin  les  renvois 
inexacts,  les  erreurs  de  notation  et  d'impression,  mais  en  nous 
attachant  toujours  à  respecter  la  forme  si  élégante  et  si  pure 
que  Fourier  donne  habituellement  à  sa  pensée.  Un  membre 
distingué  de  l'Enseignement  supérieur,  M.  Paul  Morin,  pro- 
fesseur à  la  Faculté  des  Sciences  de  Rennes,  nous  a  beaucoup 
aidé  dans  cette  partie  essentielle  de  notre  tâche  :  nous  nous 
plaisons  à  lui  adresser  ici  nos  plus  vifs  remerciements.  M.  Morin 
veut  bien  nous  continuer  son  concours  pour  le  second  Volume, 
dont  l'impression  est  déjà  commencée. 

Les  recherches  de  Fourier  relatives  à  la  théorie  de  la  cha- 
leur remontent  à  la  fin  du  xvui*  siècle;  elles  ont  été  commu- 
niquées à  l'Académie  des  Sciences  le  ai  décembre  1807.  Cette 
première  publication  ne  nous  est  pas  parvenue;  on  ne  la  con- 
naît que  par  un  extrait  de  quatre  pages  inséré  en  1808  au 
Bulletin  de  la  Société  philomatkique ;  elle  a  été  lue  et  déposée, 
mais  a,  sans  doute,  été  retirée  par  Fourier  dans  le  courant  de 
l'année  1810. 
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AVANT-PROPOS.  vu 

L'Âcadëmie  ayant  mis  au  concours,  pour  1 8 1 1 ,  la  question 
suivante  : 

a.  Donner  la  théorie  mathématique  des  lois  de  la  propaga- 
»  tion  de  la  chaleur  et  comparer  le  résultat  de  cette  théorie  à 
»  des  expériences  exactes  » , 

Fourier  envoyai  le  28  septembre  181 1,  un  travail  très  étendu, 
formé,  d'après  ses  propres  déclarations,  du  Mémoire  primi- 
tivement soumis  à  l'Académie  et  des  notes  qu'il  y  avait  suc- 
cessivement ajoutées.  Ce  nouveau  travail  fut  couronné  dans 
la  séance  publique  du  6  janvier  181 2.  Les  juges  du  concours 
étaient  Lagrange,  Laplace,  Malus,  Haiiy  et  Legendre.  Leur 
Rapport  nous  a  été  conservé.  Toutes  les  appréciations,  sauf 
une  peut-être,  y  sont  d'une  rigoureuse  exactitude,  et,  cepen- 
dant, il  es.t  permis  de  penser  que,  dans  son  ensemble,  il  ne 
rend  pas  pleine  justice  aux  efforts  et  aux  découvertes  de  Fou- 
rier. 

a  Cette  pièce,  dit  le  Rapporteur  en  pariant  du  Mémoire  de 
a  Fourier,  renferme  les  véritables  équations  différentielles  de 
D  la  transmission  de  la  chaleur,  soit  à  l'inténeur  des  corps, 
»  soit  à  leur  surface;  et  la  nouveauté  du  sujet,  jointe  à  son 
»  importance,  a  déterminé  la  Classe  à  couronner  cet  Ouvrage, 
»  en  observant  cependant  que  la  manière  dont  l'Auteur  par- 
M  vient  à  ses  équations  n'est  pas  exempte  de  difficultés,  et  que 
»  son  analyse,  pour  les  intégrer,  laisse  encore  quelque  chose 
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D   à  désirer,  sôit  relativement  à  la  généralité,  soit  même  du 

Il  côté  de  la  rigueur.  » 

Le  manuscrit  de  Fourier  fait  partie,  aujourd'hui  encore,  des 
Archives  del'Académie.  Le  grand  géomètre, devenu  Secrétaire 
perpétuel  après  la  mort  de  Delambre,  l'a  fait  imprimer,  sans 
y  apporter  aucim  changement,  dans  les  Volumes  de  Mémoires 
pour  1819-1820  et  1821-1822,  deux  ans  après  la  publication 
de  la  Théorie  de  la  Chaleur.  Fourier  désirait,  sans  doute,  éta- 
blir ainsi  d'une  manière  incontestable  ses  droits  de  priorité; 
car  la  première  Partie  du  Mémoire  de  181 1,  celle  qui  a  paru 
dans  le  Vohime  pour  1819-1820,  ne  diffère  qu'en  des  points 
tout  à  fait  secondaires  de  la  rédaction  définitive  à  laquelle  il 
s'est  arrêté  dans  la  Théorie  de  la  Cluilcur.  Nous  avons  donc 
renoncé  à  reproduire  cette  première  Partie;  mais  la  seconde, 
<jui  a' été  imprimée  en  1826,  dans  le  Volume  des  Mémoires 
pour  1821-1822,  oifre  le  plus  vif  intérêt;  elle  commencera 
notre  second  Volume  et  sera,  croyons-nous,  bien  accueillie 
de  tous. 

Il  y  a  aujourd'hui  quatre-vingts  ans  que  Fourier  fit  à  l'Aca- 
démie des  Sciences  sa  première  Communication  sur  les  études 
qui  ont  occupé  toute  sa  vie.  Les  méthodes  dont  l'illustre 
savant  a  enrichi  la  Science  trouvent  maintenant  devant  elles 
un  champ  vaste  et  presque  inexploré  d'applications  nouvelles 
dans  la  théorie  moderne  de  l'électricité.  Puisse  notre  édition 
les  répandre  encore,  puisse-t-elle  maintenir  et  accroître  dans 
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notre  pays  et  parmi  nos  jeunes  géomètres  le  goût  de  la  Phy- 
sique mathématique.  «  L'étude  approfondie  de  la  nature  est 
la  source  la  plus  féconde  des  découvertes  mathématiques.  Non 
seulement  cette  étude,  en  offrant  aux  recherches  un  but  dé- 
terminé, a  l'avantage  d'exclure  les  questions  vagues  et  les  cal- 
culs sans  issue,  elle  est  encore  un  moyen  assuré  de  former 
l'Analyse  elle-même,  et  d'en  découvrir  les  éléments  qu'il  nous 
importe  le  plus  de  connaître  et  que  cette  science  doit  toujours 
conserver  :  ces  éléments  fondamentaux  sont  ceux  qui  se  repro- 
duisent dans  tous  les  effets  naturels.  »  C'est  par  ces  réflexions, 
empruntées  à  l'admirable  Discours  prélimmûire  que  l'on  va . 
lire,  que  nous  terminerons  ces  quelques  lignes  dans  lesquelles 
nous  nous  proposions  surtout  de  remercier  tous  ceux  qui  ont 
pris  part  à  notre  publication  ou  qui  l'ont  rendue  possible. 


Gaston  DARBOUX, 

de  l'Académie  des  Scieaces. 
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DISCOURS   PRÉLIMINAIRE. 


Les  causes  primordiales  ne  nous  sont  point  connues,  mais  elles  sont 
assujetties  à  des  lois  simples  et  constantes  que  l'on  peut  découvrir  par 
l'observation,  et  dont  l'étude  est  l'objet  de  la  Philosophie  naturelle. 

Là  chaleur  pénètre,  comme  la  gravité,  toutes  les  substances  de  l'uni- 
vers; ses  rayons  occupent  toutes  les  parties  de  l'espace.  Le  but  de 
notre  Ouvrage  est  d'exposer  les  lois  mathématiques  que  suit  cet  élé- 
ment. Cette  théorie  formera  désormais  une  des  branches  les  plus  im- 
portantes de  la  Physique  générale.  * 

Les  connaissances  que  les  plus  anciens  peuples  avaient  pu  acquérir 
dans  la  Mécanique  rationnelle  ne  nous  sont  point  parvenues,  et  l'his- 
toire de  cette  science,  si  l'on  excepte  les  premiers  théorèmes  sur  l'har- 
monie, ne  remonte  point  au  delà  des  découvertes  d'Archimède.  Ce 
grand  géomètre  expliqua  les  principes  mathématiques  de  l'équilibre 
des  solides  et  des  fluides.  Il  s'écoula  environ  dix-huit  siècles  avant  que 
Galilée,  premier  inventeur  des  théories  dynamiques,  découvrit  les  lois 
du  mouvement  des  corps  graves.  Newton  embrassa  dans  cette  science 
nouvelle  tout  le  système  de  l'univers.  Les  successeurs  de  ces  philoso- 
phes ont  donné  à  ces  théories  une  étendue  et  une  perfection  admira- 
bles; ils  nous  ont  appris  que  les  phénomènes  les  plus  divers  sont 
soumis  à  un  petit  nombre  de  lois  fondamentales,  qui  se  reproduisent 
dans  tous  les  actes  de  la  nature.  On  a  reconnu  que  les  mêmes  prin- 
cipes règlent  tous  les  mouvements  des  astres,  leur  forme,  les  inégalités 
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de  leurs  cours,  l'équilibre  et  les  oscillations  des  oiers,  les  vibrations 
liarmoniques  de  l'air  et  des  corps  sonores,  la  transmission  de  la 
lumière,  les  actions  capillaires,  les  ondulations  des  liquides,  enfin,  les 
cITets  les  plus  composés  de  toutes  les  forces  naturelles;  et  l'on  a  con- 
firmé cette  pensée  de  Newton  ;  Quod  tam  paiicis  tam  multa  prœstet  Geo- 
melria  gloriaCur  (  '  ). 

Mais,  quelle  que  soit  l'étendue  des  théories  mécaniques,  elles  ne 
s'appliquent  point  aux  effets  de  la  chaleur.  Ils  composent  un  ordre  spé- 
cial de  phénomènes  qui  ne  peuvent  s'expliquer  par  les  principes  du 
mouvement  et  de  l'équilibre.  On  possède  depuis  longtemps  des  instru- 
ments ingénieux  propres  à  mesurer  plusieurs  de  ces  elîets;  on  a 
recueilli  des  observations  précieuses;  mais  on  ne  connaît  ainsi  que  des 
résultats  partiels,  et  non  la  démonstration  mathématique  des  lois  qui 
les  comprennent  tous. 

J'ai  déduit  ces  lois  d'une  longue  étude  et  de  la  comparaison  atten- 
tive des  faits  connus  jusqu'à  ce  jour;  je  les  ai  tous  observés  de  nouveau, 
dans  le  cours  de  plusieurs  années,  avec  les  instruments  les  plus  précis 
dont  on  ait  encore  fait  usage. 

Pour  fonder  cette  théorie,  il  était  d'abord  nécessaire  de  distinguer 
et  de  définir  avec  précision  les  propriétés  élémentaires  qui  détermi- 
nent l'action  de  la  chaleur.  J'ai  reconnu  ensuite  que  tous  les  phéno- 
mènes qui  dépendent  de  cette  action  se  résolvent  en  un  très  petit 
nombre  de  faits  généraux  et  simples;  et,  par  là,  toute  question  phy- 
sique de  ce  genre  est  ramenée  à  une  recherche  d'Analyse  mathéma- 
tique. J'en  ai  conclu  que,  pour  déterminer  en  nombre  les  mouvements 
les  plus  variés  de  la  chaleur,  il  suffit  de  soumettre  chaque  substance  à 
trois  observations  fondamentales.  En  effet,  les  différents  corps  ne  pos- 

(')  PkilotophitE  naturalis  prinnpia  malhemattca.  Prœfalio  ad  (ectorem.  Ac  gtorialur 
Geometria  quod  tam  paucis  principiis  aliunde  petitis  laro  multa  prsestet.  G.  D. 
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aèdent  point  au  même  degré  la  faculté  de  contenir  la  chaleur,  de  (a 
recevoir  ou  de  la  transmettre  à  travers  leur  superficie,  et  de  la  conduire 
dans  l'intérieur  de  la  masse.  Ce  sont  trois  qualités  spécifiques  que 
notre  théorie  distingue  clairement  et  qu'elle  apprend  à  mesurer. 

Il  est  facile  de  juger  combien  ces  recherches  intéressent  les  sciences 
physiques  et  l'économie  civile,  et  quelle  peut  être  leur  influence  sur 
les  progrès  des  arts  qui  exigent  l'emploi  et  la  distribution  du  feu.  Elles 
ont  aussi  une  relation  nécessaire  avec  le  Système  du  monde,  et  l'on 
connaît  ces  rapports  si  l'on  considère  les  grands  phénomènes  qui  s'ac- 
complissent près  de  la  surface  du  globe  terrestre. 

En  effet,  le  rayon  du  Soleil  dans  lequel  celte  planète  est  incessam- 
ment plongée  pénètre  l'air,  la  terre  et  les  eaux;  ses  éléments  se  di- 
visent, changent  de  directions  dans  tous  les  sens;  et,  pénétrant  dans 
la  masse  du  globe,  ils  en  élèveraient  de  plus  en  plus  la  température 
moyenne,  si  cette  chaleur  ajoutée  n'était  pas  exactement  compensée 
par  celle  qui  s'échappe  en  rayons  de  tous  les  points  de  la  superficie,  et 
se  répand  dans  les  cieux. 

Les  divers  climats,  inégalement  exposés  à  l'action  de  la  chaleur 
solaire,  ont  acquis,  après  un  temps  immense,  des  températures  propres 
à  leur  situation.  Cet  effet  est  modifié  par  plusieurs  causes  accessoires, 
telles  que  l'élévation  et  la  figure  du  soi,  le  voisinage  et  l'étendue  des 
continents  et  des  mers,  l'état  de  la  surface,  la  direction  des  vents. 

L'intermittence  des.  jours  et  des  nuits,  les  alternatives  des  saisons 
occasionnent,  dans  la  terre  solide,  des  variations  périodiques  qui  se 
renouvellentchaque  jourou  chaque  année;  mais  ces  changements  sont 
d'autant  moins  sensibles  que  le  point  où  on  les  mesure  est  plus  distant 
de  la  surface!  On  ne  peut  remarquer  aucune  variation  diurne  a  la  pro- 
fondeur d'environ  3";  et  les  variations  annuelles  cessent  d'être  appré- 
ciables à  une  profondeur  beaucoup  moindre  que  60"*.  La  température 
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(les  lieux  profonds  est  donc  sensiblement  fixe  dans  un  lieu  donné  ; 
mais  elle  n'est  pas  la  même  pour  tous  les  points  d'un  même  parallèle; 
en  général,  elle  s'élève  lorsqu'on  s'approche  de  l'éqoateur. 

La  chaleur  que  le  Soleil  a  communiquée  au  globe  terrestre,  et  qui  a 
produit  la  diversité  des  climats,  est  assujettie  maintenant  à  un  mouve- 
ment devenu  uniforme.  Elle  s'avance  dans  l'intérieur  de  la  masse 
qu'elle  pénètre  tout  entière,  et  en  même  temps  elle  s'éloigne  du  plan  de 
l'équateur,  et  va  se  perdre  dans  l'espace  à  travers  les  contrées  polaires. 

Dans  les  hautes  régions  de  l'atmosphère,  l'air,  très  rare  et  diaphane, 
ne  retient  qu'une  faible  partie  de  la  chaleur  des  rayons  solaires  :  c'est 
la  cause  principale  du  froid  excessif  des  lieux  élevés.  Les  couches  infé- 
rieures, plus  denses  et  plus  échaufiees  par  la  terre  et  les  eaux,  se  di- 
latent et  s'élèvent;  elles  se  refroidissent  par  l'efrét  même  de  la  dila- 
tation. Les  grands  mouvements  de  l'air,  comme  les  vents  alizés  qui 
soufflent  entre  les  tropiques,  ne  sont  point  déterminés  par  les  forces 
attractives  de  la  Lune  et  du  Soleil.  L'action  de  ces  astres  ne  produit 
sur  un  fluide  aussi  rare,  'a  une  aussi  grande  distance,  que  des  oscilla- 
lions  très  peu  sensibles.  Ce  sont  les  changements  des  températures  qui 
déplacent  périodiquement  toutes  les  parties  de  l'atmosphère. 

Les  eaux  de  l'Océan  sont  différemment  exposées  par  leur  surface  aux 
rayons  du  Soleil,  et  le  fond  du  bassin  qui  les  renferme  est  échauffé  très 
inégalement  depuis  les  pôles  jusqu'à  l'équateur.  Ces  deux  causes, 
toujours  présentes,  et  combinées  avec  la  gravité.et  la  force  centrifuge, 
entretiennent  des  mouvements  immenses  dans  l'intérieur  des  mers. 
Elles  en  déplacent  et  en  mêlent  toutes  les  parties,  et  produisent  ces 
courants  réguliers  et  généraux  que  les  navigateurs  ont  observés. 

La  chaleur  rayonnante  qui  s'échappe  de  la  superfici»  de  tous  les 
corps  et  traverse  les  milieux  élastiques  ou  les  espaces  vides  d'air  a  des 
lois  spéciales,  et  elle  concourt  aux  phénomènes  les  plus  variés.  On 
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connaissait  déjà  l'explicatioo  physique  de  plusieurs  de  ces  faits;  la 
théorie  mathématique  que  j'ai  formée  en  donne  la  mesure  exacte.  Elle 
consiste,  en  quelque  sorte,  dans  une  seconde  caloptrique,  qui  a  ses 
théorèmes  propres,  et  sert  à  déterminer  par  le  calcul  tous  les  effets 
de  la  chaleur  directe  ou  réfléchie. 

Cette  éDumération  des  objets  principaux  de  la  théorie  fait  assez  con- 
naître la  nature  des  questions  que  je  me  suis  proposées.  Quelles  sont 
ces  qualités  élémentaires  que,  dans  chaque  substance,  il  est  nécessaire 
d'observer,  et  quelles  expériences  sont  les  plus  propres  à  les  déter- 
miner exactement?  Si  des  lois  constantes  règlent  la  distribution  de  la 
chaleur  dans  la  matière  solide,  quelle  est  l'expression  mathématique 
de  ces  lois?  et  par  quelle  analyse  peut-on  déduire  de  cette  expression 
ht  solution  complète  des  questions  principales? 

Pourquoi  les  températures  terrestres  cessent-elles  d'être  variables  à 
une  profondeur  si  petite  par  rapport  au  rayon  du  globe?  Chaque  iné- 
galité du  mouvement  de  cette  planète  devant  occasionner  au-dessous 
de  la  surface  une  oscillation  de  la  chaleur  solaire,  quelle  relation  y 
a-t-il  entre  la  durée  de  la  période  et  la  profondeur  où  les  températures 
deviennent  constantes? 

Quel  temps  a  dû  s'écouler  pour  que  les  climats  pussent  acquérir  les 
températures  diverses  qu'ils  conservent  aujourd'hui;  et  quelles  causes 
peuvent  faire  varier  maintenant  leur  chaleur  moyenne?  Pourquoi  les 
seuls  changements  annuels  de  la  dislance  du  Soleil  à  la  Terre  ne  cau- 
sent-ils pas  à  la  surface  de  cette  planète  des  changements  très  consi- 
dérables dans  les  températures? 

A  quel  caractère  pourrait-on  reconnaître  que  le  globe  terrestre  n'a 
pas  entièrement  perdu  sa  chaleur  d'origine,  et  quelles  sont  les  lois 
exactes  de  la  déperdition? 

Si  cette  chaleur  fondamentale  n'est  point  totalement  dissipée. 
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comme  l'indiquent  plusieurs  observations,  elle  peut  être  immense  » 
(le  grandes  profondeurs,  et  toutefois  elle  n'a  plus  aujourd'hui  aucune 
influence  sensible  sur  la  température  moyenne  des  climats  :  les  effets 
que  l'on  y  observe  sont  dus  à  l'action  des  rayons  solaires.  Mais,  indé- 
pendamment de  ces  deux  sources  de  chaleur,  l'une  fondamentale  et 
primitive,  propre  au  globe  terrestre,  l'autre  due  à  la  présence  du  So- 
leil, n'y  a-l-:il  point  une  cause  plus  universelle,  qui  détermine  la  tempé- 
rature du  ciel,  dans  la  partie  de  l'espace  qu'occupe  maintenant  le  sys- 
tème solaire?  Puisque  les  faits  observés  rendent  cette  cause  nécessaire, 
quelles  sont,  dans  cette  question  entièrement  nouvelle,  les  consé- 
quences d'une  théorie  exacte?  comment  pourra-t-on  déterminer  cette 
valeur  constante  de  la  température  de  l'espace,  et  en  déduire  celle  qui 
convient  à  chaque  planète? 

Il  faut  ajouter  à  ces  questions  celles  qui  dépendent  des  propriétés  de 
la  chaleur  rayonnante.  On  connaît  très  distinctement  la  cause  physique 
de  la  réflexion  du  froid,  c'esl-à-dire  de  la  réflexion  d'une  moindre  cha- 
leur; mais  quelle  est  l'expression  mathématique  de  cet  effet? 

De  quels  principes  généraux  dépendent  les  températures  atmo- 
sphériques, soit  que  le  thermomètre  qui  les  mesure  reçoive  immédia- 
tement les  rayons  du  Soleil,  sur  une  surface  métallique  ou  dépolie, 
soit  que  cet  instrument  demeure  exposé,  durant  la  nuit,  sous  un  ciel 
exempt  de  nuages,  au  contact  de  l'air,  au  rayonnement  des  corps  ter- 
restres, et  à  celui  des  parties  de  l'atmosphère  les  plus  éloignées  et  les 
plus  froides. 

L'intensité  des  rayons  qui  s'échappent  d'un  point  de  la  superficie 
des  corps  échauffés  variant  avec  leur  inclinaison  suivant  une  loi  que 
les  expériences  ont  indiquée,  n'y  a-t-il  pas  un  rapport  mathématique 
nécessaire  entre  cette  loi  et  le  fait  général  de  l'équilibre  de  la  chaleur; 
et  quelle  est  la  cause  physique  de  cette  inégale  intensité? 
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Enfin,  lorsque  la  chaleur  pénètre  les  masses  fluides  et  y  détermine 
(les  mouvements  intérieurs,  par  les  changements  continuels  de  tempé- 
rature et  de  densité  de  chaque  molécule,  peut-on  encore  exprimer  par 
des  équations  différentielles  les  lois  d'un  effet  aussi  composé  ;  et  quel 
changement  en  résuUe-t-il  dans  les  équations  générales  de  l'Hydro- 
dynamique? 

Telles  sont  les  questions  principales  que  j'ai  résolues,  et  qui 
n'avaient  point  encore  été  soumises  au  calcul.  Si  l'on  considère,  de 
plus,  les  rapports  multipliés  de  cette  théorie  mathématique  avec  les 
usages  civils  et  les  arts  techniques,  on  reconnaîtra  toute  l'étendue  de 
ses  applications.  Il  est  manifeste  qu'elle  comprend  une  série  entière 
de  phénomènes  distincts,  et  qu'on  ne  pourrait  en  omettre  l'étude  sans 
retrancher  une  partie  notable  de  la  science  de  la  nature. 

Les  principes  de  cette  théorie  sont  déduits,  comme  ceux  de  la  Méca- 
nique rationnelle,  d'un  très  petit  nomhre  de  faits  primordiaux,  dont 
les  géomètres  ne  considèrent  point  la  cause,  mais  qu'ils  admettent 
comme  résultant  des  observations  communes  et  conflrmées  par  toutes 
les  expériences. 

Les  équations  différentielles  de  la  propagation  de  la  chaleur  expriment 
les  conditions  les  plus  générales,  et  ramènent  les  questions  physiques 
à  des  problèmes  d'Analyse  pure,  ce  qui  est  proprement  l'objet  de  la 
théorie.  Elles  ne  sont  pas  moins  rigoureusement  démontrées  que  les 
équations  générales  de  l'équilibre  et  du  mouvement.  C'est  pour  rendre 
cette  comparaison  plus  sensible  que  nous  avons  toujours  préféré  des 
démonstrations  analogues  à  celles  des  théorèmes  qui  servent  de  fon- 
dement à  la  Statique  et  à  la  Dynamique.  Ces  équations  subsistent 
encore,  mais  elles  reçoivent  une  forme  différente,  si  elles  expriment  la 
distribution  de  la  chaleur  lumineuse  dans  les  corps  diaphanes,  ou  les 
mouvements  que  les  changements  de  température  et  de  densité  occa- 
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sioniient  dans  l'intérieur  des  fluides.  Les  coeflicients  qu'elles  ren- 
ferment sont  sujets  à  des  variations  dont  la  mesure  exacte  n'est  pas 
encore  connue;  mais,  dans  toutes  les  questions  naturelles  qu'il  nous 
importe  le  plus  de  considérer,  les  limites  des  températures  sont  assez 
peu  différentes  pour  que  l'on  puisse  omettre  ces  variations  des  coeffi- 
cients. 

Les  équations  du  mouvement  de  ta  chaleur,  comme  celles  qui 
expriment  les  vibrations  des  corps  sonores,  ou  les  dernières  oscilla- 
tions des  liquides,  appartiennent  à  une  des  branches  de  la  Science  du 
calcul  les  plus  récemment  découvertes,  et  qu'il  importait  beaucoup  de 
perfectionner.  Après  avoir  établi  ces  équations  dilTérenlielles,  il  fallait 
en  obtenir  les  intégrales;  oe  qui  consiste  h  passer  d'une  expression 
commune  à  une  solution  propre,  assujettie  à  toutes  les  conditions  don- 
nées. Cette  recherche  difficile  exigeait  une  analyse  spéciale,  fondée 
sur  des  théorèmes  nouveaux  dont  nous  ne  pourrions  ici  faire  connaître 
l'objet.  La  méthode  qui  en  dérive  ne  laisse  rien  de  vague  et  d'indéter- 
miné dans  les  solutions;  elle  les  conduit  jusqu'aux  dernières  applica- 
tions numériques,  condition  nécessaire  de  toute  recherche,  et  sans 
laquelle  on  n'arriverait  qu'à  des  transformations  inutiles. 

Ces  mêmes  théorèmes  qui  nous  ont  fait  connaître  les  intégrales  des 
équations  du  mouvement  de  la  chaleur  s'appliquent  immédiatement  a 
des  questions  d'Analyse  générale  et  de  Dynamique  dont  on  désirait 
depuis  longtemps  la  solution. 

L'étude  approfondie  de  la  nature  est  la  source  la  plus  féconde  des 
découvertes  mathématiques.  Non  seulement  cette  étude,  en  offrant 
aux  recherches  un  but  déterminé,  a  l'avantage  d'exclure  les  questions 
vagues  et  les  calculs  sans  issue  :  elle  est  encore  un  moyen  assuré  de 
former  l'Analyse  elle-même,  et  d'en  découvrir  les  éléments  qu'il  nous 
importe  le  plus  de  connaître,  et  que  cette  science  doit  toujours  con- 
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server  :  ces  éléments  fondamentaux  sont  ceux  qui  se  reproduisent  dans 
tous  les  effets  naturels. 

On  voit,  par  exemple,  qu'une  même  expression,  dont  les  géomètres 
avaient  considéré  les  propriétés  abstraites  et  qui,  sous  ce  rapport, 
appartient  à  l'Analyse  générale,  représente  aussi  le  mouvement  de  la 
lumière  dans  l'atmosphère,  qu'elle  détermine  les  lois  de  la  diffusion  de 
la  chaleur  dans  la  matière  solide,  et  qu'elle  entre  dans  toutes  les  ques- 
tions principales  de  la  Théorie  des  prohabilites. 

Les  équations  analytiques,  ignorées  des  anciens  géomètres,  que 
Descartes  a  introduites  le  premier  dans  l'étude  des  courbes  et  des 
surfaces,  ne  sont  pas  restreintes  aux  propriétés  des  figures  et  à  celles 
qui  sont  l'objet  de  la  Mécanique  rationnelle;  elles  s'étendent  à  tous 
les  phénomènes  généraux.  Il  ne  peut  y  avoir  de  langage  plus  universel 
et  plus  simple,  plus  exempt  d'erreurs  et  d'obscurités,  c'est-à-dire  plus 
digne  d'exprimer  les  rapports  invariables  des  êtres  naturels. 

Considérée  sous  ce  point  de  vue,  l'Analyse  mathématique  est  aussi 
étendue  que  la  nature  elle-même;  elle  définit  tous  les  rapports  sen- 
sibles, mesure  les  temps,  les  espaces,  les  forces,  les  températures; 
cette  science  difficile  se  forme  avec  lenteur,  mais  elle  conserve  tous 
les  principes  qu'elle  a  une  fois  acquis;  elle  s'accroît  et  s'affermit  sans 
cesse,  au  milieu  de  tant  de  variations  et  d'erreurs  de  l'esprit  humain. 

Son  attribut  principal  est  la  clarté;  elle  n'a  point  de  signes  pour 
exprimer  les  notions  confuses.  Elle  rapproche  les  phénomènes  les  plus 
divers  et  découvre  les  analogies  secrètes  qui  les  unissent.  Si  la  matière 
nous  échappe,  comme  celle  de  l'air  et  de  la  lumière,  par  son  extrême 
ténuité,  si  les  corps  sont  placés  loin  de  nous,  dans  l'immensité  de  l'es- 
pace, si  l'homme  veut  connaître  le  spectacle  des  cieux  pour  des  époques 
successives  que  séparent  un  grand  nombre  de  siècles,  si  les  actions  de 
la  gravité  et  de  la  chaleur  s'exercent  dans  l'intérieur  du  globe  solide  à 
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des  profondeurs  qui  seront  toujours  inaccessibles,  l'Analyse  mathé- 
matique peut  encore  saisir  les  lois  de  ces  phénomènes.  Elle  nous  les 
rend  présents  et  mesurables,  et  semble  être  une  faculté  de  la  raison 
humaine  destinée  à  suppléer  à  la  brièveté  de  la  vie  et  à  l'imperfection 
des  sens;  et,  ce  qui  est  plus  remarquable  encore,  elle  suit  la  même 
marche  dans  l'étude  de  tous  les  phénomènes;  elle  les  interprète  par  le 
même  langage,  comme  pour  attester  l'unité  et  la  simplicité  du  plan  de 
l'univers,  et  rendre  encore  plus  manifeste  cet  ordre  immuable  qui  pré- 
side a  toutes  les  causes  naturelles. 

Les  questions  de  la  Théorie  de  ta  chaleur  offrent  autant  d'exemples 
de  ces  dispositions  simples  et  constantes  qui  naissent  des  lois  géné- 
rales de  la  nature;  et,  si  l'ordre  qui  s'établit  dans  ces  phénomènes  pou- 
vait être  saisi  par  nos  sens,  ils  nous  causeraient  une  impression  com- 
parable à  celles  des  résonances  harmoniques. 

Les  formes  des  corps  sont  variées  à  l'infîni;  la  distribution  de  la 
chaleur  qui  les  pénètre  peut  être  arbitraire  et  confuse;  mais  toutes  les 
inégalités  s'effacent  rapidement  et  disparaissent  à  mesure  que  le  temps 
s'écoule.  La  marche  du  phénomène,  devenue  plus  régulière  et  plus 
simple,  demeure  enfin  assujettie  à  une  loi  déterminée,  qui  est  la  même 
pour  tous  les  cas  et  qui  ne  porte  plus  aucune  empreinte  sensible  de 
ia  disposition  initiale. 

Toutes  les  observations  confirment  ces  conséquences.  L'analyse  dont 
ollcs  dérivent  sépare  et  exprime  clairement  :  i"  les  conditions  géné- 
rales, c'est-à-dire  celles  qui  résultent  des  propriétés  naturelles  de  la 
chaleur;  2"  l'effet  accidentel,  mais  subsistant,  de  la  figure  ou  de  l'état 
dos  surfaces;  3**  l'effet  non  durable  de  la  distribution  primitive. 

Nous  avons  démontré  dans  cet  Ouvrage  tous  les  principes  de  la 
Théorie  de  la  chaleur,  et  résolu  toutes  les  questions  fondamentales. 
On  aurait  pu  les  exposer  sous  une  forme  plus  concise,  omettre  les 


DigJtJzcd  by 


Google 


DISCOURS  PRÉLIMINAIRE.  xxv 

questions  simples,  et  présenter  d'abord  les  conséquences  les  plus 
générales;  mais  on  a  voulu  montrer  l'origine  même  de  la  Théorie  et 
ses  progrès  successifs.  Lorsque  cette  connaissance  est  acquise,  et  que 
les  principes  sont  entièrement  fixés,  il  est  préférable  d'employer  immé- 
diatement les  méthodes  analytiques  les  plus  étendues,  comme  nous 
l'avons  fait  dans  les  recherches  ultérieures.  C'est  aussi  la  marche  que 
nous  suivrons  désormais  dans  les  Mémoires  qui  seront  joints  à  cet 
Ouvrage,  et  qui  en  forment  en  quelque  sorte  le  complément,  et  par  là 
nous  aurons  concilié,  autant  qu'il  peut  dépendre  de  nous,  le  dévelop- 
pement nécessaire  des  principes  avec  la  précision  qui  convient  aux 
applications  de  l'Analyse. 

Ces  Mémoires  auront  pour  objet  la  théorie  de  la  chaleur  rayonnante, 
la  question  des  températures  terrestres,' celle  de  la  température  des 
habitations,  la  comparaison  des  résultats  théoriques  avec  ceux  que  nous 
avons  observés  dans  diverses  expériences,  enfin  la  démonstration  des 
équations  différentielles  du  mouvement  de  la  chaleur  dans  tes  fluides. 

L'Ouvrage  que  nous  publions  aujourd'hui  a  été  écrit  depuis  long- 
temps; diverses  circonstances  en  ont  retardé  et  souvent  interrompu 
l'impression.  Dans  cet  intervalle,  la  Science  s'est  enrichie  d'observa- 
tions importantes;  les  principes  de  notre  Analyse,  que  l'on  n'avait  pas 
saisis  d'abord,  ont  été  mieux  connus;  on  a  discuté  et  confirmé  les 
résultats  que  nous  en  avions  déduits.  Nous  avons  appliqué  nous- 
même  ces  principes  à  des  questions  nouvelles,  et  changé  la  forme  de 
quelques  démonstrations.  Les  retards  de  la  publication  auront  contri- 
bué à  rendre  l'Ouvrage  plus  clair  et  plus  complet. 

Nos  premières  recherches  analytiques  sur  la  communication  de  la 
chaleur  ont  eu  pour  objet  la  distribution  entre  des  masses  disjointes  ; 
on  les  a  conservées  dans  la  Section  II  du  Chapitre  IV.  Les  questions 
relatives  aux  corps  continus,  q'ui  forment  la  théorie  proprement  dite. 
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ont  été  résolues  plusieurs  années  après;  cette  théorie  a  été  exposée, 
pour  la  première  fois,  dans  un  Ouvrage  manuscrit  remis  à  l'Institut  de 
France  à  la  fin  de  l'année  1807,  et  dont  il  a  été  publié  un  extrait  dans  le 
Bulletin  des  Sciences  (Société  philomathique,  année  1808,  p.  1 12-116). 
Nousavons  joint  àce  Mémoire  et  remis  successivement  des  Notes  assez 
étendues,  concernant  la  convergence  des  séries,  la  dilTusion  de  la  cha- 
leur dans  un  prisme  infini,  son  émission  dans  les  espaces  vides  d'air, 
les  constructions  propres  à  rendre  sensibles  les  théorèmes  principaux, 
et  l'analyse  du  mouvement  périodique  à  la  surface  du  globe  terrestre. 
Notre  second  Mémoire  sur  la  propagation  de  la  chaleur  a  été  déposé 
aux  Archives  de  l'Institut,  le  a8  septembre  1811.  Il  est  formé  du  pré- 
cédent et  des  Notes  déjà  remises  ;  on  y  a  omis  des  constructions  géO' 
métriques  et  des  détails  d'Analyse  qui  n'avaient  pas  un  rapport  néces- 
saire avec  la  question  physique,  et  l'on  a  ajouté  l'équation  général 
qui  exprime  l'état  de  la  surface.  Ce  second  Ouvrage  a  été  livré  à  l'im^ 
pression  dans  le  cours  de  1821,  pour  être  inséré  dans  la  Collection  de 
l'Académie  des  Sciences.  It  est  imprimé  sans  aucun  changement  ni 
addition;  le  texte  est  littéralement  conforme  au  Manuscrit  déposé,  qui 
fait  partie  des  Archives  de  l'Institut. 

On  pourra  trouver  dans  ce  Mémoire  et  dans  les  écrits  qui  l'ont  pré- 
cédé un  premier  exposé  des  applications  que  ne  contient  pas  notre 
Ouvrage  actuel;  elles  seront  traitées  dans  les  Mémoires  subséquents 
avec  plus  d'étendue,  et,  s'il  nous  est  possible,  avec  plus  de  clarté.  Les 
résultats  de  notre  travail  concernant  ces  mêmes  questions  sont  aussi 
indiqués  dans  divers  articles  déjà  rendus  publics.  L'extrait  inséré  dans 
les  Annales  de  Chimie  et  de  Physique  fait  connaître  l'ensemble  de  nos 
recherches  (t.  III,  p.  35o-37G,  année  i8i6).  Nous  avons  publié  dans 
ces  Annales  deux  Notes  séparées,  concernant  la  chaleur  rayonnante 
.(t.  IV,  p.  128-145,  année  1817,  et  t.  Vi;  p.  259-3o3,  année  1817). 
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Divers  autres  articles  du  même  Recueil  présentent  les  résultats  les 
plus  constants  de  la  théorie  et  des  observations;  l'utilité  et  l'étendue 
des  connaissances  thermologiques  ne  pouvaient  être  mieux  appréciées 
que  par  les  célèbres  rédacteurs  de  ces  Annales  ('). 

On  trouvera  dans  le  Bulletin  des  Sciences  (Société  philomathiquc, 
année  i8i8,p.  i-ii,  et  année  1820,  p.  58-70)  l'extraitd'un  Mémoire  sur 
la  température  constante  ou  variable  des  habitations,  et  l'exposé  des 
principales  conséquences  de  notre  analyse  des  températures  terrestres. 

M.  Alexandre  de  Humboldt,  dont  les  recherches  embrassent  toutes 
les  grandes  questions  de  la  Philosophie  naturelle,  a  considéré,  sous  un 
point  de  vue  nouveau  et  très  important,  les  observations  des  tempéra- 
tures propres  aux  divers  climats  ;  Mémoire  sur  les  lignes  isothermes 
(^Société  d'Arcueil,  t.  IH,  p.  4*12-602,  année  1817);  Mémoire  sur  la  li- 
mite inférieure  des  neiges  perpétuelles  (^Annales  de  Chimie  et  de  Physique, 
t.  V,  p.  ioa-ii2,  année  18 17,  et  t.  XIV,  p.  5-57,  î'nnée  1820). 

Quant  aux  équations  difTérenti elles  du  mouvement  de  la  chaleur 
dans  les  liquides,  il  en  a  été  fait  mention  dans  l'histoire  annuelle  de 
l'Académie  des  Sciences.  Cet  extrait  de  notre  Mémoire  en  montre 
clairement  l'objet  et  le  principe  {Analyse  des  travaux  de  l'Académie 
des  Sciences,  par  M.  Delambre,  année  1820)  (*). 

L'examen  des  forces  répulsives  que  la  chaleur  produit,  et  qui  déter- 
minent les  propriétés  statiques  des  gaz,  n'appartient  pas  au  sujet  ana- 
lytique que  nous  avons  considéré.  Cette  question,  liée  à  la  théorie  de 
la  chaleur  rayonnante,  vient  d'être  traitée  par  l'illustre  auteur  de  la 
Mécanique  céleste,  à  qui  toutes  les  branches  principales  de  l'Analyse 
mathématique  doivent  des  découvertes  importantes  {Connaissance  des 
Temps  pour  les  années  1824  et  1825). 

(')  Gay-Lussac  et  Arago.  G.  D. 

(■)  Ce  Mémoire  a  été  imprimé  en  i833;  il  sera  publié  dans  le  Tome  II.  G.  D. 
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Los  théories  nouvelles  expliquées  dans  notre  Ouvrage  sont  réunies 
pour  toujours  aux  Sciences  mathématiques  et  reposent  comme  elles 
sur  (les  fondements  invariables;  elles  conserveront  tous  les  éléments 
qu'elles  possèdent  aujourd'hui,  et  elles  acquerront  continuellement 
plus  d'étendue.  On  perfectionnera  les  instruments  et  l'on  multipliera 
les  expériences.  L'analyse  que  nous  avons  formée  sera  déduite  de  mé- 
thodes plus  générales,  c'est-à-dire  plus  simples  et  plus  fécondes,  com- 
munes à  plusieurs  classes  de  phénomènes.  On  déterminera,  pour  les 
substances  solides  ou  liquides,  pour  les  vapeurs  et  pour  les  gaz  perma- 
nents, toutes  les  qualités  spécifiques  relatives  à  la  chaleur,  el  les  varia- 
tions des  coefllcients  qui  les  expriment.  On  observera,  dans  les  divers 
lieux  du  globe,  les  températures  du  sol  à  diverses  profondeurs,  l'inlen- 
sitc  de  la  chaleur  solaire  et  ses  effets,  ou  constants  ou  variables,  dans 
l'atmosphère,  dans  l'Océan  el  les  lacs;  et  l'on  connaîtra  cette  tempé- 
rature constante  du  Ciel,  qui  est  propre  aux  régions  planétaires.  La 
théorie  elle-même  dirigera  toutes  ces  mesures  et  en  assignera  la  pré- 
cision. Elle  ne  peut  faire  désormais  aucun  progrès  considérable  qui 
ne  soit  fondé  sur  ces  expériences;  car  l'Analyse  mathématique  peut 
déduire,  des  phénomènes  généraux  et  simples,  l'expression  des  lois 
de  la  Nature;  mais  l'application  spéciale  de  ces  lois  à  des  effets  très 
composés  exige  une  longue  suite  d'observations  exactes. 
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CHAPITRE   L 

INTRODUCTION. 


SECTION   I. 

EXPOSITIOK    DE    L'OBJET    DE    CET    OUVRAGE. 
1. 

Los  etTets  de  la  chaleur  sont  assujettis  à  des  lois  constantes  que  l'on 
ne  peut  découvrir  sans  le  secours  de  l'Analyse  mathématique.  La 
Théorie  que  nous  allons  exposer  a  pour  objet  de  démontrer  ces  lois; 
elle  réduit  toutes  les  recherches  physiques  sur  la  propagation  de  la 
chaleur  à  des  questions  de  Calcul  intégral  dont  les  éléments  sont 
donnés  par  l'expérience.  Aucun  sujet  n'a  des  rapports  plus  étendus 
avec  les  progrés  de  l'industrie  et  ceux  des  sciences  naturelles;  car 
l'action  de  la  chaleur  est  toujours  présente;  elle  pénètre  tous  les  corps 
et  les  espaces;  elle  influe  sur  les  procédés  des  arts  et  concourt  à  tous 
les  phénomènes  de  l'univers. 

Lorsque  ta  chaleur  est  inégalement  distribuée  entre  les  différents 

points  d'une  masse  solide,  elle  tend  à  se  mettre  en  équilibre  et  passe 

lentement  des  parties  plus  échaulTées  dans  celles  qui  le  sont  moins;  en 

F.  1 
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même  temps  elle  se  dissipe  par  la  surface  et  se  perd  dans  le  milieu  ou 
dans  le  vide.  Cette  tendance  à  une  distribution  uniforme  et  cette  émis- 
sion spontanée  qui  s'opère  à  la  surface  dés  corps  changent  continuel- 
lement la  température  des  différents  points.  La  question  de  la  propa- 
gation de  la  chaleur  consiste  à  déterminer  quelle  est  la  température  de 
'  chaque  point  d'un  corps  à  un  instant  donné,  en  supposant  que  les 
températures  initiales  sont  connues.  Les  exemptes  suivants  feront  con- 
naître plus  clairement  la  nature  de  ces  questions. 


Si  l'on  expose  à  l'action  durable  et  uniforme  d'un  loyer  de  chaleur 
une  même  partie  d'un  anneau  métallique  d'un  grand  diamètre,  les 
molécules  les  plus  voisines  du  foyer  s'échaufferont  les  premières  et. 
après  un  certain  temps,  chaque  point  du  solide  aura  acquis  presque 
entièrement  la  plus  haute  température  à  laquelle  il  puisse  parvenir. 
Cette  limite'  ou  maximum  de  température  n'est  pas  la  même  pour  les 
différents  points;  elle  est  d'autant  moindre  qu'ils  sont  plus  éloignés 
de  celui  où  le  foyer  est  immédiatement  appliqué. 

Lorsque  les  lempéralures  sont  devenues  permanentes,  le  foyer  trans- 
met, à  chaque  instant,  une  quantité  de  chaleur  qui  compense  exacte- 
ment celle  qui  se  dissipe  par  tous  les  points  de  la  surface  extérieure 
de  l'anneau. 

Si  maintenant  on  supprime  le  loyer,  la  chaleur  continuera  de  se 
propager  dans  l'intérieur  du  solide;  mais  celle  qui  se  perd  dans  le 
milieu  ou  dans  le  vide  ne  sera  plus  compensée  comme  auparavant  par 
le  produit  du  foyer,  en  sorte  que  toutes  les  températures  varieront  et 
diminueront  sans  cesse,  jusqu'à  ce  qu'elles  soient  devenues  égales  à 
celle  du  milieu  environnant. 

3. 

Pendant  que  les  températures  sont  permanentes  et  que  le  loyer  sub- 
siste, si  l'on  élève,  en  chaque  point  de  la  circonférence  moyenne  de 
l'anneau,  une  ordonnée  perpendiculaire  au  plan  de  l'anneau  et  dont  la 
longueur  soit  proportionnelle  à  la  température  fixe  de  ce  point,  la 
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ligne  courbe  qui  passerait  par  les  extrémités  de  ces  ordonnées  repré- 
sentera l'état  permanent  des  températures,  et  il  est  très  facile  de  déter- 
miner par  le  calcul  la  oature  de  cette  ligne.  Il  faut  remarquer  que  l'on 
suppose  à  l'anneau  une  épaisseur  assez  petite  pour  que  tous  les  points 
d'une  même  section  perpendiculaire  à  la  circonférence  moyenne  aient 
des  températures  sensiblement  égales.  Lorsqu'on  aura  enlevé  le  foyer, 
la  ligne  qui  termine  les  ordonnées  proportionnelles  aux  températures 
des  différents  points  cbangera  continuellement  de  forme.  La  question 
consiste  à  exprimer  par  une  équation  la  forme  variable  de  cette  courbe, 
et  à  comprendre  ainsi  dans  une  seule  formule  tous  les  états  successifs 
du  solide. 

4. 

Soient  z  la  température  fixe  d'un  point  m  de  la  circonférence  moyenne, 
X  la  distance  de  ce  point  au  foyer,  c'est-à-dire  la  longueur  de  l'arc  de 
la  circonférence  moyenne,  compris  entre  le  point  m  et  le  point  o,  qui 
correspond  à  la  position  du  foyer;  =  est  la  plus  baute  température  que 
le  point  m  puisse  acquérir  en  vertu  de  l'action  constante  du  foyer,  et 
cette  température  permanente  z  est  une  fonctiony{a;)  de  la  distance  x. 
La  première  partie  de  la  question  consiste  à  déterminer  la  fonclion/^^r) 
qui  représente  l'état  permanent  du  solide. 

On  considérera  ensuite  l'état  variable  qui  succède  au  précédent  aus- 
sitôt que  l'on  a  éloigné  le  foyer;  on  désignera  par  t  le  temps  écoulé 
depuis  celte  suppression  du  foyer  et  par  v  la  valeur  de  la  température 
du  point  m  après  le  temps  t.  La  quantité  v  sera  une  certaine  fonc- 
tion F(x,  t)  de  la  distance  x  et  du  temps  l  ;  l'objet  de  la  question  eët 
de  découvrir  cette  fonction  Y{xyt)  dont  on  ne  connaît  encore  que  la 
valeur  initiale  qui  est /(a;),  en  sorte  que  l'on  doit  avoir  l'équation  de 

condition 

F(j-,o)^/(^). 

5. 

Si  l'on  place  une  masse  solide  homogène,  de  forme  sphérique  ou 
cubique,  dans  un  milieu  entretenu  à  une  température  constante,  et 
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qu'elle  y  demeure  très  longtemps  plongée,  elle  acquerra  dans  tous  ses 
points  une  température  très  peu  difTérente  de  celle  du  Quide.  Suppo- 
sons qu'on  l'en  retire  pour  ta  transporter  dans  un  milieu  plus  froid,  la 
chaleur  commencera  à  se  dissiper  par  la  surface  ;  les  températures  des 
différents  points  de  la  masse  ne  seront  plus  sensiblement  les  mêmes, 
et,  si  on  la  suppose  divisée  en  une  infinité  de  couches  par  des  surfaces 
parallèles  à  la  surface  extérieure,  chacune  de  ces  couches  transmettra, 
dans  un  instant,  une  certaine  quantité  de  chaleur  à  celle  qui  l'enve- 
loppe. S)  l'on  conçoit  que  chaque  molécule  porte  un  thermomètre 
séparé  qui  indique  à  chaque  instant  sa  température,  l'état  du  solide 
sera  continuellement  représenté  par  le  système  variable  de  toutes  ces 
hauteurs  thermométriques.  Il  s'agit  d'exprimer  les  états  successifs  par 
des  formules  analytiques,  en  sorte  que  l'on  puisse  connaître,  pour  un 
instant  donné,  la  température  indiquée  par  chaque  thermomètre  et 
comparer  tes  quantités  de  chaleur  qui  s'écoulent,  dans  le  même  instant, 
entre  deux  couches  contiguës  où  dans  le  milieu  environnant. 


Si  la  masse  est  sphérique,  et  que  l'on  désigne  par  x  la  distance  d'un 
point  m  de  celte  masse  au  centre  de  la  sphère,  par  ;  le  temps  écoulé 
depuis  le  commencement  du  refroidissement  et  par  f  la  température 
variable  du  point  m,  il  est  facile  de  voir  que  tous  les  points  placés  à  la 
même  distance  a:  du  centre  ont  la  même  température  v.  Cette  quan- 
tité (■  est  une  certaine  fonction  F(x, /)  du  rayon  a:  et  du  temps  écoulé  ï; 
elle  doit  être  telle  qu'elle  devienne  constante  quelle  que  soit  la  valeur 
de  X,  lorsqu'on  suppose  celle  de  /  nulle;  car,  d'après  l'hypothèse,  la 
température  de  tous  les  points  est  la  même  au  moment  de  l'émersion. 
La  question  consiste  à  déterminer  la  fonction  de  ^  et  de  ^  qui  exprime 
la  valeur  de  v. 

7. 

On  considérera  ensuite  que,  pendant  la  durée  du  refroidissement,  il 
s'écoule  à  chaque  instant,  par  la  surface  extérieure,  une  certaine  quan- 
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tité  de  chaleur  qui  passe  dans  le  milieu.  La  valeur  de  cette  quantité 
n'est  pas  constante  ;  elle  est  plus  grande  au  commencement  du  refroi- 
dissement. Si  l'on  se  représente  aussi  l'état  variable  de  la  surface  sphé- 
rique  intérieure  dont  le  rayon  est  x,  on  reconnaît  facilement  qu'il  dqit 
y  avoir,  à  chaque  instant,  une  certaine  quantité  de  chaleur  qui  traverse 
cette  surface  et  passe  dans  la  partie  de  la  masse  qui  est  plus  éloignée 
du  centre.  Ce  flux  continuel  de  chaleur  est  variable  comme  celui  de  la 
surface  extérieure,  et  l'un  et  l'autre  sont  des  quantités  comparables 
entre  elles;  leurs  rapports  sont  des  nombres  dont  les  valeurs  variables 
sont  des  fonctions  de  la  distance  x  et  du  temps  écoulé  l.  Il  s'agit  de 
déterminer  ces  fonctions. 

8. 

Si  la  masse,  échauffée  par  une  longue  immersion  dans  un  milieu,  et 
dont  on  veut  calculer  le  refroidissement,  est  de  forme  culiique  et  si  Ton 
détermine  la  position  de  chaque  point  m  par  trois  coordonnées  rectan- 
gulaires X,  y,  s,  en  prenant  pour  origine  le  centre  du  cube  et  pour 
axes  les  lignes  perpendiculaires  aux  faces,  on  voit  que  la  tempéra* 
ture  V  du  point  m,  après  le  temps  écoulé  /,  est  une  fonction  des  quatre 
variables  x,  y,  z  et  t.  Les  quantités  de  chaleur  qui  s'écoulent  à  chaque 
instant,  par  toute  la  surface  extérieure  du  solide,  sont  variatles  et 
comparables  entre  elles;  leurs  rapports  sont  des  fonctions  analytiques 
qui  dépendent  du  temps  /  et  dont  il  faut  assigner  l'expression. 


Examinons  aussi  le  cas  où  un  prisme  rectangulaire  d'une  assez 
grande  épaisseur  et  d'une  longueur  infinie,  étant  assujetti  par  son 
extrémité  à  une  température  constante,  pendant  que  l'air  environnant 
conserve  une  température  moindre,  est  enfin  parvenu  à  un  état  fixe 
qu'il  s'agit  de  connaître.  Tous  les  points  de  la  section  extrême  qui  sert 
de  base  au  prisme  ont,  par  hypothèse,  une  température  commune  et 
permanente.  Il  n'en  est  pas  de  même  d'une  section  éloignée  du  foyer; 
chacun  des  points  de  cette  surface  rectangulaire,  parallèle  à  la  base,  a 
acquis  une  température  (îxe,  mais  qui  n'est  pas  la  même  pour  les  dif- 
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férents  points  d'une  même  section  et  qui  doit  être  moindre  pour  les 
points  les  plus  voisins  de  la  surface  exposée  à  l'air.  On  voit  aussi  qu'il 
s'écoule  à  chaque  instant,  à  travers  une  section  donnée,  une  certaine 
qitantité  de  chaleur  qui  demeure  toujours  la  même,  puisque  l'état  du 
solide  est  devenu  constant.  La  question  consiste  à  déterminer  la  tem- 
pérature permanente  d'un  point  donné  du  solide  et  la  quantité  totale 
de  chaleur  qui,  pendant  un  temps  déterminé,  s'écoule  à  travers  une 
section  dont  la  position  est  donnée. 

10. 

Prenons  pour  origine  des  coordonnées  x,  y,  s  le  centre  de  la  base 
du  prisme,  et  pour  axes  rectangulaires  l'axe  même  du  prisme  et  les 
deux  perpendiculaires  sur  les  faces  latérales  :  la  température  perma- 
nente V  du  point  m  dont  les  coordonnées  sont  x,  y,  z  est  une  fonction 
de  trois  variables  Y{x,y,z);  elle  reçoit,  par  hypothiïse,  une  valeur 
constante  lorsque  l'on  suppose  x  nul,  quelles  que  soient  les  valeurs 
de/  et  de  z.  Supposons  que  l'on  prenne  pour  unité  la  quantité  de  cha- 
leur qui,  pendant  l'unité  de  temps,  sortirait  d'une  superficie  égale  à 
l'unilé  de  surface  si  la  masse  cchaufTée  que  cette  superficie  termine,  et 
qui  est  formée  de  la  même  substance  que  le  prisme,  était  continuel- 
lement entretenue  à  la  température  de  l'eau  bouillante  et  plongée  dans 
l'air  atmosphérique  entretenu  à  la  température  de  la  glace  fondante.  On 
voit  que  la  quantité  de  chaleur  qui,  dans  l'état  permanent  du  prisme 
rectangulaire,  s'écoule,  pendant  l'unité  de  temps,  à  travers  une  cer- 
taine section  perpendiculaire  à  l'axe,  a  un  rapport  déterminé  avec  la 
quantité  de  chaleur  prise  pour  unité.  Ce  rapport  n'est  pas  le  même 
pour  toutes  les  sections;  il  est  une  fonction  >^{x)  de  la  distance  x  à 
laquelle  une  section  est  placée;  il  s'agit  de  trouver  l'expression  ana- 
lytique de  la  fonction  ç(x). 


Les  exemples  précédents  suffisent  pour  donner  une  idée  exacte  des 
diverses  questions  que  nous  avons  traitées. 
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La  solution  de  ces  questions  nous  a  fait  connaître  que  les  elTets  de  la 
propagation  de  la  chaleur  dépendent,  pour  chaque  substance  solide, 
de  trois  qualités  élémentaires  qui  sont  :  la  capacité  de  chaleur,  la  con- 
ducibiiité  propre  et  la  conducibilité  extérieure.  On  a  observé  que,  si 
deux  corps  de  même  volume  et  de  nature  différente  ont  des  tempéra- 
tures égales  et  qu'on  leur  ajoute  une  même  quantité  de  chaleur,  les 
accroissements  de  température  ne  sont  pas  les  mêmes;  le  rapport  de 
ces  accroissements  est  celui  des  capacités  de  chaleur.  Ainsi  le  premier 
des  trois  éléments  spécifiques  qui  règlent  l'action  de  la  chaleur  est 
exactement  défini,  et  les  physiciens  connaissent  depuis  longtemps  plu- 
sieurs moyens  d'en  déterminer  la  valeur.  Il  n'en  est  pas  de  même  des 
deux  autres;  f  n  en  a  souvent  observé  les  effets,  mais  il  n'y  a  qu'une 
théorie  exacte  qui  puisse  les  bien  distinguer,  les  définir  et  les  mesurer 
avec  précision.  La  conducibilité  propre  ou  intérieure  d'un  corps  ex- 
prime la  facilite  avec  laquelle  la  chaleur  s'y  propage  en  passant  d'une 
molécule  intérieure  à  une  autre.  La  conducibilité  extérieure,  ou  rela- 
tive, d'un  corps  solide  dépend  de  la  facilité  avec  laquelle  la  chaleur  en 
pénètre  la  surface  et  passe  do  ce  corps  dans  un  milieu  donné,  ou  passe 
du  milieu  dans  )e  solide.  Cette  dernière  propriété  est  modifiée  par 
l'état  plus  ou  moins  poli  de  la  superficie;  elle  varie  aussi  selon  le 
milieu  dans  lequel  le  corps  est  plongé;  mais  la  conducibilité  propre 
ne  peut  changer  qu'avec  la  nature  du  solide. 

Ces  trois  qualités  élémentaires  sont  représentées  dans  nos  formules 
par  des  nombres  cnnslaots,  et  la  théorie  indique  elle-même  les  expé- 
riences propres  à  en  mesurer  la  valeur.  Dès  qu'ils  sont  déterminés, 
toutes  les  questions  relatives  à  la  propagation  de  la  chaleur  ne  dépen- 
dent que  de  l'analyse  numérique.  La  connaissance  de  ces  propriétés 
spécifiques  peut  être  immédiatement  utile  dans  plusieurs  applications 
des  sciences  physiques;  elle  est  d'ailleurs  un  élément  de  l'élude  et  dé 
la  description  des  diverses  substances.  C'est  connaître  très  imparfaite- 
ment les  corps  que  d'ignorer  les  rapports  qu'ils  ont  avec  un  des  prin- 
cipaux agents  de  la  nature.  En  général,  il  n'y  a  aucune  théorie  mathé- 
matique qui  ait  plus  de  rapport  que  celle-ci  avec  l'économie  publique. 
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puisqu'elle  peut  servir  à  éclairer  et  à  perfectionner  l'usage  des  arts 
nombreux  qui  sont  fondés  sur  l'emploi  de  la  chaleur. 

12. 

La  question  des  températures  terrestres  offre  une  des  plus  belles 
applications  de  la  tbéorie  de  la  chaleur;  voici  l'idée  générale  que  l'on 
peut  s'en  former.  Les  différentes  parties  de  la  surface  du  globe  sont 
inégalement  exposées  à  l'impression  des  rayons  solaires;  l'intensité  de 
cette  action  dépend  de  la  latitude  du  lieu;  elle  change  aussi  pendant  la 
durée  du  jour  et  pendant  celle  de  l'année,  et  est  assujettie  à  d'autres 
inégalités  moins  sensibles.  Il  est  évident  qii'it  existe,  entre  cet  état 
variable  de  la  surface  et  celui  des  températures  intérieures,  une  rela- 
tion nécessaire  que  l'on  peut  déduire  de  la  théorie.  On  sait  qu'à  une 
certaine  profondeur  au-dessous  de  la  surface  de  la  Terre,  la  température 
.  n'éprouve  aucune  variation  annuelle  dans  un  lieu  donné  :  celle  tempé- 
rature permanente  des  lieux  profonds  est  d'autant  moindre  que  le  lieu 
est  plus  éloigné  de  l'équaleur.  On  peut  donc  faire  abstraction  de  l'en- 
veloppe extérieure,  dont  l'épaisseur  est  incomparablement  plus  petite 
que  le  rayon  terrestre,  et  regarder  cette  planète  comme  une  masse 
presque  sphérique  dont  la  surface  est  assujettie  à  une  température  qui 
demeure  constante  pour  tous  les  points  d'un  parallèle  donné,  mais  qui 
n'est  pas  la  même  pour  un  autre  parallèle.  Il  en  résulte  que  chaque 
molécule  intérieure  a  aussi  une  température  lixe  déterminée  par  sa 
position.  La  question  mathématique  consisterait  à  connaître  la  tempé- 
rature fixe  d'un  point  donné  et  la  loi  que  suit  la  chaleur  solaire  en 
pénétrant  dans  l'intérieur  du  globe. 

Celle  diversité  des  températures  nous  intéresse  davantage,  si  l'on 
considëre  les  changements  qui  se  succèdent  dans  l'enveloppe  même 
dont  nous  habitons  la  superficie.  Ces  alternatives  do  chaleur  et  de 
froid*  qui  se  reproduisent  chaque  jour  et  dans  le  cours  de  chaque 
année,  ont  été  jusqu'ici  l'objet  d'observations  multipliées.  On  peut 
aujourd'hui  les  soumettre  au  calcul  et  déduire  d'une  théorie  com- 
mune tous  les  faits  particuliers  que  l'expérience  nous  avait  appris. 
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Cette  question  se  réduit  à  supposer  que  tous  les  points  de  la  surface 
d'une  sphère  immense  sont  affectés  de  tempéi-alures  périodiques; 
l'Analyse  fait  ensuite  connaître  suivant  quelle  loi  l'intensité  des  varia- 
lions  décroît  à  mesure  que  la  profondeur  augmente;  quelle  est,  pour 
une  profondeur  donnée,  la  quantité  des  changements  annuels  ou 
diurnes,  l'époque  de  ces  changements,  et  comment  la  valeur  fixe  de 
la  température  souterraine  se  déduit  des  températures  variables  obser- 
vées à  la  surface. 

13. 

Les  équations  générales  de  la  propagation  de  la  chaleur  sont  aux 
différences  partielles,  et,  quoique  la  forme  en  soit  très  simple,  les 
méthodes  connues  ne  fournissent  aucun  moyen  général  de  les  inté- 
grer; on  ne  pourrait  donc  pas  en  déduire  les  valeurs  des  températures 
après  un  temps  déterminé.  Cette  interprétation  numérique  des  résul- 
tats du  calcul  est  cependant  nécessaire,  et  c'est  un  degré  de  perfection 
qu'il  serait  très  important  de  donner  à  toutes  les  applications  de  l'.^na- 
lyse  aux  Sciences  naturelles.  On  peut  dire  que,  tant  qu'on  ne  l'a  pas 
obtenu,  les  solutions  demeurent  incomplètes  ou  inutiles,  et  que  la 
vérité  qu'on  se  proposait  de  découvrir  n'est  pas  moins  cachée  dans  les 
formules  d'Analyse  qu'elle  ne  l'était  dans  la  question  physique  elle- 
même.  Nous  nous  sommes  attaché  avec  beaucoup  de  soin  et  nous 
sommes  parvenu  à  surmonter  cette  difficulté  dans  toutes  les  questions 
que  nous  avons  traitées  et  qui  contiennent  les  éléments  principaux  de 
la  Théorie  de  la  chaleur.  Il  n'y  a  aucune  de  ces  questions  dont  la  solu- 
tion ne  fournisse  des  moyens  commodes  et  exacts  de  trouver  les  valeurs 
numériques  des  températures  acquises,  ou  celles  des  quantités  de  cha- 
leur écoulées,  lorsqu'on  connaît  les  valeurs  du  temps  et  celles  des  coor- 
données variables.  Ainsi  l'on  ne  donnera  pas  seulement  les  équations 
différentielles  auxquelles  doivent  satisfaire  les  fonctions  qui  expriment 
les  valeurs  des  températures;  on  donnera  ces  fonctions  elles-mêmes 
sous  une  forme  qui  facilite  les  applications  numériques. 
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14. 


Pour  que  ces  solutions  fussent  générales  et  qu'elles  eussent  une 
élonduc  équivalente  à  celle  de  la  question,  il  était  nécessaire  qu'elles 
pussent  convenir  avec  l'état  initial  des  températures  qui  est  arbitraire. 
L'examen  de  cette  condition  fait  connaître  que  l'on  peut  développer 
en  séries  convergentes,  ou  exprimer  par  des  intégrales  définies,  les 
fonctions  qui  ne  sont  point  assujetties  à  une  loi  constante  et  qui  repré- 
sentent les  ordonnées  des  lignes  irrégulières  ou  discontinues.  Cette 
propriété  jette  un  nouveau  jour  sur  la  Tliéorie  des  équations  aux  diffé* 
renées  partielles  et  étend  l'usage  des  fonctions  arbitraires  en  les  sou- 
mettant aux  procédés  ordinaires  de  l'Analyse. 

15. 

Il  restait  encore  à  comparer  les  faits  avec  la  Théorie.  On  a  entrepris, 
dans  celte  vue,  des  expériences  variées  et  précises  dont  les  résultais 
sont  conformes  à  ceux  du  calcul  et  lui  donnent  une  autorité  qu'on  eût 
été  porté  à  lui  refuser  dans  une  matière  nouvelle  et  qui  parait  sujette  à 
tant  d'incertitudes.  Ces  expériences  confirment  le  principe  dont  on  est 
parti  et  qui  est  adopté  de  tous  les  physiciens,  malgré  la  diversité  de 
leurs  hypothèses  sur  la  nature  de  ta  chaleur. 

IG. 

L'équilibre  de  température  ne  s'opère  pas  seulement  par  la  voie  du 
contact;  il  s'établit  aussi  entre  les  corps  séparés  les  uns  des  autres  et 
qui  demeurent  longtemps  placés  dans  un  même  lieu.  Cet  effet  est  indé- 
pendant du  contact  du  milieu;  nous  l'avons  observé  dans  des  espaee.s 
entièrement  vides  d'air.  Il  fallait  donc,  pour  compléter  notre  Théorie, 
examiner  les  lois  que  suit  la  chaleur  rayonnante  en  s'éloignant  de  la 
superficie  des  corps.  Il  résulte  des  observations  de  plusieurs  physiciens 
et  de  nos  propres  expériences  que  l'intensité  des  différents  rayons  qui 
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sortent,  dans  tous  les  sens,  de  chaque  point  de  la  superficie  d'un  corps 
échauffé  dépend  de  l'angle  que  fait  leur  direction  avec  la  surface  dans 
ce  même  point.  Nous  avons  démontré  que  l'intensité  de  chaque  rayon 
est  d'autant  moindre  qu'il  fait  avec  l'élément  de  la  surface  un  plus  petit 
angle,  et  qu'elle  est  proportionnelle  au  sinus  de  cet  angle.  Cette  loi 
générale  de  l'émission  de  la  chaleur,  que  diverses  observations  avaient 
déjà  indiquée,  est  une  conséquence  nécessaire  du  principe  de  l'équi- 
lihre  des  températures  et  des  lois  de  la  propagation  de  b  chaleur  dans 
les  corps  solides. 

Telles  sont  les  questions  principales  que  l'on  a  traitées  dans  cet 
Ouvrage;  elles  sont  toutes  dirigées  vers  un  seul  but,  qui  est  d'établir 
clairement  les  principes  mathématiques  de  la  Théorie  de  la  chaleur  et 
de  concourir  ainsi  aux  progrès  des  arts  utiles  et  à  ceux  de  l'étude  de  la 
nature. 

17. 

On  aperçoit,  par  ce  qui  précède,  qu'il  existe  une  classe  très  étendue 
de  phénomènes  qui  ne  sont  point  produits  par  des  forces  mécaniques, 
mais  qui  résultent  seulement  de  la  présence  et  de  l'accumulation  de  la 
chaleur.  Cette  partie  de  la  Philosophie  naturelle  ne  peut  se  rapporter 
aux  Théories  dynamiques;  elle  a  des  principes  qui  lui  sont  propres,  et 
elle  est  fondée  sur  une  méthode  semblable  à  celle  des  autres  sciences 
exactes.  Par  exemple,  la  chaleur  solaire  qui  pénètre  l'intérieur  du 
globe  s'y  distribue  suivant  une  loi  régulière,  qui  ne  dépend  point  de 
celles  du  mouvement  et  ne  peut  être  déterminée  par  les  principes  de  la 
Mécanique.  Les  dilatations  que  produit  la  force  répulsive  de  la  chaleur 
et  dont  l'observation  sert  a  mesurer  les  températures  sont,  à  la  vérité, 
des  effets  dynamiques;  mais  ce  ne  sont  point  ces  dilatations  que  l'on 
calcule  lorsqu'on  recherche  les  lois  de  la  propagation  de  la  chaleur. 

18. 

Il  y  a  d!autres  effets  naturels  plus  composés  qui  dépendent  à  la  fois 
de  l'influence  de  la  chaleur  et  des  forces  attractives  :  ainsi  les  varia- 
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tions  (]e  température,  que  les  mauvements  du  Soleil  occasionoont  dans 
l'atmosphère  et  dans  l'Océan,  changent  continuellement  la  densité  des 
dilîérentes  parties  de  l'air  et  des  eaux.  L'efTet  des  forces  auxquelles  ces 
niasses  obéissent  est  modifié  à  chaque  instant  par  une  nouvelle  distri- 
bution de  la  chaleur,  et  l'on  ne  peut  douter  que  cette  cause  ae  pro- 
duise les  vents  réguliers  et  les  principaux  courants  de  la  mer;  les 
attractions  solaire  et  lunaire  n'occasionnent  dans  l'alniosphère  que  des 
mouvements  peu  sensibles  et  non  des  déplacements  généraux.  Il  était 
donc  nécessaire,  pour  soumettre  ces  grands  phénomènes  au  calcul,  de 
découvrir  les  lois  mathématiques  de  la  propagation  de  la  chaleur  dans 
l'intérieur  des  masses. 

19. 

On  connaîtra,  par  la  lecture  de  cet  Ouvrage,  que  la  chaleur  affecte 
rians  les  corps  une  disposition  régulière,  indépendante  de  la  distribu- 
tion primitive  que  l'on  peut  regarder  comme  arbitraire. 

De  quelque  manière  que  la  chaleur  ait  d'abord  été  répartie,  le  sys- 
tème initial  des  températures,  s'altérant  de  plus  en  plus,  ne  larde 
point  à  se  confondre  sensiblement  avec  un  état  déterminé  qui  ne 
dépend  que  de  la  figure  du  solide.  Dans  ce  dernier  état,  les  tempéra- 
tures de  tous  les  points  s'abaissent  en  même  temps,  mais  conservent 
entre  elles  les  mêmes  rapports;  c'est  pour  exprimer  cette  propriété 
que  les  formules  analytiques  contiennent  des  termes  composés  d'expo- 
nentielles et  de  quantités  analogues  aux  fonctions  Irigonomctriques. 

Plusieurs  questions  de  Mécanique  présentent  des  résultats  ana- 
logues, tels  que  l'isochi-onisme  des  oscillations,  la  résonance  mul- 
tiple des  corps  sonores.  Les  expériences  communes  les  avaient  fait 
remarquer,  et  le  calcul  en  a  ensuite  démontré  la  véritable  cause. 
Quant  à  ceux  qui  dépendent  des  changements  de  température,  ils 
n'auraient  pu  être  reconnus  que  par  des  expériences  très  précises, 
mais  l'Analyse  mathématique  a  devancé  les  observations;  elle  supplée 
il  nos  sens  et  nous  rend  en  quelque  sorte  témoins  des  mouvements 
réguliers  et  harmoniques  de  la  chaleur  dans  l'intérieur  des  corps. 
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20. 

Ces  considérations  offrent  un  exemple  singulier  (les  rapports  qui 
existent  entre  la  science  abstraite  des  nombres  et  les  causes  natu- 
relles. 

Lorsqu'une  barre  métallique  est  exposée  par  son  extrémité  à  l'action 
constante  d'un  foyer  et  que  tous  ses  points  ont  acquis  leur  plus  haut 
degré  de  chaleur,  le  système  des  températures  fixes  correspond  exac- 
tement à  une  Table  de  logarithmes;  les  nombres  sont  les  élévations  des 
thermomètres  placés  aux  différents  points,  et  les  logarithmes  sont  les 
distances  de  ces  points  au  foyer.  En  général,  la  chaleur  se  répartit 
d'elle-même  dans  l'intérieur  des  solides,  suivant  une  loi  simple  ex- 
primée par  une  équation  aux  différences  partielles,  commune  à  des 
questions  physiques  d'un  ordre  différent.  L'irradiation  de  la  chaleur 
a  une  retalion  manifeste  avec  les  Tables  de  sinus;  car  les  rayons,  qui 
sortent  d'un  même  point  d'une  surface  échauflee,  différent  beaucoup 
entre  eux,  et  leur  intensité  est  rigoureusement  proportionnelle  au 
sinus  de  l'angle  que  fait  leur  direction  avec  l'élément  de  la  surface. 
Si  l'on  pouvait  observer  pour  chaque  instant,  et  en  chaque  point  d'une 
masse  solide  homogène,  les  changements  de  température,  on  retrou- 
verait dans  la  série  de  ces  observations  les  propriétés  des  séries  récur- 
rentes, celles  des  sinus  et  des  logarithmes;  on  les  remarquerait,  par 
exemple,  dans  les  variations  diurnes  ou  annuelles  des  températures 
des  différents  points  du  globe  terrestre  qui  sont  voisins  de  la  surface. 

On  reconnaîtrait  encore  les  mêmes  résultats  et  tous  les  éléments 
principaux  de  l'Analyse  générale  dans  les  vibrations  des  milieux  élas- 
tiques, dans  les  propriétés  des  lignes  ou  des  surfaces  courbes,  dans  les 
mouvements  des  astres  et  dans  ceux  de  la  lumière  ou  des  fluides.  C'est 
ainsi  que  les  fonctions  obtenues  par  des  différentiations  successives, 
et  qui  servent  au  développement  des  séries  infinies  et  à  la  résolution 
numérique  des  équations,  correspondent  aussi  à  des  propriétés  phy- 
siques. La  première  de  ces  fonctions,  ou  la  fluxion  proprement  dite, 
exprime,  dans  la  Géométrie,  l'inclinaison  de  la  tangente  des  lignes 
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courbes,  et,  dans  la  Dynamique,  la  vitesse  du  mobile  pendant  le  mou- 
vement varié  :  elle  mesure,  dans  la  Théorie  de  la  chaleur,  la  quantité 
qui  s'écoule  en  chaque  point  d'un  corps  à  travers  une  surface  donnée. 
L'Analyse  mathématique  a  donc  des  rapports  nécessaires  avec  les  phé- 
nomènes sensibles;  son  objet  n'esl  point  créé  par  l'intelligence  de 
riiommc;  il  est  un  élément  préexistant  de  l'ordre  universel  et  n'a  rien 
de  contingent  et  de  fortuit;  il  est  empreint  dans  toute  la  nature. 

21. 

Des  observations  plus  précises  et  plus  variées  feront  connaître  par 
la  suite  si  les  eflets  de  la  chaleur  sont  modifiés  par  des  causes  que  l'on 
n'a  point  aperçues  jusqu'ici,  et  la  Théorie  acquerra  une  nouvelle  per- 
fection par  la  comparaison  continuelle  de  ses  résultats  avec  ceux  des 
expériences;  elle  expliquera  des  phénomènes  importants  que  l'on  ne 
pouvait  point  encore  soumettre  au  calcul  ;  elle  apprendra  à  déterminer 
tous  les  efTets  thermométriques  des  rayons  solaires,  les  températures 
tîxes  ou  variables  que  l'on  observerait  à  différentes  distances  de  l'équa- 
teur,  dans  l'intérieur  du  globe  ou  hors  des  limites  de  l'atmosphère, 
dans  l'Ucéan  ou  dans  les  différentes  régions  de  l'air.  On  en  déduira  la 
connaissance  mathématique  des  grands  mouvements  qui  résultent  de 
l'influence  de  la  chaleur  combinée  avec  celle  de  la  gravité.  Ces  mêmes 
principes  serviront  à  mesurer  la  conducibilité  propre  ou  relative  des 
différenU  corps  et  leur  capacité  spécifique,  à  distinguer  toutes  les 
causes  qui  modifient  l'émission  de  la  chaleur  à  la  surface  des  solides 
et  à  perfectionner  les  instruments  thermométriques.  Cette  théorie  exci- 
tera dans  tous  les  temps  l'attention  des  géomètres,  par  l'exactitude 
rigoureuse  de  ses  éléments  et  les  dilTicultés  d'Analyse  qui  lui  sont 
propres,  et  surtout  par  l'étendue  et  l'utilité  de  ses  applications;  car 
toutes  les  conséquences  qu'elle  fournit  intéressent  la  Physique  géné- 
rale, les  opérations  des  arts,  les  usages  domestiques  ou  l'économie 
civile. 
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SECTION  II. 

NOTIONS    GËNËRALES    ET    DÉFINITIONS    PU  ËLIXINIIHBS. 

22. 

On  ne  pourrait  former  que  des  hypothèses  incertaines  sur  la  nature 
de  la  chaleur;  mais  la  connaissance  des  lois  mathématiques  auxquelles 
ses  effets  sont  assujettis  est  indépendante  de  toute  hypothèse;  elle 
exige  seulement  l'examen  attentif  des  faits  principaux  que  les  obser- 
vations communes  ont  indiqués  et  qui  ont  été  confirmés  par  des  expé- 
riences précises. 

Il  est  donc  nécessaire  d'exposer,  en  premier  lieu,  les  résultats  géné- 
raux des  observations,  de  donner  des  définitions  exactes  de  tous  les 
éléments  du  calcul  el  d'établir  les  principes  sur  lesquels  ce  calcul  doit 
être  fondé. 

L'action  de  la  chaleur  tend  à  dilater  tous  les  corps  solides,  ou 
liquides,  ou  aériformes;  c'est  cette  propriété  qui  rend  sa  présence  sen- 
sible. Les  solides  et  les  liquides  augmentent  de  volume  si  l'on  au^'- 
mente  la  quantité  de  chaleur  qu'ils  contiennent;  ils  se  condensent  si 
on  la  diminue. 

Lorsque  toutes  les  parties  d'un  corps  solide  homogène,  par  exemple 
celles  d'une  masse  métallique,  sont  également  échauffées  el  qu'elles 
conservent,  sans  aucun  changement,  cette  même  quantité  de  chaleur, 
elles  ont  aussi  et  conservent  une  même  densité.  On  exprime  cet  état  en 
disant  que,  dans  toute  l'étendue  de  la  masse,  les  molécules  ont  une 
température  commune  et  permanente. 

23. 

Le  thermomètre  est  un  corps  dont  on  peut  apprécier  facilement  les 
moindres  changements  de  volume;  il  sert  à  mesurer  les  températures 
par  la  dilatation  des  liquides  ou  par  celle  de  l'air.  Nous  supposons  ici 
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(|UL'  l'on  connaît  exactement  la  constriicUon,  l'usage  et  les  propriétés 
de  ffs  instnimenls.  La  température  d'un  corps  dont  toutes  les  parties 
sont  également  échauffées,  et  qui  conserve  sa  chaleur,  est  celle  qu'in- 
(iique  le  thermomètre,  s'il  est  et  s'il  demeure  en  contact  parfait  avec  le 
corps  dont  il  s'agit. 

Le  contact  est  parfait  lorsque  le  thermomètre  est  entièrement  plongé 
<lans  une  masse  liquide  et,  en  général,  lorsqu'il  n'y  a  aucun  point  de  la 
surface  extérieure  de  cet  instrument  qui  ne  touche  un  des  points  de  la 
masse  solide  ou  fluide  dont  on  veut  mesurer  la  température.  11  n'est 
pus  toujours  nécessaire,  dans  les  expériences,  que  cette  condition  soit 
rigoureusement  observée;  mais  on  doit  la  supposer  pour  que  la  défini- 
tion soit  exacte. 

On  détermine  deux  températures  fixes,  savoir  :  la  température  de  la 
glace  fondante  qui  est  désignée  par  o,  et  la  température  de  l'eau  bouil- 
lanle  que  nous  désignerons  par  i  ;  on  suppose  que  l'ébultition  de  l'eau 
H  lieu  sous  une  pression  de  l'atmosphère  représentée  par  une  certaine 
hauteur  du  baromètre  (700""),  le  mercure  du  baromètre  étant  à  la 
température  o. 

25. 

On  mesure  les  différentes  quantités  de  chaleur  en  déterminant  com- 
bien de  fois  elles  contiennent  une  quantité  que  l'on  a  fixée  et  prise 
pour  unité.  On  suppose  qu'une  masse  de  glace  d'un  poids  déterminé 
(1''*)  soit  à  la  température  o,  cl  que,  par  l'addition  d'une  certaine  quan- 
tité de  chaleur,  on  la  convertisse  en  eau  à  la  même  température  o  : 
cette  quantité  de  chaleur  ajoutée  est  la  mesure  prise  pour  unité.  Ainsi 
la  quantité  de  chaleur  exprimée  par  un  nombre  C  contient  un  nombre 
C  de  fois  la  quantité  nécessaire  pour  résoudre  i''*  de  glace  qui  a  la  tem- 
pérature o  en  une  masse  d'eau  qui  a  la  même  température  o  ('). 

l')  1.69  unités  défîmes  ici  par  Fourior  n'onl  pas  élé  adoptées,  on  le  sail,  par  les  physi- 
ciens. Mais  on  verra  plus  loin  (art.  161  )  que  les  éiiuations  de  la  chaleur  sont  établies  d'une 
manière  générale  el  subsistent,  quelles  que  soient  les  unités  choisies.  Il  est  d'autant  pins 
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Pour  élever  une  masse  méuUique  d'un  certain  poids,  par  exemple 
i''<  de  fer,  depuis  la  température  o  jusqu'à  la  température  i,  il  est  né- 
cessaire d'ajouter  une  nouvelle  quantité  de  chaleur  à  celle  qui  était 
déjà  contenue  dans  cette  masse.  Le  nombre  C,  qui  désigne  celte  quan- 
tité de  cliâleur  ajoutée,  est  la  capacité  spécifique  de  chaleur  du  fer;  le 
nombre  C  a  des  valeurs  très  différentes  pour  les  différentes  substances. 

27. 

Si  un  corps  d'une  nature  et  d'un  poids  détçrmînés  (i*"*  de  mercure) 
occupe  le  volume  V,  étant  à  la  température  o,  il  occupera  un  volume 
plus  grand  V  +  A,  lorsqu'il  aura  acquis  la  température  r,  c'est-à-dire 
lorsqu'on  aura  augmenté  la  chaleur  qu'il  contenait,  étant  à  la  tempéra- 
ture o,  d'une  nouvelle  quantité  C,,  égale  à  sa  capacité  spécifique  de 
chaleur.  Mais  si,  au  lieu  d'ajouter  cette  quantité  Gg,  on  ajoute  sCo 
(tétant  un  nombre  positif  ou  négatif),  le  nouveau  volume  sera  V+ S,  au 
lieu  d'être  V  -h  A.  Or  les  expériences  font  connaître  que,  si  s  est  égal 
à  i,  l'accroissement  de  volume  8  est  seulement  la  moitié  de  l'accrois- 
sement total  A,  et  qu'en  général  la  valeur  de  B  est  sA  lorsque  la  quan- 
tité de  chaleur  ajoutée  est  sC,. 


Ce  rapport  z  des  deux  quantités  de  chaleur  ajoutées  sC,  et  C»,  qui 
est  aussi  celui  des  deux  accroissements  de  volume  S  et  A,  est  ce  que 
l'on  nomme  la  température;  ainsi  le  nombre  qui  exprime  la  tempéra- 

ni^cessaire  de  présenter  ici  celle  reniarque  que,  dans  les  apj>lica lions,  Fourier  suppose 
souvonl  que  deux  corps  en  contact  ont,  l'un  la  température  o,  l'autre  la  température  i.  Si 
l'on  adoptait  les  ufiitês  de  Fourier,  la  différence  des  températures  sérail  trop  grande  pour 
nue  l'échange  do  la  chaleur  entre  les  deux  corps  fût  réglé  par  la  loi  de  Newton.  Mais  si  l'on 
n'a  fait  à  l'avance  aucune  hypothèse,  ni  sur  l'origine  de  l'échelle  des  tom{iératures,  ni  sur 
la  valeur  de  l'unité  de  température,  il  est  clair  qu'en  choisissant  convenablement  celle  ori- 
gine cl  cette  unité,  on  peut  toujours  exprimer  deux  températures  dîlTérentes  par  les 
nombres  o  et  i.  G.  D. 

F.  3 
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ture  actuelle  d'un  corps  représente  l'excès  de  son  volume  actuel  sur  le 
volume  qu'il  occuperait  à  la  température  de  la  glace  fondante,  l'unité 
représentant  l'excès  total  du  volume  qui  correspond  à  l'ébullition  de 
l'eau  sur  le  volume  qui  rorrespond  à  la  glace  fondante. 

29. 

Les  accroissements  de  volume  des  corps  sont  en  général  propor< 
tionnels  aux  accroissements  des  quantités  de  chaleur  qui  produisent 
les  dilatations;  il  faut  remarquer  que  cette  proposition  n'est  exacte 
que  dans  les  cas  où  les  corps  dont  il  s'agit  sont  assujettis  à  des  tempé- 
ratures éloignées  de  celles  qui  déterminent  leur  changement  d'état.  On 
ne  serait  point  fondé  à  appliquer  ces  résultats  à  tous  les  liquides;  et,  à 
l'égard  de  l'eau  en  particulier,  les  dilatations  ne  suivent  point  toujours 
les  augmentations  de  chaleur. 

En  général,  les  températures  sont  des  nombres  proportionnels  aux 
quantités  de  chaleur  ajoutées  et,  dans  les  cas  que  nous  considérons, 
ces  nombres  sont  aussi  proportionnels  aux  accroissements  du  volume. 

30. 

Supposons  qu'un  corps  terminé  par  une  surface  plane  d'une  certaine 
étendue  {i"''}  soit  entretenu  d'une  manière  quelconque  à  une  tem-  , 
pérature  constante  t,  commune  à  tous  ses  points,  et  que  la  surface 
dont  il  s'agit  soit  en  contact  avec  l'air  maintenu  à  la  température  o  :  la 
chaleur  qui  s'écoulera  continuellement  par  la  surface,  et  passera  dans 
le  milieu  environnant,  sera  toujours  remplacée  par  celle  qui  provient 
de  la  cause  constante  à  l'action  de  laquelle  le  corps  est  exposé;  il 
s'écoulei-a  ainsi  par  la  surface,  pendant  un  temps  déterminé  (une  mi- 
nute), une  certaine  quantité  de  chaleur  désignée  par  h.  Ce  produit  h, 
d'un  flux  continuel  et  toujours  semblable  à  lui-même,  qui  a  lieu  pour 
une  unité  de  surface  à  une  température  ûxe,  est  la  mesure  de  la  con- 
ducibilité  extérieure  du  corps,  c'esl-à-dire  de  la  facilité  avec  laquelle 
sa  surface  transmet  la  chaleur  à  l'air  atmosphérique. 
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On  suppose  que  l'air  est  continuellement  déplacé  avec  une  vitesse 
uniforme  et  donnée;  mais,  si  ta  vitesse  du  courant  augmentait,  la 
quantité  de  chaleur  qui  se  communique  au  milieu  varierait  aussi;  il 
en  serait  de  même  si  l'on  augmentait  la  densité  de  ce  milieu. 

31. 

Si  l'excès  de  la  température  constante  du  corps  sur  la  température 
des  corps  environnants,  au  lieu  d'être  égal  à  i,  comme  on  l'a  sup- 
posé, avait  une  valeur  moindre,  la  quantité  de  chaleur  dissipée  serait 
moindre  que  k.  Il  résulte  des  observations,  comme  on  le  verra  par  la 
suite,  que  celte  quantité  de  chaleur  perdue  peut  être  regardée  comme 
sensiblement  proportionnelle  à  l'excès  de  la  température  du  corps  sur 
celle  de  l'air  et  des  corps  environnants.  Ainsi,  la  quantité  h  ayant  été 
déterminée  par  une  expérience  dans  laquelle  la  surface  échauffée  est  à 
la  lempérature  i  et  le  milieu  à  la  température  o,  on  en  conclut  qu'elle 
aurait  la  valeur  Hz  si  la  température  de  la  surface  était  s,  toutes  les 
autrescircoQstances  demeurant  les  mêmes.  On  doit  admettre  ce  résultai 
lorsque  s  est  une  petite  fraction. 


La  valeur  k  de  la  quantité  de  chaleur  qui  se  dissipe  à  travers  la  sur- 
face échaufTée  est  différente  pour  les  différents  corps;  et  elle  varie  pour 
un  même  corps  suivant  les  divers  états  de  la  surface.  L'elTet  de  l'irra- 
diation est  d'autant  moindre  que  la  surface  échauffée  est  plus  polie,  de 
sorte  qu'en  faisant  disparaître  le  poli  de  la  surface,  on  augmente  consi- 
dérahlemenl  la  valeur  de  h.  Un  corps  métallique  échauffé  se  refroidira 
beaucoup  plus  vite,  si  l'on  couvre  sa  surface  extérieure  d'un  enduit 
noir,  propre  à  ternir  entièrement  l'éclat  métallique. 

33. 

Les  rayons  de  chaleur  qui  s'échappent  de  la  surface  d'un  corps  par- 
courent librement  les  espaces  vides  d'air;  ils  se  propagent  aussi  dans 
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parce  que  leurs  molécules  changent  de  situation  en  cliangeanl  de  tcm- 
poraturc.  C'est  de  ce  déplacement  continuel  que  résulte  principale- 
ment la  propagation  de  la  rlialeur,  toutes  les  fois  que  les  parties 
inférieures  de  la  masse  sont  les  plus  exposées  à  l'action  du  foyer.  Si. 
au  contraire,  on  applique  le  foyer  à  la  partie  de  la  masse  qui  est  la 
plus  élevée,  comme  cela  avait  lieu  dans  plusieurs  de  nos  expériences, 
la  transmission  de  la  chaleur,  qui  est  très  lente,  n'occasionne  aucun 
déplacement,  à  moins  que  l'accroissement  de  la  température  ne  dimi- 
nue le  volume,  ce  que  l'on  remarque  en  effet  dans  des  cas  singuliers 
voisins  des  changements  d'état. 

38. 

A  cet  exposé  des  résultats  principaux  des  observations,  il  faut  ajouter 
une  remarque  générale  sur  l'équilibre  des  températures  :  elle  consiste 
en  ce  que  les  différents  corps  qui  sont  placés  dans  un  même  lieu, 
dont  toutes  les  parties  sont  et  demeurent  également  échauffées,  y 
acquièrent  aussi  une  température  commune  et  permanente. 

Supposons  que  tous  les  points  d'une  masse  M  aient  une  température 
commune  et  constante  a,  qui  est  entretenue  par  une  cause  quelconque; 
si  l'on  met  un  corps  m  en  contact  parfait  avec  la  masse  M,  il  prendra 
ta  température  commune  a.  A  la  vérité,  ce  résultat  n'aurait  lieu  rigou- 
reusement qu'après  un  temps  infini  ;  mais  le  sens  précis  de  la  proposi- 
tion est  que,  si  le  corps  m  avait  la  température  a  avant  d'être  mis  en 
contact,  il  la  conserverait  sans  aucun  changement.  Il  en  serait  de  même 
d'une  multitude  d'autres  corps  n,  p,  ç,  r,  .. .,  dont  chacun  serait  mis 
séparément  en  contact  parfait  avec  la  masse  M;  Ils  acquerraient  tous  la 
température  constante  a.  Ainsi  le  thermomètre  étant  successivement 
appliqué  aux  différents  corps  m,  n,  p,  q,  r,  ...  indiquerait  cette  même 
température. 

39. 

L'effet  dont  il  s'agit  est  indépendant  du  contact,  et  il  aurait  encore 
lieu,  si  le  corps  m  était  enfermé  de  toutes  parts  dans  le  solide  M,  comme 


DigJtJzcd  by 


Google 


CHAPITRE  I.  —  INTRODUCTION.  23 

dans  une  enceinte,  sans  toucher  aucune  de  ses  parties.  Par  exemple, 
si  ce  solide  étiiit  une  enveloppe  sphérique  d'une  certaine  épaisseur, 
entretenue  par  une  cause  extérieure  à  ta  température  a,  et  renfermant 
un  espace  entièrement  vide  d'air,  et  si  le  corps  m  pouvait  être  placi- 
dans  une  partie  quelconque  de  cet  espace  sphérique,  sans  qu'il  touchât 
aucun  point  de  la  surface  intérieure  de  l'enceinte,  il  acquerrait  la  tem< 
péralure  commune  a,  ou  plutôt  it  la  conserverait  s'il  l'avait  déjà.  Le 
résultat  serait  le  même  pour  tous  les  autres  corps  n,  p,  q,  r,  soit  qu'on 
les  plaçât  séparément  ou  ensemble  dans  cette  même  enceinte,  et  quelles 
que  fussent  d'ailleurs  leur  espèce  et  leur  figure. 

40. 

De  toutes  les  manières  de  se  représenter  l'action  de  la  chaleur,  celle 
qui  paraît  la  plus  simple  et  la  plus  conforme  aux  ohsen'aùons  consiste 
à  comparer  cette  action  à  celle  de  la  lumière.  Les  molécules  éloignées 
les  unes  des  autres  se  communiquent  réciproquement  à  travers  les 
espaces  vides  d'air  leurs  rayons  (le  chaleur,  comme  les  corps  éclairés 
se  transmettent  leur  lumière. 

Si,  dans  une  enceinte  fermée  de  toutes  parts  et  entretenue  par  une 
cause  extérieure  à  une  température  fixe  a,  on  suppose  que  divers  corps 
sont  placés  sans  qu'ils  touchent  aucune  des  parties  de  l'enceinte,  on 
observera  des  effets  difTérents  suivant  que  les  corps  introduits  dans 
cet  espace  vide  d'air  sont  plus  ou  moins  échauffés.  Si  l'on  place  d'abord 
un  seul  de  ces  corps,  et  qu'il  ait  la  température  même  de  l'enceinle,  il 
enverra  par  tous  les  points  de  sa  surface  'autant  de  chaleur  qu'il  en 
reçoit  du  solide  ^ui  l'environne,  et  c'est  cet  échange  de  quanti  tés  égales 
qui  le  maintient  dans  son  premier  état. 

Si  l'on  introduit  un  second  corps  dont  la  température  b  soit  moindre 
que  a,  il  recevra  d'abord,  des  surfaces  qui  l'environnent  de  toutes 
parts  sans  te  toucher,  une  quantité  de  chaleur  plus  grande  que  celle 
qu'il  envoie  :  il  s'échauffera  de  plus  en  plus  et  il  perdra  par  sa  surface 
plus  de  chaleur  qu'auparavant.  La  température  initiale  b,  s'élevant 
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continuelleinent,  s'approchera  sans  cesse  de  la  température  fixe  a,  en 
sorte  qu'après  un  certain  temps  la  différence  sera  presque  insensible. 
I/eiïet  serait  contraire  si  l'on  plaçait  dans  la  même  enceinte  un  troi- 
sit'ine  corps  dont  la  température  serait  plus  grande  que  a. 


Tous  les  corps  ont  la  propriété  d'émettre  la  chaleur  par  leur  surface; 
ils  en  envoient  d'autant  plus  qu'ils  sont  plus  échauffés;  l'intensité  des 
rayons  émis  change  très  sensiblement  avec  l'état  de  la  superficie. 

42. 

Toutes  les  surfaces,  qui  reçoivent  les  rayons  de  la  chaleur  des  corps 
environnants,  en  réfléchissent  une  partie  et  admettent  l'autre  :  ta  cha- 
leur qui  n'est  point  réfléchie,  mais  qui  s'introduit  par  la  surface,  s'ac- 
cumule dans  le  solide;  et,  tant  qu'elle  surpasse  la  quantité  qui  se  dis- 
sipe par  l'irradiation,  la  température  s'élève. 

43. 

Les  rayons  qui  tendent  à  sortir  des  corps  échauffés  sont  arrêtés  vers 
la  surface  par  une  force  qui  en  réfléchit  une  partie  dans  l'intérieur  de 
la  masse.  La  cause  qui  empêche  les  rayons  incidents  de  traverser  la 
superficie,  et  qui  divise  ces  rayons  en  deux  parties,  dont  l'une  est 
réfléchie  et  dont  l'autre  est  admise,  agit  de  la  même  manière  sur  les 
rayons  qui  se  dirigent  de  l'intérieur  du  corps  vers  l'espace  extérieur. 

Si,  en  modifiant  l'état  de  la  surface,  on  augmente  la  force  avec 
laquelle  elle  réfléchit  les  rayons  incidents,  on  augmente  en  même 
temps  la  faculté  qu'elle  a  de  réfléchir  vers  l'intérieur  du  corps  les 
rayons  qui  tendent  à  en  sortir.  La  quantité  des  rayons  incidents  qui 
s'introduisent  dans  la  masse,  et  celle  des  rayons  émis  par  la  surface, 
sont  également  diminuées. 

4'i. 

Si  l'on  plaçait  ensemble  dans  l'enceinte  dont  nous  avons  parlé  une 
multitude  de  corps  éloignés  les  uns  des  autres  et  inégalement  échauf- 
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fés,  ils  recevraien(  et  se  transmettraient  leurs  rayons  de  chaleur,  en 
sorte  que  dans  cet  échange  leurs  températures  varieraient  continuelle- 
ment cl  tendraient  toutes  à  devenir  égales  à  la  température  fixe  de 
l'enceinte. 

Cet  efTet  est  précisément  celui  qui  a  lieu  lorsque  la  chaleur  se  pro- 
page dans  les  corps  solides;  car  les  molécules  qui  composent  les  corps 
sont  séparées.par  des  espaces  vides  d'air  et  ont  la  propriété  de  rece- 
voir, d'accumuler  et  d'émettre  la  chaleur.  Chacune  d'elles  envoie  ses 
rayons  de  toutes  parts  et  en  même  temps  elle  reçoit  ceux  des  molécules 
qui  l'environnent. 

45. 

La  chaleur  envoyée  par  un  point  situé  dans  l'intérieur  d'une  masse 
solide  ne  peut  se  porter  directement  qu'aune  distance  extrêmement 
petite;  elle  est,  pour  ainsi  dire,  interceptée  par  les  particules  les  plus 
voisines;  ce  sont  ces  dernières  seules  qui  la  reçoivent  immédiatement 
et  qui  agissent  sur  les  points  plus  éloignés.  Il  n'en  est  pas  de  même 
des  fluides  aériformes;  les  eiïets  directs  de  l'irradiation  y  deviennent 
sensibles  à  des  distances  très  considérahles. 

46. 
Ainsi  la  chaleur  qui  sort  dans  toutes  les  directions  d'une  partie 
d'une  surface  solide  pénètre  dans  l'air  jusqu'à  des  points  fort  éloi- 
gnés: mais  elle  n'est  émise  que  par  les  molécules  du  corps  qui  sont 
extrêmemenl  voisines  de  la  surface.  Un  point  d'une  masse  échauffée, 
placé  à  une  très  petite  distance  de  la  superficie  plane  qui  sépare  la 
masse  de  l'espace  extérieur,  envoie  à  cet  espace  une  infinité  de  rayons; 
mais  ils  n'y  parviennent  pas  entièrement  ;  ils  sont  diminués  de  toute 
la  quantité  de  chaleur  qui  s'arrête  sur  les  molécules  solides  intermé- 
diaires. La  partie  du  rayon  qui  se  dissipe  dans  l'espace  est  d'autant 
moindre  qu'elle  traverse  un  plus  long  intervalle  dans  la  masse.  Ainsi 
le  rayon  qui  sort  perpendiculairement  à  la  superficie  a  plus  d'intensité 
que  celui  qui,  partant  du  même  point,  suit  une  direction  oblique,  et 
les  rayons  les  plus  obliques  sont  entièrement  interceptés. 

f.  4 


DigJtJzcd  by 


Google 


iG  TlIKOltlE  DE  LA  CIIALELII. 

La  inèmp  conséquence  s'applique  à  tous  les  points  qui  sont  assez 
voisins  de  la  superficie  pour  concourir  à  l'émission  de  la  chaleur;  il  en 
résulte  néressairement  que  la  quantité  totale  de  chaleur  qui  sort  de  la 
surface  sous  là  direction  perpendiculaire  est  beaucoup  plus  grande  que 
celle  dont  la  direction  est  oblique.  Nous  avons  soumis  cette  question 
au  calcul,  et  l'analyse  que  nous  en  avons  faite  démontre  que  l'intensité 
du  rayon  est  proportionnelle  au  sinus  de  l'angle  que  ce  rayon  fait  avec 
l'élément  de  la  surface.  Les  expériences  avaient  déjà  indiqué  un  ré- 
sultat semblable. 

17. 

Ce  lliéorème  exprime  une  loi  générale  qui  a  une  connexion  néces- 
saire avec  l'équilibre  et  le  mode  d'action  de  la  chaleur.  Si  les  rayons 
qui  sortent  d'une  surface  échauffée  avaient  la  même  intensité  dans 
toutes  les  directions,  le  thermomi;tre  que  l'on  placerait  dans  un  des 
points  de  l'espace  terminé  de  tous  côtés  pur  une  enceinte  entretenue  ii 
une  température  constante  pourrait  indiquer  une  température  incom- 
parablement plus  grande  que  celle  de  l'enceinte.  Les  corps  que  l'on 
enfermerait  dans  cette  enceinte  ne  prendraient  point  une  température 
commune,  ainsi  qu'on  le  remarque  toujours;  celle  qu'ils  acquerraient 
dépendrait  du  lieu  qu'ils  occuperaient,  ou  de  leur  forme,  ou  de  celles 
des  corps  voisins. 

On  observerait  ces  mêmes  résultats,  ou  d'autres  elTels  également 
contraires  à  l'expérience  commune,  si  l'on  admettait  entre  les  rayons 
()ui  sortent  d'un  même  point  des  rapports  différents  de  ceux  que  l'on  a 
énoncés.  Nous  avons  reconnu  que  cette  loi  est  seule  compatible  avec 
le  fait  général  de  l'équilibre  de  la  cbaleur  rayonnante. 

i8. 
Si  un  espace  vide  d'air  est  terminé  de  tous  cotés  par  une  enceinte 
solide  dont  les  parties  sont  entretenues  à  une  température  commune 
et  constante  a,  et  si  l'on  met  en  un  point  quelconque  de  l'espace  un 
thermomètre  qui  ait  la  température  actuelle  a,  il  la  conservera  sans 
aucun  changement.  Il  recevra  donc  li  chaque  instant  de  la  surface  inté- 
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rieure  de  l'enceinte  nutant  de  chaleur  qu'il  lui  en  envoie.  Cet  effet  des 
rayons  de  chaleur  dans  un  espace  donné  est,  à  proprement  parler,  la 
mesure  de  la  température  :  mais  cette  considération  suppose  la  théortc 
mathématique  de  la  chaleur  rayonnante.  Si  l'on  place  maintenant  entre 
(e  thermomètre  et  une  partie  de  la  surface  de  l'enceinte  un  corps  M 
dont  la  température  soit  a.  le  thermomètre  cessera  de  recevoir  les 
rayons  d'une  partie  de  cette  surface  intérieure;  mais  ils  seront  rem- 
placés par  ceux  qu'il  recevra  du  corps  interposé  M.  Un  calcul  facile 
prouve  que  la  compensation  est  exacte,  en  sorte  que  l'état  du  thermo- 
mètre ne  sera  point  changé.  Il  n'en  est  pas  de  même  si  la  température 
du  corps  M  n'est  pas  égale  à  celle  de  l'enceinte.  Lorsqu'elle  est  plus 
grande,  les  rayons,  que  le  corps  interposé  M  envoie  au  thermomèti'e 
et  qui  remplacent  les  rayons  interceptés,  ont  plus  de  chaleur  que  ces 
derniers;  la  température  du  thermomètre  doit  donc  s'élever. 

Si,  au  contraire,  le  corps  intermédiaires  une  température  moindre 
que  a,  celle  du  thermomètre  devra  s'ahaisser;  car  les  rayons  que  ce 
corps  intercepte  sont  remplacés  par  ceux  qu'il  envoie,  c'est-à-dire  par 
<les  rayons  plus  froids  que  ceux  de  l'enceinte;  ainsi  le  thermomètre  m; 
reçoit  pas  toute  la  chal«ur  qui  serait  nécessaire  pour  maintenir  sa  tem- 
pérature (7. 

49. 

On  a  fait  ahstraction  jusqu'ici  de  la  faculté  qu'ont  toutes  les  surfaces 
de  réfléchir  une  partie  des  rayons  qui  leur  sont  envoyés.  Si  l'on  ne  con- 
sidérait point  cette  propriété,  on  n'aurait  qu'une  idée  très  incomplète 
de  l'équilibre  de  la  chaleur  rayonnante. 

Supposons  donc  que,  dans  la  surface  intérieure  de  l'enceinte  entre- 
lenue  à  une  température. constante,  il  y  ail  une  portion  qui  jouisse  ;i 
un  certain  degré  de  la  faculté  dont  il  s'agit;  choijuc  point  de  la  surface 
réiléchissante  enverra  dans  l'espace  deux  espèces  de  rayons  :  les  uns 
sortent  de  l'intérieur  même  de  la  substance  dont  l'enceinte  est  formée, 
les  autres  sont  seulement  réfléchis  par  cette  même  surface  à  laquelle 
ils  ont  été  envoyés.  Mais  en  même  temps  que  la  surface  repousse  ii 
l'extérieur  une  partie  des  rayons  incidents,  elle  retient  dans  l'intérieur 
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une  partie  de  ses  propres  rayons.  Il  s'établit  à  cet  égard  une  compen- 
sation exacte,  c'est-à-dire  que  chacun  des  rayons  propres,  dont  la  sur- 
face cmpéclie  l'émission,  est  remplacé  par  un  rayon  réfléchi  d'une 
égale  intensité. 

Le  même  résultat  aurait  lieu  si  la  faculté  de  réfléchir  les  rayons 
affectait  à  un  degré  quelconque  d'autres  parties  de  l'enceinle,  ou  la 
superficie  des  corps  placés  dans  le  même  espace  et  parvenus  à  la  tem- 
pérature commune. 

Ainsi  la  réflexion  de  la  chaleur  ne  trouble  point  l'équilibre  des 
températures  et  n'apporte,  pendant  que  cet  équilibre  subsiste,  aucun 
changement  à  ta  loi  suivant  laquelle  l'intensité  des  rayons  qui  partent 
d'un  même  point  décroit  proportionnellement  au  sinus  de  l'angle  d'é-' 
mission. 

50. 

Supposons  que  dans  cette  même  enceinte,  dont  toutes  les  parties 
conser\-ent  la  température  a,  on  place  un  corps  isolé  M  et  une  surface 
métallique  polie  R  qui,  tournant  sa  concavité  vers  le  corps,  réfléchisse 
une  grande  partie  des  rayons  qu'elle  en  reçoit;  si  l'on  place  entre  le 
corps  M  et  la  surface  réfléchissante  R  un  thermomètre  qui  occupe  le 
foyer  de  ce  miroir,  on  observera  trois  effets  différents,  selon  que  la 
température  du  corps  M  sera  égale  à  la  température  commune  a,  ou 
sera  plus  grande,  ou  sera  moindre. 

Dans  le  premier  cas,  le  thermomètre  conserve  la  température  a;  il 
reçoit  :  i"  des  rayons  de  chaleur  de  toutes  les  parties  de  l'enceinte  qui 
ne  lui  sont  point  cachées  par  le  corps  M  ou  par  le  miroir;  2"  des  rayons 
envoyés  par  le  corps;  3"  ceux  que  la  surface  R  envoie  au  foyer,  soit 
qu'ils  viennent  de  la  masse  même  du  miroir,  soît  que  la  surface  les  ait 
seulement  réfléchis;  et  parmi  ces  derniers  on  peut  distinguer  ceux  qui 
sont  envoyés  au  miroir  par  la  masse  M  et  ceux  qu'il  reçoit  de  l'en- 
ceinte. Tous  les  rayons  dont  il  s'agit  proviennent  des  surfaces  qui, 
d'après  l'hypothèse,  ont  une  température  commune  a,  en  sorte  que  le 
thermomètre  est  précisément  dans  le  même  état  que  si  l'espace  ter- 
miné par  l'enceinte  ne  contenait  point  d'autre  corps  que  lui. 
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Dans  le  second  cas,  ie  tliermomètre  placé  entre  le  corps  échauffé  M 
et  le  miroir  doit  acquérir  une  température  plus  grande  que  a.  En  effet, 
il  reçoit  les  mèraes  rayons  que  dans  la  première  hypothèse;  mais  il  y  a 
deux  différences  remarquables  ;  l'une  provient  de  ce  que  les  rayons 
envoyés  par  le  corps  M  au  miroir  et  réfléchis  sur  le  thermomètre  con- 
tiennent plus  de  chaleur  que  dans  le  premier  cas.  L'autre  différence 
provient  des  rayons  que  ie  corps  M  envoie  directement  au  thermomètre 
et  qui  ont  plus  de  chaleur  qu'auparavant.  L'une  et  l'autre  cause,  et 
principalement  la  première,  concourent  à  élever  la  température  du 
thermomètre. 

Dans  le  troisième  cas,  c'est-à-dire  lorsque  la  température  de  la 
masse  M  est  moindre  que  a,  le  thermomètre  doit  prendre  aussi  une 
température  moindre  que  a.  En  effet,  il  reçoit  encore  toutes  les  es- 
pèces de  rayons  que  nous  avons  distinguées  pour  le  premier  cas;  mais 
il  y  en  a  deux  sortes  qui  contiennent  moins  de  chaleur  que  dans  cette 
première  hypothèse,  savoir  ceux  qui,  envoyés  par  le  corps  M,  sont  réflé- 
chis par  le  miroir  sur  le  thermomètre,  et  ceux  que  le  même  corps  M  lui 
envoie  directement.  Ainsi  le  thermomètre  ne  reçoit  pas  toute  la  cha- 
leur qui  lui  est  nécessaire  pour  conserver  sa  température  primitive  a. 
Il  envoie  plus  de  chaleur  qu'il  n'en  reçoit.  Il  faut  donc  que  sa  tempé- 
rature s'abaisse  jusqu'à  ce  que  les  rayons  qu'il  reçoit  suffisent  pour 
compenser  ceux  qu'il  perd.  C'est  ce  dernier  effet  que  l'on  a  nommé  la 
réflexion  du  froid  ^X.  qui,  à  proprement  parler,  consiste  dans  la  réflexion 
d'une  chaleur  trop  faible.  Le  miroir  intercepte  une  certaine  quantité 
de  chaleur  et  la  remplace  par  une  moindre  quantité. 

51. 

Si  l'on  place  dans  l'enceinte  entretenue  à  une  température  con- 
stante a  un  corps  M  dont  la  température  a'  soit  moindre  que  a,  la 
présence  de  ce  corps  fera  baisser  le  thermomètre  exposé  à  ses  rayons, 
et  l'on  doit  remarquer  qu'en  général  ces  rayons  envoyés  au  thermo- 
mètre par  la  surface  du  corps  M  sont  de  deux  espèces,  savoir  ceux  qui 
sortent  de  l'intérieur  de  la  masse  M,  et  ceux  qui,  venant  des  diverses 
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parties  de  l'enceinte,  rencontrent  la  surface  M  et  sont  réflécliis  sur  le 
lliermomètre.  Ces  derniers  ont  ta  température  commune  a;  mais  ceux 
qui  appartiennent  au  corps  M  contiennent  moins  de  chaleur,  et  ce  sont 
CCS  rayons  qui  refroidissent  le  thermomètre.  Si  maintenant,  en  chan- 
fîeant  l'état  de  la  surface  du  corps  M,  par  exemple  en  détruisant  le  poli, 
on  diminue  la  faculté  qu'elle  a  de  réfléchir  les  rayons  incidents,  le  thei'- 
inomètre  s'abaissera  encore  et  prendra  une  température  a"  moindre  que 
a'.  En  effet,  toutes  les  conditions  seront  les  mêmes  que  dans  le  cas  pré- 
cédent, si  ce  n'est  que  la  masse  M  envoie  une  plus  grande  quantité  de 
ses  propres  rayons  et  réfléchit  une  moindre  quantité  des  rayons  qu'elle 
reçoit  de  l'enceinte;  c'est-k-dire  que  ces  derniers,  qui  ont  ta  tempéra- 
ture commune,  sont  en  partie  remplacés  par  des  rayons  plus  froids. 
Donc  le  thermomètre  ne  reçoit  plus  autant  de  chaleur  qu'auparavant. 

Si,  indépendamment  de  ce  changement  de  la  surface  do  corps  M,  on 
place  un  miroir  métallique  propre  à  réfléchir  sur  le  thermomètre  les 
rayons  sortis  de  M,  la  température  prendra  une  valeur  a"  moindre  que 
a".  En  effet,  le  miroir  intercepte  au  thermomètre  une  partie  des  rayons 
de  l'enceinte  qui  ont  tous  la  température  a,  et  les  remplace  par  trois 
espèces  de  rayons,  savoir  :  i"  ceux  qui  proviennent  de  l'intérieur  même 
du  miroir  et  qui  ont  la  température  commune;  2"  ceux  que  diverses 
[)artics  de  l'enceinte  envoient  au  miroir  avec  cette  même  température 
et  qui  sont  réfléchis  vers  le  foyer;  3"  ceux  qui,  venant  de  l'intérieur  du 
corps  M,  tomhent  sur  le  miroir  et  sont  réfléchis  sur  le  thermomètre. 
Ces  derniers  ont  une  température  moindre  que  a;  donc  le  thermomètre 
ne  reçoit  plus  autant  de  chaleur  qu'il  en  recevait  avant  que  l'on  plaçât 
le  miroir. 

Enfin,  si  l'on  vient  à  changer  aussi  l'état  de  la  surface  du  miroir,  et 
qu'en  lui  donnant  un  poli  plus  parfait  on  augmente  la  faculté  de  réflé- 
chir la  chaleur,  le  thermomètre  s'ahaissera  encore.  En  effet,  toutes  les 
conditions  qui  avaient  lieu  dans  le  cas  précédent  suhsislcnt.  Il  arrive 
seulement  que  le  miroir  envoie  une  moindre  quantité  de  ses  propres 
rayons,  et  il  les  remplace  par  ceux  qu'il  réfléchit.  Or,  parmi  ces  der- 
niers, tous  ceux  qui  sortent  de  l'intérieur  de  la  masse  M  ont  moins 
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d'inlensité  que  s'ils  venaient  dp  l'intérieur  du  miroir  métallique;  donc 
le  thermomètre  reçoit  encore  moins  de  chaleur  qu'auparavant:  il 
prendra  donc  une  température  a"  moindre  que  a"'. 

On  explique  facilement  par  les  mémos  principes  tous  les  effels 
connus  de  l'irradiation  de  ta  chaleur  ou  du  froid. 


Les  effets  de  la  chaleur  ne  peuvent  nullement  élre  comparés  à  ceux 
d'un  fluide  élastique  dont  les  molécules  sont  en  repos.  Ce  serait  inu- 
tilement que  l'on  voudrait  déduire  de  cette  hypothèse  les  lois  de  la 
propagation  que  nous  expliquons  dans  cet  Ouvrage  et  que  foules  les 
expériences  ont  confirmées.  L'état  lihre  de  la  chaleur  est  celui  de  la 
lumière;  l'habitude  de  cet  élément  est  donc  entièrement  différente  de 
celle  des  substances  aériformes.  La  chaleur  agit  de  la  même  manière 
dans  le  vide,  dans  les  fluides  élastiques  et  dans  les'  masses  liquides  ou 
solides;  elle  ne  s'y  propage  que  par  voie  d'irradiation,  mais  ses  elTcls 
sensibles  diffèrent  selon  la  nature  des  corps. 

53. 

La  chaleur  est  le  principe  de  toute  élasticité;  c'est  sa  force  ré]iulsivc 
qui  conserve  la  figure  des  masses  solides  etic  volume  des  liquides. 
Dans  les  substances  solides,  les  molécules  voisines  céderaient  ù  leur 
attraction  mutuelle  si  son  effet  n'était  pas  détruit  parla  chaleur  (|ui  les 
.sépare. 

Cette  force  élastique  est  d'aulant  plus  grande  que  la  lempératuie  est 
plus  élevée;  c'est  pour  cela  que  les  corps  se  dilatent  ou  se  condenstMil, 
lorsqu'on  élève  ou  lorsqu'on  abaisse  leur  température. 


L'équilibre  qui  subsiste  dans  l'intérieur  d'une  masse  solide  entre  la 
force  répulsive  de  la  chaleur  et  l'attraction  moléculaire  csl  stable; 
c'est-à-dire  qu'il  se  rétablit  de  lui-même  lorsqu'il  est  troublé  par  une 


DigJtJzcd  by 


Google 


32  THEORIE  DE  LA  CHALELU. 

cause  accidcntello.  Si  les  molécules  sont  placées  à  la  distance  qui  con- 
venait à  l'équilibre,  et  si  une  force  extérieure  vient  à  augmenter  cette 
distance  sans  que  la  température  soit  changée,  l'effet  de  l'attraction 
commence  à  surpasser  celui  de  la  chaleur  et  ramène  les  molécules  à 
leur  position  primitive,  après  une  multitude  d'oscillations  qui  devien- 
nent de  plus  en  plus  insensibles. 

Un  effet  semblable  s'opère  en  sens  opposé  lorsqu'une  cause  méca- 
nique diminue  la  distance  primitive  des  molécules;  telle  est  l'origine 
des  vibrations  des  corps  sonores  ou  flexibles  et  de  tous  les  effets  de 
leur  élasticité. 


Dans  l'état  liquide  ou  aériforme,  la  compression  extérieure  s'ajoute 
ou  supplée  à  l'attraction  moléculaire  et,  s'exerçant  sur  les  surfaces, 
elle  ne  s'oppose  point  au  changement  de  figure,  mais  seulement  à  celui 
du  volume  occupé.  L'emploi  du  calcul  ferait  mieux  connaître  comment 
la  force  répulsive  de  la  chaleur,  opposée  à  l'attraction  des  molécules 
ou  à  la  compression  extérieure,  concourt  à  la  composition  des  corps 
solides  ou  liquides  formés  d'un  ou  plusieurs  principes  et  détermine  les 
propriétés  élastiques  des  fluides  aériformes;  mais  ces  recherches  n'ap- 
partiennent point  à  l'objet  que  nous  traitons  et  rentrent  dans  les  théo- 
ries dynamiques. 

56. 

On  ne  peut  douter  que  le  mode  d'action  de  la  chaleur  ne  consiste 
toujours,  comme  celui  delà  lumière,  dans  la  communication  réciproque 
des  rayons,  et  cette  explication  est  adoptée  aujourd'hui  de  la  plupart 
des  physiciens;  mais  il  n'est  point  nécessaire  de  considérer  les  phé- 
nomènes sous  cet  aspect  pour  établir  la  théorie  de  la  chaleur.  On  recon- 
naîtra, dans  le  cours  de  cet  Ouvrage,  que  les  lois  de  l'équilibre  de  la 
chaleur  rayonnante  et  celles  de  la  propagation  dans  les  masses  solides 
ou  liquides  peuvent,  indépendamment  de  toute  explication  physique, 
être  rigoureusement  démontrées  comme  des  conséquences  nécessaires 
des  observations  communes. 
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SECTION   III. 

PSINCIFB    DE    LA    GOMMUNICATION    DB    LA    COALEL'R. 


Nous  allons  présentement  examiner  ce  que  les  expériences  nous 
apprennent  sur  la  communication  de  là  chaleur. 

Si  deux  molécules  égales  sont  formées  de  la  même  substance  et  ont 
la  même  température,  chacune  d'elles  reçoit  de  l'autre  autant  de  cha- 
leur qu'elle  lui  en  envoie  ;  leur  action  mutuelle  doit  donc  être  regardée 
comme  nulle,  parce  que  le  résultat  de  cette  action  ne  peut  apporter 
aucun  changement  dans  l'état  des  molécules.  Si  au  contraire  la  pre- 
mière est  plus  échauffée  que  la  seconde,  elle  lui  envoie  plus  de  chaleur 
qu'elle  n'en  reçoit;  le  résultat  de  l'action  mutuelle  est  la  différence  do 
CCS  deux  quantités  de  chaleur.  Dans  tous  les  cas  nous  faisons  abstrac- 
tion des  quantités  égales  de  chaleur  que  deux  points  matériels  quel- 
conques s'envoient  réciproquement;  nous  concevons  que  le  point  le 
plus  échauffé  agit  seul  sur  l'autre,  et  qu'en  vertu  de  cette  action  le 
premier  perd  une  certaine  quantité  de  chaleur  qui  est  acquise  par  le 
second.  Ainsi  l'action  de  deux  molécules,  ou  la  quantité  de  chaleur 
que  la  plus  échauffée  communique  à  l'autre,  est  la  différence  des  deux 
quantités  qu'elles  s'envoient  réciproquement. 


Supposons  que  l'on  place  dans  l'air  un  corps  solide  homogène  dont 
les  différents  points  ont  actuellement  des  températures  inégales;  cha- 
cune des  molécules  dont  le  corps  est  composé  commencera  à  recevoir 
(le  la  chaleur  de  celles  qui  en  sont  extrêmement  peu  distantes,  ou  leur 
en  communiquera.  Cette  action  s'exerçant  pendant  le  même  instant 
entre  tous  les  points  de  la  masse,  il  en  résultera  un  changement  infi- 
niment petit  pour  toutes  les  températures;  le  solide  éprouvera  à  chaque 
F.  5 
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instant  des  cfTets  semblables,  en  sorte  que  les  variations  de  tempéra- 
ture deviendront  de  plus  en  plus  sensibles.  Considérons  seulement  le 
système  de  deux  molécules  égales  et  extrêmement  voisines  m  et  n,  et 
cherchons  quelle  est  la  quantité  de  chaleur  que  la  première  peut  rece- 
voir de  la  seconde  pendant  la  durée  d'un  instant;  on  appliquera  ensuite 
le  même  raisonnement  à  tous  les  autres  points  qui  sont  assez  voisins 
du  point  m  pour  agir  immédiatement  sur  lui  dans  le  premier  instant. 

La  quantité  de  chaleur  communiquée  par  le  point  n  au  point  m 
dépend  de  la  durée  de  l'instant,  de  la  distance  extrêmement  petite  de 
ces  points,  de  la  température  actuelle  de  chacun  et  de  la  nature  de  la 
substance  solide;  c'est-à-dire  que,  si  l'un  de  ces  éléments  venait  à 
varier,  tous  les  autres  demeurant  les  mêmes,  la  quantité  de  chaleur 
transmise  varierait  aussi.  Or  les  expériences  ont  fait  connaître  à  cet 
égard  un  résultat  général  :  il  consiste  en  ce  que,  toutes  les  autres 
circonstances  étant  les  mêmes,  la  quantité  de  chaleur  que  l'une  des 
molécules  reçoit  de  l'autre  est  proportionnelle  à  la  difTérence  de  tem- 
pérature de  ces  deux  molécules.  Ainsi  cette  quantité  serait  double, 
triple,  quadruple  si,  tout  restant  d'ailleurs  le  même,  la  difTérence  de  la 
température  du  point  n  à  celle  du  point  m  était  double  ou  triple  ou 
quadruple.  Pour  se  rendre  raison  de  ce  résultat,  il  faut  considérer  que 
l'action  de  n  sur  m  est  toujours  d'autant  plus  grande  qu'il  y  a  plus  de 
différence  entre  les  températures  des  deux  points;  elle  est  nulle  si  les 
températures  sont  égales;  mais,  si  la  molécule  n  contient  plus  de  cha- 
leur que  la  molécule  égale  m,  c'est-à-dire  si,  la  température  de  m  étant 
V,  celle  de  n  est  f  H-  A,  une  portion  de  la  chaleur  excédante  passera  de 
n  à  m.  Or,  si  l'excès  de  chaleur  était  double.ou,  ce  qui  est  la  même 
chose,  si  la  température  de  n  était  v  -t-  2A,  la  chaleur  excédante  serait 
composée  de  deux  parties  égales  correspondantes  aux  deux  moitiés  Av. 
la  différence  totale  des  températures  2A;  chacune  de  ces  parties  aurait 
son  effet  propre  comme  si  elle  était  seule  :  ainsi  la  quantité  de  chaleur 
communiquée  par  n  à  m  serait  deux  fois  plus  grande  que  si  la  difTé- 
rence des  températures  était  seulement  A.  C'est  cette  action  simultanée 
des  différentes  parties  de  la  chaleur  excédante  qui  constitue  le  prin- 
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cipe  de  la  communication  de  la  chaleur.  Il  en  résulte  que  la  somme 
des  actions  partielles  ou  la  quantité  totale  de  chaleur  que  m  reçoit 
de  n  est  proportionnelle  à  la  différence  des  deux  températures. 

59. 

En  désignant  par  v  et  v'  les  températures  des  deux  molécules  égales 
m  et  n,  par;»  leur  distance  extrêmement  petite  et  par  dt  la  durée  infi- 
niment petite  de  l'instant,  la  quantité  de  ctialeur  que  m  reçoit  de  n, 
pendant  cet  instant,  sera  exprimée  par(i''— c)  (p(/))(-//.  On  désigne 
par  9(/*)  une  certaine  fonction  de  la  distance  p  qui,  dans  les  corps 
solides  et  dans  les  liquides,  devient  nulle  lorsque  p  a  une  grandeur 
sensible.  Cette  fonction  est  la  même  pour  tous  les  points  d'une  même 
substance  donnée;  elle  varie  avec  la  nature  de  la  substance. 


La  quantité  de  chaleur  que  les  corps  perdent  par  leur  surface  est 
assujettie  au  même  principe.  Si  l'on  désigne  par  u  l'étendue  ou  finie 
ou  infiniment  petite  de  la  surface  dont  tous  les  points  ont  la  tempéra- 
ture V,  et  si  a  représente  la  température  de  l'air  atmosphérique,  le 
coellicient  h  étant  la  mesure  de  la  conducibilité  extérieure,  on  aura 
ffA(c  —  d)dt  pour  l'expression  de  la  quantité  de  chaleur  que  cette  sur- 
face s  transmet  à  l'air  pendant  l'instant  dt. 

Lorsque  les  deux  molécules,  dont  l'une  transmet  directement  à 
l'autre  une  certaine  quantité  de  chaleur,  appartiennent  au  même 
solide,  l'expression  exacte  de  la  chaleur  communiquée  est  celle  que 
nous  avons  donnée  dans  l'article  précédent  parce  que,  les  molécules 
étant  extrêmement  voisines,  la  différence  des  températures  est  extrê- 
mement petite.  Il  n'en  est  pas  de  même  lorsque  la  chaleur  passe  d'un 
corps  solide  dans  un  milieu  aérlforme.  Mais  les  expériences  nous  ap- 
prennent que,  si  la  dilTérence  est  une  quantité  assez  petite,  la  chaleur 
transmise  est  sensiblement  proportionnelle  à  celte  dilTérence  et  que  le 
nombre  h  peut,  dans  les  premières  recherches,  être  considéré  comme 
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ayant  une  valeur  constante,  propre  à  chaque  état  de  la  surface,  mais 
indépendante  de  la  température. 

61. 

Ces  propositions  relatives  à  la  quantité  de  chaleur  communiquée  ont 
été  déduites  de  diverses  ohservations.  On  voit  d'abord,  comme  une 
conséquence  évidente  des  expressions  dont  il  s'agit,  que,  si  l'on  aug- 
mentait d'une  quantité  commune  toutes  tes  températures  initiales  de 
la  masse  solide  et  celle  du  milieu  où  elle  est  placée,  les  changements 
successifs  des  températures  seraient  exactement  les  mêmes  que  si  l'on 
ne  faisait  point  cette  addition.  Or  ce  résultat  est  sensiblement  con- 
forme aux  expériences;  il  a  été  admis  par  les  premiers  physiciens  qui 
ont  observé  les  effets  de  la  chaleur. 

62. 

Si  le  milieu  est  entretenu  à  une  température  constante  et  si  le  corps 
échauffé  qui  est  placé  dans  ce  milieu  a  des  dimensions  assez  petites 
pour  que  la  température,  en  s'abaissant  de  plus  en  plus,  demeure 
sensiblement  la  même  dans  tous  ses  points,  il  suit  des  mêmes  proposi- 
tions qu'il  s'échappera  à  chaque  instant,  par  la  surface  du  corps,  une 
quantité  de  chaleur  proportionnelle  à  l'excès  de  sa  température  ac- 
tuelle sur  celle  du  milieu.  On  en  conclut  facilement,  comme  on  le 
verra  dans  la  suite  de  cet  Ouvrage,  que  la  ligne  dont  les  abscisses 
représenteraient  les  temps  écoulés  et  dont  les  ordonnées  représente- 
raient les  températures  qui  correspondent  à  ces  temps,  est  une  courbe 
logarithmique  :  or  les  observations  fournissent  aussi  ce  même  résultat, 
lorsque  l'excès  de  la  température  du  solide  sur  celle  du  milieu  est  une 
quantité  assez  petite. 

63. 

Supposons  que  le  milieu  soit  entretenu  à  la  température  constante  o, 
et  que  les  températures  initiales  des  différents  points  a,  b,  c,  d,  . .. 
d'une  même  masse  soient  a,  ^,y,^,  ... ,  qu'à  la  fin  du  premier  instant 
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elles  soient  devenues  «',  ^',  -j-',  ^',  . . . ,  qu'à  la  An  du  deuxième  instant 
elles  soient  a",  fi",  y",  8",  ...»  ainsi  de  suite.  On  peut  facilement  con- 
clure des  propositions  énoncées  que,  si  les  températures  initiales  des 
mêmes  points  avaient  été  gx,  g^,  gf,  g^,  ...(g  étant  un  nombre  quel- 
conque}, elles  seraient  devenues,  en  vertu  de  l'action  des  différents 
points,  à  la  fin  du  premier  instant,  gv.',  g^',  gy,  gV,  ...,  à  la  fin  du 
second  instant  ga.",  g^",  g-f,  g'h" ainsi  de  suite.  En  effet,  compa- 
rons le  cas  où  les  températures  initiales  des  points  a,  b,c,  d,...  étaient 
a,  P,'!'.  S,  -.•  avec  celui  où  elles  sont  2a,  2p,  2y,  2S, ..,,  le  milieu  conser- 
vant, daus  l'un  et  l'autre  cas,  la  température  o.  Dans  la  seconde  h}'po- 
thèse,  les  différences  des  températures  des  deux  points  quelconques  sont 
doubles  de  ce  qu'elles  étaient  dans  la  première,  et  l'excès  de  la  tem- 
pérature de  chaque  point  sur  celle  de  chaque  molécule  du  milieu  est 
aussi  double;  par  conséquent  la  quantité  de  chaleur  qu'une  molécule 
quelconque  envoie  à  une  autre,  ou  celle  qu'elle  en  reçoit,  est,  dans  la 
seconde  hypothèse,  double  de  ce  qu'elle  était  dans  la  première.  Le 
changement  que  chaque  point  subit  dans  sa  température  étant  propor- 
tionnel à  la  quantité  de  chaleur  acquise,  il  s'ensuit  que,  dans  le  second 
cas,  ce  changement  est  double  de  ce  qu'il  était  dans  le  premier.  Or  on 
a  supposé  que  la  température  initiale  du  premier  point,  qui  était  z, 
devient  oc'  à  la  fin  du  premier  instant;  donc,  si  cette  température  ini- 
tiale eût  été  2%  et  si  toutes  les  autres  eussent  été  doubles,  elle  serait 
devenue  2a'.  Il  en  serait  de  même  de  toutes  les  autres  molécules  b,  c, 
(/,...,  et  l'on  tirera  une  conséquence  semblable  si  le  rapport,  au  lieu 
d'être  2,  est  un  nombre  quelconque  g.  Il  résulte  donc  du  principe  de  la 
communication  de  la  chaleur  que,  si  l'on  augmente  ou  si  l'on  diminue 
dans  une  raison  donnée  toutes  les  températures  initiales,  on  augmente 
ou  t'oD  diminue  dans  la  même  raison  toutes  les  températures  succes- 
sives. 

Ce  résultat,  comme  les  deux  précédents,  est  confirmé  par  les  obser- 
vations. Il  ne  pourrait  point  avoir  lieu  si  la  quantité  de  chaleur  qui 
passe  d'une  molécule  à  une  autre  n'était  point,  en  effet,  proportion- 
nelle à  la  différence  des  températures. 
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On  a  observé,  avec  des  instruments  précis,  les  températures  perma- 
nentes des  différents  points  d'une  barre  ou  d'une  armille  métallique, 
et  la  propagation  de  la  cbaleur  dans  ces  mêmes  corps  et  dans  plu- 
sieurs autres  solides  de  forme  sphcrique  ou  cubique.  Les  résultats  de 
ces  expériences  s'accordent  avec  ceux  que  l'on  déduit  des  propositions 
précédentes.  Ils  seraient  entièrement  diH'ércnts  si  la  quantité  de  cha- 
leur transmise  par  une  molécule  solide  à  une  autre,  ou  à  une  molé- 
cule de  l'air,  n'était  pas  proportionnelle  à  l'excès  de  température.  Il 
est  d'abord  nécessaire  de  connaître  toutes  les  conséquences  rigoureuses 
de  cette  proposition;  parla  on  détermine  la  partie  principale  des  quan- 
tités qui  sont  l'objet  de  la  question.  En  comparant  ensuite  les  valeurs 
calculées  avec  celles  que  donnent  des  expériences  nombreuses  et  très 
précises,  on  peut  facilement  mesurer  les  variations  des  coefficients  et 
perfectionner  les  premières  recherches. 

SECTION    IV. 

DU   MOUVEXEXT   tMFORHE  KT   LINfiAIRE   DE  LA   CHALEIEI. 


On  considérera,  en  premier  lieu,  le  mouvement  uniforme  de  la  cha- 
leur dans  le  cas  le  plus  simple,  qui  est  celui  d'un  solide  infini  compris 
entre  deux  plans  parallèles. 

On  suppose  qu'un  corps  solide  formé  d'une  substance  homogène  est 
compris  entre  deux  plans  infinis  et  parallèles;  le  plan  inférieur  A  est 
entretenu  par  nne  cause  quelconque  à  une  température  constante  «; 
on  peut  concevoir,  par  exemple,  que  la  masse  est  prolongée  et  que  le 
plan  A  est  une  section  commune  au  solide  et  à  cette  masse  intérieure 
échauffée  dans  tous  ses  points  par  un  foyer  constant;  le  plan  supé- 
rieur B  est  aussi  maintenu  par  une  cause  semblable  à  une  température 
fixe  b,  dont  la  valeur  est  moindre  que  celle  de  a  :  il  s'agit  de  déter- 
miner quel  serait  le  résultat  de  celte  hypothèse  si  elle  était  continuée 
pendant  un  temps  infini. 
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Si  l'on  suppose  que  la  température  initiale  de  toutes  les  parties  de 
Cl!  corps  soit  b,  on  voit  que  la  chaleur  qui  sort  du  foyer  A  se  propa- 
f^era  de  plus  en  plus  et  élèvera  la  température  des  molécules  com- 
prises entre  les  deux  plans;  mais,  celle  du  plan  supérieur  ne  pouvant, 
d'après  l'hypotlièsc,  élre  plus  grande  que  b,  la  chaleur  se  dissipera 
dans  la  masse  plus  froide  dont  le  contact  retient  le  plan  B  à  la  tempé- 
rature constante  b.  Le  système  des  températures  tendra  de  plus  en 
plus  à  un  état  final  qu'il  ne  pourra  jamais  atteindre,  mais  qui  aurait, 
comme  on  va  le  prouver,  la  propriété  de  subsister  lui-même  et  de  se 
conserver  sans  aucun  changement  s'il  était  une  fois  formé. 

Dans  cet  état  final  et  fixe  que  nous  considérons,  ta  température  per- 
manente d'un  point  du  solide  est  évidemment  la  même  pour  tous  les 
points  d'une  même  section  parallèle  à  la  base;  et  nous  allons  démon- 
trer que  cette  température  fixe,  qui  est  commune  à  tous  les  points 
d'unesection  intermédiaire,  décroiten  progression  arithmétique  depuis 
la  Kase  jusqu'au  plan  supérieur,  c'est-à-dire  qu'en  représentant  les 
températures  constantes  a  et  6  par  les  ordonnées  A  a  et  B^  {Jig.  i). 


élevées  perpendiculairement  sur  la  distance  AB  des  deux  plans,  les 
températures  fixes  des  couches  intermédiaires  seront  représentées  par 
les  ordonnées  de  la  droite  ap  qui  joint  les  extrémités  a  et  p  ;  ainsi,  en 
désignant  par  s  la  hauteur  d'une  section  intermédiaire  ou  la  distance 
perpendiculaire  au  plan  A,  par  e  la  hauteur  totale  ou  la  distanci^  AB  et 
par  f  la  température  de  la  section  dont  la  hauteur  est  s,  on  doit  avoir 
l'équation 
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En  effet,  si  les  températures  étaient  établies  d'abord  suivant  cette 
loi  et  si  les  surfaces  extrêmes  Â  et  B  étaient  toujours  retenues  aux  tem- 
pératures a  et  b,  il  ne  pourrait  survenir  aucun  changement  dans  l'état 
<lu  solide.  Pour  s'en  convaincre,  il  suffira  de  comparer  la  quantité  de 
chaleur  qui  traverserait  une  section  intermédiaire  A'  à  celle  qui,  pen- 
dant le  même  temps,  traverserait  une  autre  section  B'. 

liln  se  représentant  que  l'état  final  du  solide  est  formé  et  subsistant, 
on  voit  que  la  partie  de  la  masse  qui  est  au-dessous  du  plan  A'  doit 
communiquer  de  la  chaleur  à  la  partie  qui  est  au-dessus  de  ce  plan, 
puisque  cette  seconde  partie  est  moins  échauffée  que  la  première. 

Imaginons  que  deux  points  du  solide  m  et  m',  extrêmement  voisins 
l'un  de  l'autre  et  placés  d'une  manière  quelconque,  l'un  m  au-dessous 
du  plan  A'  et  l'autre  m' au-dessus  de  ce  plan,  exercent  leur  action  pen- 
dant un  instant  infiniment  petit  :  le  point  le  plus  échauffé  m  commu- 
niquera Am'  une  certaine  quantité  de  chaleur  qui  traversera  ce  plan  A'. 
Soient^,  y,  z  les  coordonnées  rectangulaires  du  point  m,  et  x',  y,  z' 
les  coordonnées  du  point  m'\  considérons  encore  deux  points  n  et  n' 
extrêmement  voisins  l'un  de  l'autre  et  placés  par  rapport  au  plan  B', 
de  même  que  m  et  m'  sont  placés  par  rapport  au  plan  A'  :  c'est-à-dire 
qu'en  désignant  par  X,  la  distance  perpendiculaire  des  deux  sections  A' 
et  B',  les  coordonnées  du  point  n  seront  x,  y,  z-^X,  ^i  celles  du 
point  n'  seront  x',y',  z'-t-C-  Les  deux  distances  mm'  et  nn'  seront 
égales  ;  de  plus,  la  différence  de  la  température  v  du  point  m  à  la  tem- 
pérature c' du  point  m'  sera  la  même  que  la  différence  des  températures 
des  deux  points  n  et  n'.  En  effet,  cette  première  différence  se  détermi- 
nera en  substituant  s,  et  ensuite  z',  dans  l'équation  générale 

1'  =  a  -i 5, 

et  retranchant  la  seconde  équation  de  la  première.  On  en  conclura 

on  trouvera  ensuite,  par  les  substitutions  de  s  +  C  et  ::'  +  ï,  que  l'excès 
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de  1»  température  du  point  n  sur  celle  du  point  n'  a  aussi  pour  expres- 
sion -^—  (s  —  =').  Il  suit  de  là  que  la  quantité  de  chaleur  envoyée  par 
le  pointm  au  point  m' sera  la  même  que  la  quantité  de  chaleur  envoyée 
par  le  point  n  au  point  n';  car  tous  les  éléments  qui  concourent  à  dé- 
terminer cette  quantité  de  chaleur  transmise  sont  les  mêmes. 

Il  est  manifeste  que  l'on  peut  appliquer  le  même  raisonnement  tt 
tous  les  systèmes  de  deux  molécules  qui  se  communiquent  de  la  cha- 
leur à  travers  la  section  A'  ou  la  section  B';  donc,  si  l'on  pouvait  re- 
cueillir toute  la  quantité  de  chaleur  qui  s'écoule,  pendant  un  même 
instant,  à  travers  la  section  A'  ou  la  section  B',  on  trouverait  que  cette 
quantité  est  la  même  pour  les  deux  sections. 

II  en  résulte  que  la  partie  du  solide  comprise  entre  A' et  B'  reçoit 
toujours  autant  de  chaleur  qu'elle  en  perd;  et  comme  cette  consé- 
quence s'applique  à  une  portion  quelconque  de  la  masse  comprise 
entre  deux  sections  parallèles,  il  est  évident  qu'aucune  partie  du 
solide  ne  peut  acquérir  une  température  plus  élevée  que  celle  qu'elle 
a  présentement.  Ainsi  il  est  rigoureusement  démontré  que  l'état  du 
prisme  subsistera  continuellement  tel  qu'il  était  d'abord. 

Donc  tes  températures  permanentes  des  différentes  sections  d'un 
solide  compris  entre  les  deux  plans  parallèles  infinis  sont  représentées 
par  les  ordonnées  de  la  ligne  droite  a^  et  satisfont  à  l'équation  linéaire 


66. 

On  voit  distinctement,  par  ce  qui  précède,  en  quoi  consiste  ia  pro- 
pagation de  la  chaleur  dans  un  solide  compris  entre  deux  plans  paral- 
lèles et  infinis,  dont  chacun  est  maintenu  à  une  température  constante. 
La  chaleur  pénètre  successivement  dans  la  masse  il  travers  la  hase 
inférieure;  les  températures  des  sections  intermédiaires  s'élèvent  et 
ne  peuvent  jamais  surpasser,  ni  même  atteindre  entièrement,  une  cer- 
taine limite  dont  elles  s'approchent  de  plus  en  plus  :  cette  limite  ou 
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température  finale  est  diiïérente  pour  les  différentes  couches  intermé- 
diaires, et  elle  décroit,  en  progression  arithmétique,  depuis  la  tempé- 
rature Hxe  du  plan  inférirur  jusqu'à  la  température  fixe  du  plan  supé- 
rieur. 

Les  températures  finales  sont  celles  qu'il  faudrait  donner  au  solide 
pour  que  son  état  Tût  permanent;  l'état  variable  qui  le  précède  peut 
être  aussi  soumis  au  calcul,  comme  on  le  verra  par  la  suite;  mais  nous 
ne  considérons  ici  que  le  système  des  températures  finales  et  perma- 
nentes. Dans  ce  dernier  état,  il  s'écoule,  pendant  chaque  division  du 
temps,  à  travers  une  section  parallèle  à  la  hase  ou  une  portion  déter- 
minée de  cette  section,  une  certaine  quantité  de  chaleur,  qui  est  con- 
slanlc  si  les  divisions  du  temps  sont  égales.  Ce  flux  uniforme  est  le 
même  pour  toutes  les  sections  intermédiaires;  il  est  égal  à  celui  qui 
sort  du  foyer  et  à  celui  que  perd,  dans  le  même  temps,  la  surface  supé- 
rieure (lu  solide  en  vertu  de  la  cause  qui  maintient  la  température. 

67. 

Il  s'agit  maintenant  de  mesurer  cette  quantité  de  chaleur  qui  se 
propage  uniformément  dans  le  solide,  pendant  un  temps  donné,  à  tra- 
vers une  partie  déterminée  d'une  section  parallèle  à  la  hase  :  elle  dé- 
pend, comme  on  va  le  voir,  des  deux  températures  extrêmes  a  et  ft  et 


\ 

':/.  -\-     -  X'.:    -1 


de  la  distance  e  des  deux  bases;  elle  varierait  si  l'un  quelconque  de 
ces  éléments  venait  à  changer,  les  autres  demeurant  les  mêmes.  Sup- 
posons un  second  solide,  formé  de  la  même  substance  que  le  premier. 
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et  compris  entre  deux  plans  parallèles  infinis  dont  la  distance  perpen- 
diculaire est  e'  [fig,  2);  la  base  inférieure  est  entretenue  à  la  tempé- 
rature fixe  (?',  et  la  base  supérieure  à  la  température  fixe  h';  l'un  et 
l'autre  solides  sont  considérés  dans  cet  état  final  et  permanent  qui  a  la 
propriété  de  se  conserver  lui-même  dés  qu'il  est  formé.  Ainsi,  i'  étant 
dans  le  premier  solide,  et  u  dans  le  second,  la  température  de  la  sec- 
lion  dont  s  est  la  hauteur,  la  loi  des  températures  est  exprimée,  pour 
le  premier  corps,  par  l'équation 


et,  pour  le  second,  par  l'équation 


Cela  posé,  on  comparera  la  quantité  de  clialeur  qui,  pendant  l'unité 
de  temps,  traverse  une  étendue  égale  ii  l'unité  de  surface  prise  sur  une 
section  intermédiaire  L  du  premier  solide  à  celle  qui,  pendant  le  même 
temps,  traverse  une  égale  étendue  prise  sur  la  section  \1  du  second, 
£  étant  la  hauteur  commune  de  ces  deuxsections,c'est-k-dire  la  distance 
de  chacune  d'elles  ii  la  base  inférieure.  On  considérera  dans  le  premier 
corps  deux  points  n  et  n'  extrêmement  voisins,  dont  l'un  n  est  au- 
dessous  du  plan  L  et  l'autre  n'  au-dessus  de  ce  plan  \  x,  y,  z  sont  les 
coordonnées  de  «,  et  x',y,  z'  les  coordonnées  de  n',  t  étant  moindre 
que  z'  et  plus  grand  que  z.  On  considérera  aussi  dans  le  second  solide 
l'action  instantanée  de  deux  points  p  et  p'  qui  sont  placés,  par  rapport 
à  la  section  L',  de  même  que  les  points  n  et  n'  par  rapport  à  la  section  L 
du  premier  solide.  Ainsi  les  mêmes  coordonnées  x,  y,  s  et  x',  y\  z', 
rapportées  à  trois  axes  rectangulaires  dans  le  second  corps,  fixeront 
aussi  la  position  des  points/»  et/»'. 

Or  la  distance  du  point  n  au  point  n'  est  égale  à  ta  distance  du 
point;)  au  poiniy,  et,  comme  les  deux  corps  sont  formés  de  la  même 
substance,  on  en  conclut,  suivant  le  principe  de  la  communication  de 
la  chaleur,  que  l'action  de  n  sur  n',  ou  la  quantité  de  chaleur  donnée 


DigJtJzcd  by 


Google 


W  THÉORIE  DE  LA  CHALEUR. 

par  H  à  n',  et  l'aclion  de/»  sur/»' ont  entre  elles  le  même  rapport  que 
les  différences  de  températures  f  —  f'  et  h  —  u'. 

En  substituant  v,  et  ensuite  v',  dans  l'équation  qui  convient  au  pre- 
mier solide  et  retranchant,  on  trouve 

on  a  aussi,  au  moyen  de  la  seconde  équation, 

donc  le  rapport  des  deux  actions  dont  il  s'agit  est  celui  de  --^- 
,    n'-b' 

On  peut  concevoir  maintenant  plusieurs  autres  systèmes  de  deux 
molécules  dont  la  première  envoie  à  la  seconde,  à  travers  le  plan  L, 
une  certaine  quantité  de  chaleur,  et,  chacun  de  ces  systèmes  choisis 
dans  le  premier  solide  pouvant  être  comparé  à  un  système  homologue 
placé  dans  le  second  et  dont  l'action  s'exerce  à  travers  la  section  L', 
on  appliquera  encore  le  raisonnement  précédent  pour  prouver  que  le 
rapport  des  deux  actions  est  toujours  celui  de  ^——  h  '—^, — 

Or  la  quantité  totale  de  chaleur  qui,  pendant  un  instant,  traverse  la 
section  L  résulte  de  l'action  simultanée  d'une  multitude  de  systèmes 
dont  chacun  est  formé  de  deux  points;  donc  celte  quantité  de  chaleur 
et  celle  qui,  dans  le  second  solide,  traverse  pendant  le  même  instant 

la  section  L'  ont  aussi  enire  elles  le  rapport  de  -— -  à  — -, — 

Il  est  donc  facile  de  comparer  entre  elles  les  intensités  des  flux  con- 
stants de  chaleur  qui  se  propagent  uniformément  dans  l'un  et  l'autre 
solide,  c'est-à-dire  les  quantités  de  chaleur  qui,  pendant  l'unité  de 
temps,  traversent  l'unité  de  surface  dans  chacun  de  ces  corps.  Le  rap- 
port de  ces  deux  intensités  est  celui  des  deux  quotients  --~—  et  ~  ■ 
Si  les  deux  quotients  sont  égaux,  les  flux  sont  les  mêmes,  quelles  que 
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soient  d'ailleurs  les  valeurs  a,  b,  e;  a',  b',  e' ;  en  général,  en  désignant 
par  F  le  premier  flux,  et  par  F'  le  second,  on  aura 


68. 

Supposons  que,  dans  le  second  solide,  la  température  permanente  a' 
du  plan  inférieur  soit  celle  de  l'eau  bouillante  t;  que  la  température  b' 
du  plan  supérieur  soit  celle  de  la  glace  fondante  o;  que  la  distance  e' 
des  deux  plans  soit  l'unité  de  mesure  (un  mèlre);  désignons  par  K  le 
(lux  constant  de  chaleur  qui,  pendant  l'unité  de  temps  (une  minute), 
traverserait  l'unité  de  surface  dans  ce  dernier  solide,  s'il  était  formé 
d'une  substance  donnée,  K  exprimant  un  certain  nombre  d'unités  de 
chaleur,  c'cst-^-dire  un  certain  nombre  de  fois  la  chaleur  nécessaire 
pour  convertir  en  eau  un  kilogramme  de  glace;  on  aura,  en  général, 
pour  déterminer  le  flux  constant  F,  dans  un  solide  formé  de  cette 
même  substance,  l'équation 


La  valeur  de  F  est  celle  de  la  quantité  de  chaleur  qui,  pendant  l'unité 
de  temps,  passe  à  travers  une  étendue  égale  à  l'uuité  de  surface,  prise 
sur  une  section  parallèle  à  la  base. 

Ainsi  l'état  thermométrique  d'un  solide  compris  entre  deux  bases 
parallèles  infinies,  dont  la  distance  perpendiculaire  est  e  et  qui  sont 
maintenues  à  des  températures  fixes  a  et  b,  est  représenté  par  les  deux 
équations 

v=a-t- ;,        F  —  K ou         I-  =  —  K  t; ■ 

La  première  de  ces  équations  exprime  la  loi  suivant  laquelle  les 
températures  décroissent  depuis  la  base  inférieure  jusqu'à  la  face 
opposée;  la  seconde  fait  connaître  la  quantité  de  chaleur  qui  traverse. 
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pendant  un  temps  donné,  une  partie  déterminée  d'une  section  parallèle 
il  la  base. 


Nous  avons  choisi  ce  même  coefficient  K,  qui  entre  dans  la  seconde 
équation,  pour  la  mesure  de  la  conducibilité  spécifique  de  chaque  sub- 
stance ;  ce  nombre  a  des  valeurs  très  difierentes  pour  les  différents 
«'orps. 

Il  représente,  en  général,  la  quantité  de  chaleur  qui,  dans  un  solide 
boinogënc  formé  d'une  substance  donnée  et  compris  entre  deux  plans 
parallèles  infinis,  s'écoule,  pendant  une  minute,  à  travers  une  surface 
d'un  mètre  carré  prise  sur  une  section  parallèle  aux  plans  extrêmes. 
vn  supposant  que  ces  deux  plans  sont  entretenus,  l'un  à  la  tempéra- 
ture de  l'eau  bouillante,  l'autre  à  la  température  de  la  glace  fondante, 
et  que  tous  tes  plans  intermédiaires  ont  acquis  et  conservent  une  tem- 
pérature permanente. 

On  pourrait  employer  une  autre  définition  de  ta  conducibilité: 
comme  on  pourrait  estimer  la  capacité  de  chaleur  en  la  rapportant  à 
l'unité  de  volume,  au  lieu  de  la  rapporter  à  l'unité  de  masse.  Toutes 
ces  définitions  sont  équivalentes,  pourvu  qu'elles  soient  claires  et  pré- 
cises. 

Nous  ferons  connaître  par  la  suite  comment  on  peut  déterminer  par 
l'observation  la  valeur  K  de  la  conducibilité  ou  conductibilité  dans  les 
différentes  substances. 

70. 

Pour  établir  les  équations  que  nous  avons  rapportées  dans  l'ar- 
ticle 68,  il  ne  serait  pas  nécessaire  de  supposer  que  les  points  qui 
exercent  leur  action  à  travers  les  plans  sont  extrêmement  peu  distants. 
Les  conséquences  seraient  encore  les  mêmes  si  les  distances  de  ces 
points  avaient  une  grandeur  quelconque;  elles  s'appliqueraient  donc 
aussi  au  cas  oii  l'action  immédiate  de  la  chaleur  se  porterait  dans  l'in- 
térieur de  la  masse  jusqu'à  des  distances  assez  considérables,  toutes 
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les  circonstances  qui  constiluent  l'hypothèse  demeurant  d'ailleurs  les 
mêmes. 

Il  faut  seulement  supposer  que  la  cause  qui  entretient  les  tempéra- 
tures à  la  superficie  du  solide  n'alTecte  pas  seulement  la  partie  de  la 
masse  qui  est  extrêmement  voisine  de  la  surface,  mais  que  son  action 
s'étend  jusqu'à  une  profondeur  finie.  L'équation 


représentera  encore  dans  ce  cas  les  températures  permanentes  du 
solide.  Le  vrai  sens  de  cette  proposition  est  que.  si  Ton  donnait  à  tous 
les  points  de  la  masse  les  températures  exprimées  par  l'équation,  et  si, 
de  plus,  une  cause  quelconque  agissant  sur  les  deux  tranches  extrêmes 
retenait  toujours  chacune  de  leurs  molécules  à  la  température  que 
celte  même  équation  leur  assigne,  les  points  intérieurs  du  solide  con- 
ser^'eraient  sans  aucun  changement  leur  état  initial. 

Si  l'on  supposait  que  l'action  d'un  point  de  la  masse  pût  s'étendre 
jusqu'à  une  distance  finie  e,  il  faudrait  que  l'épaisseur  des  tranches 
extrêmes,  dont  l'élat  est  maintenu  par  la  cause  extérieure,  fût  au 
moins  égale  à  t.  Mais  la  quantité  i  n'ayant  en  effet,  dans  l'état  naturel 
des  solides,  qu'une  valeur  inappréciable,  on  doit  faire  abstraction  de 
cette  épaisseur,  et  il  suffît  que  la  cause  extérieure  agisse  sur  chacune 
des  deux  couches  extrêmement  petites  qui  terminent  le  solide.  C'est 
toujours  ce  que  l'on  doit  entendre  par  cette  expression  :  entretenir  la 
température  constante  de  la  surface. 

71. 

Nous  allons  encore  examiner  le  cas  où  le  même  solide  serait  exposé, 
par  l'une  de  ses  faces,  à  l'air  atmosphérique  entretenu  à  une  tempéra- 
ture constante. 

Supposons  donc  que  ce  plan  inférieur  conserve,  en  vertu  d'une  cause 
extérieure  quelconque,  la  température  fixe  a,  et  que  le  plan  supé- 
rieur, au  lieu  d'être  retenu,  comme  précédemment,  à  une  température 
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moindre  b,  est  exposé  à  l'air  atmosphérique  maintenu  à  cette  tempéra- 
ture b,  la  ijistance  perpendiculaire  des  deux  plans  étant  toujours  dési- 
gnée par  e  :  il  s'agit  de  déterminer  les  températures  finales. 

En  supposant  que,  dans  l'état  initial  du  solide,  la  température  com- 
mune de  ses  molécules  est  b  ou  moindre  que  b,  on  se  représente 
facilement  que  la  chaleur  qoi  sort  incessamment  du  foyer  A  pénëtre 
la  masse  et  élève  de  plus  en  plus  les  températures  des  sections  inter- 
médiaires; la  surface  supérieure  s'échauffe  successivement  et  elle 
laisse  échapper  dans  l'air  une  partie  de  la  chaleur  qui  a  pénétré  le 
solide.  Le  système  des  températures  s'approche  continuellement  d'un 
dernier  état  qui  subsisterait  de  lui-même  s'il  était  d'abord  formé  ;  dans 
cet  état  final,  qui  est  celui  que  nous  considérons,  la  température  du 
plan  B  a  une  valeur  fixe  mais  inconnue,  que  nous  désignerons  par  p, 
et.  comme  le  plan  inférieur  A  conserve  aussi  une  température  perma- 
nente a,  le  système  des  températures  est  représenté  par  l'équation 
générale 


c  désignant  toujours  la  température  fixe  de  la  section  dont  la  hauteur 
est  s.  La  quantité  de  chaleur  qui  s'écoule  pendant  l'unité  de  temps,  à 
travers  une  surface  égale  à  l'unité  et  prise  sur  une  section  quelconque, 

est  K--~-->  K  désignant  la  conducibilité  propre. 

Il  faut  considérer  maintenant  que  la  surface  supérieure  B,  dont  la 
température  est  p,  laisse  échapper  dans  l'air  une  certaine  quantité  de 
chaleur  qui  doit  être  précisément  égale  à  celle  qui  traverse  une  section 
quelconque  L  du  solide.  S'il  n'en  était  pas  ainsi,  la  partie  de  la  masse 
qui  est  comprise  entre  cette  section  L  el  le  plan  B  ne  recevrait  point 
une  quantité  de  chaleur  égale  à  celle  qu'elle  perd;  donc  elle  ne  con- 
serverait point  son  état,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse;  donc  le  flux 
constant  de  la  surface  est  égal  à  celui  qui  traverse  le  solide  :  or  la 
quantité  de  chaleur  qui  sort,  pendant  l'unité  de  temps,  de  l'unité  de 
surface  prise  sur  le  plan  B,  est  exprimée  par  A(P  —  b),  b  étant  la  tein- 
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péralure  fixe  do  l'air  et  h  la  mesure  tle  la  conducibilité  de  la  surface  B, 
on  doit  donc  former  l'équation 

K^^-A((3-ft), 

qui  fera  connaître  la  valeur  de  ^. 
On  en  déduit 

équation  dont  le  second  membre  est  connu;  car  les  températures  a 
cl  b  sont  données,  ainsi  que  les  quantités  A,  K,  e. 

En  mettant  cette  valeur  de  a  —  p  dans  l'équation  générale 

e      "' 

on  aura,  pour  exprimer  les  températures  do  toutes  les  sections  du 
solide,  l'équation 

'  -      /,e  +  K     ' 

dans  laquelle  il  n'entre  que  des  quantités  connues  et  les  variables  cor- 
respondantes ('  et  z. 

72. 

Nous  avons  déterminé  jusqu'ici  l'état  final  et  permanent  des  tempé- 
ratures dans  un  solide  compris  entre  deux  surfaces  planes,  infinies  et 
parallèles,  entretenues  à  des  températures  inégales.  Ce  premier  cas 
est,  à  proprement  parler,  celui  de  la  propagation  linéaire  et  uniforme, 
car  il  n'y  a  point  de  transport  de  chaleur  dans  le  plan  parallèle  aux 
bases;  celle  qui  traverse  le  solide  s'écoule  uniformément,  puisque  h 
valeur  du  flux  est  la  même  pour  tous  les  instants  et  pour  toutes  les 
sections. 

Nous  allons  rappeler  les  trois  propositions  principales  qui  résultent 
de  l'examen  de  cette  question;  elles  sont  susceptibles  d'un  grand 
nombre  d'applications  et  forment  les  premiers  éléments  de  notre 
théorie. 

f-  7 
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i"  Si  l'on  élève  aux  deux  extrémités  de  la  hauteur  edu  solide  deux 
perpendiculaires  qui  représentent  les  (empératures  a  et  6  des  deux 
bases,  et  si  l'on  mène  une  droite  qui  joigne  les  extrémités  de  ces 
deux  premières  ordonnées,  toutes  les  températures  intermédiaires 
seront  proportionnelles  aux  ordonnées  de  celle  droite;  elles  sont  ex- 
primées par  l'équalion  générale 


l' désignant  la  température  de  la  section  dont  la  liauteur  est  s. 

2**  La  quantité  de  chaleur  qui  s'écoule  uniformément,  pendant  l'u- 
nité de  temps,  à  travers  l'unité  de  surface  prise  sur  une  section  quel- 
conque parallèle  aux  bases  est,  toutes  choses  d'ailleurs  égales,  en 
raison  directe  de  la  différence  a  —  b  des  températures  extrêmes,  et  en 
raison  inverse  de  la  distance  e  qui  sépare  ces  bases.  Cette  quantité  de 

chaleur  est  exprimée  par  K^—  ou  —  K-^.  en  déduisant  de  l'équa- 
tion générale  la  valeur  de  ~>  qui  est  constante;  ce  flux  uniforme  est 

toujours  représenté,  pour  une  substance  donnée  et  dans  le  solide  dont 
il  s'agit,  par  la  tangente  de  l'angle  compris  entre  la  perpendiculaire  e 
et  la  droite  dont  les  ordonnées  représentent  les  lempératurcs. 

3°  Si,  l'une  des  surfaces  extrêmes  du  solide  étant  toujours  assujettie 
il  la  température  a,  l'autre  plan  est  exposé  à  l'air  maintenu  à  une  tem- 
pérature fixe  b,  ce  plan  en  contact  avec  l'air  acquiert,  comme  dans  le 
cas  précédent,  une  température  fixe  ^  plus  grande  que  b,  et  laisse 
échapper  dans  l'air,  à  travers  l'unité  de  surface,  pendant  l'unité  de 
temps,  une  quantité  de  chaleur  exprimée  par  h{'^  —  b),  h  désignant  la 
conducibilité  extérieure  du  plan. 

Ce  même  flux  de  chaleur  h{^  —  h)  est  égal  à  celui  qui  traverse  le 
|»risnie  et  dont  la  valeur  est  K(fl  —  ?);  on  a  donc  l'équation 


A(;3-/.)  =  K^i-^, 


(|ui  donne  la  valeur  de  fi. 
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LOI   DES   TUHPËRATtlRES   PÏHHXNENTBS   DANS  US    PRISME    d'lNE  PETITE   ËPAISSEl'R. 
73. 

On  appliquera  facilement  les  principes  qui  viennent  d'être  exposés  à 
la  question  suivante,  qui  est  très  simple  en  elle-même,  mais  dont  il 
importait  de  fonder  la  solution  sur  une  théorie  exacte. 

Une  barre  métallique,  dont  la  forme  est  celle  d'un  parallélépipède 
rectangle  d'une  longueur  infinie,  est  exposée  à  l'action  d'un  foyer  de 
chaleur  qui  donne  à  lous  les  points  de  son  extrémité  A  une  tempéra-  ' 
ture  constante.  Il  s'agit  de  déterminer  les  températures  fixes  des  difi'é- 
rentes  sections  de  la  barre. 

On  suppose  que  la  section  perpendiculaire  à  l'axe  est  un  carré  dont 
le  côté  il  est  assez  petit  pour  que  l'on  puisse,  sans  erreur  sensible, 
regarder  comme  égales  les  températures  des  dilférents  points  d'une 
même  section.  L'arrdans  lequel  la  barre  est  placée  est  entretenu  h  une 
température  constante  o,  et  emporté  par  un  courant  d'une  vitesse 
uniforme. 

La  chaleur  passera  successivement  dans  l'intérieur  du  solide;  toutes 
ses  parties  situées  à  la  droite  du  foyer,  et  qui  n'étaient  point  exposées 
immédiatement  à  son  action,  s'échaufferont  de  plus  en  plus;  mais  la 
température  de  chaque  point  ne  pourra  pas  augmenter  au  delà  d'un 
certain  terme.  Ce  maximum  de  température  n'est  pas  le  même  pour 
chaque  section;  il  est  en  général  d'autant  moindre  que  cette  section 
est  plus  éloignée  de  l'origine;  on  désignera  par  v  la  température  fixe 
d'une  section  perpendiculaire  à  l'axe  et  placée  à  la  distance  x  de  l'o- 
rigine A. 

Avant  que  chaque  point  du  solide  ait  atteint  son  plus  haut  degré  de 
clialeur,  le  système  des  températures  varie  continuellement  et  s'ap- 
proche de  plus  en  plus  d'un  étal  fixe,  qui  est  celui  que  l'on  considère. 
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Cet  état  final  se  conserverait  de  lui-même  s'il  était  formé.  Pour  que  le 
système  des  températures  soit  permanent,  il  est  nécessaire  que  la  quan- 
tité de  chaleur  qui  traverse,  pendant  l'unité  de  temps,  une  section 
placée  à  la  distance  x  de  l'origine  compense  exactement  toute  la  cha- 
leur qui  s'échappe,  dans  le  même  temps,  par  la  partie  de  la  surface 
extérieure  du  prisme  qui  est  située  à  la  droite  de  la  même  section.  La 
tranche  dont  l'épaisseur  est  dx,  et  dont  la  surface  extérieure  est  ildx, 
laisse  échapper  dans  l'arr,  pendant  l'unité  de  temps,  une  quantité  de 
chaleur  exprimée  par  S/Uvdx,  h  étant  la  mesure  de  la  conducibilité 
extérieure  du  prisme.  Donc,  en  prenant  l'intégrale  fShlvdx  depuis 
-r  =  o  jusqu'à  a;  =  »,  on  trouvera  la  quantité  de  chaleur  qui  sort  de 
toute  la  surface  de  la  harre  pendant  l'unité  de  temps;  et,  si  l'on  prend 
la  même  intégrale  depuis  x  =  o  jusqu'à  a;  =  ar,  on  aura  la  quantité  de 
l'haleur  perdue  par  la  partie  de  la  surface  comprise  entre  le  foyer  et  la 
section  placée  à  la  dislance  x.  Désignant  par  G  la  première  intégrale 
dont  la  valeur  est  constante  et  pav  fShlvdc  la  valeur  variable  de  la 
seconde,  la  différence  C — j^fdvdx  exprimera  la  quantité  totale  de 
chaleur  qui  s'échappe  dans  l'air  à  travers  la  partie  de  la  surface  placée 
à  la  droite  de  la  section.  D'un  autre  coté,  la  tranche  du  solide,  com- 
prise entre  deux  sections  infiniment  voisines  placées  aux  distances  x 
et  x  +  dx,  doit  être  assimilée  à  un  solide  infini,  terminé  par  deux 
plans  parallèles  assujettis  à  des  températures  fixes  cet  ('  +  (/«',  puisque, 
selon  l'hypothèse,  la  température  ne  varie  pas  dans  toute  l'étendue 
d'une  même  section.  L'épaisseur  du  solide  est  dx  et  l'étendue  de  la 
section  est  4''  :  donc  la  quantité  de  chaleur  qui  s'écoule  uniformér 
ment,  pendant  l'unité  de  temps,  à  travers  une  section  de  ce  solide  est, 
d'après  les  principes  précédents, 
spécifique  intérieure;  on  doit  donc  avoir  l'équation 

■~M*Kp^C~fS/,lvdj;        ou        Kl~  =  2hi: 
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74. 

On  obtiendrait  le  même  résultat  en  considérant  l'équilibre  de  la 
chaleur  dans  la  seule  tranche  infiniment  petite  comprise  entre  les  deux 
sections  dont  les  distances  sont  x  et  a^  -i-  djc.  En  effet,  la  quantité  de 
clialeur  qui,  pendant  l'unité  de  temps,  traverse  la  première  section 
placée  à  la  distance  x,  est  —  !\P¥i--7--  Four  trouver  celle  qui  s'écoule 
pendant  le  même  temps,  à  travers  la  section  suivante  placée  à  la 
distance  x-i-dx,  il  faut,  dans  l'expression  précédente,  changer  x  en 
x-\-dx,  ce  qui  donne  —  ^l'K  h/^  +  '^(  j")  '  S'  '"i  retranche  cette 
seconde  expression  de  la  première,  on  connaîtra  combien  la  tranche 
que  terminent  les  deux  sections  acquiert  de  chaleur  pendant  l'unité 
de  temps;  et,  puisque  l'état  de  cette  tranche  est  permanent,  il  faudra 
que  toute  cette  chaleur  acquise  soit  égale  à  celle  qui  se  dissipe  dans 
l'air  à  travers  la  surface  extérieure  Sldx  de  cette  même  tranche;  or 
cette  dernière  quantité  de  chaleur  est  SAà'rfr;  on  obtiendra  donc  la 
même  équation 


De  quelque  manière  que  l'on  forme  cette  équation,  il  est  nécessaire 
de  remarquer  que  la  quantité  de  chaleur  qui  traverse  la  face  de  la 
tranche  dont  la  distance  est  x  a  une  valeur  finie,  et  que  son  expression 
exacte  est  —  4  '*  K  j-  -  Cette  tranche  étant  comprise  entre  deux  surfaces 
dont  la  première  a  la  température  v  et  la  seconde  une  température 
moindre  f',  on  aperçoit  d'abord  que  la  quantité  de  chaleur  qu'elle 
reçoit  par  la  première  surface  dcpejid  de  la  différence  c  —  c'  et  lui  est 
proportionnelle  ;  mais  cette  remarque  ne  suffit  pas  pour  établir  le  calcul. 
La  quantité  dont  il  s'agit  n'est  point  une  différentielle  :  elle  a  une 
valeur  finie,  puisqu'elle  équivaut  à  toute  la  cbaleur  qui  sort  par  la 
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partie  de  la  surface  exlérieurc  du  prisme  qui  est  située  à  la  droite  de 
la  section.  Pour  s'en  Tormer  une  idée  exacte,  il  faut  comparer  !a  tranche 
dont  l'épaisseur  est  dx  à  un  solide  terminé  par  deux  plans  parallèles, 
dont  la  distance  est  e  et  qui  sont  retenus  à  des  températures  inégales, 
a  et  h.  La  quantité  de  chaleur  qui  pénètre  dans  un  pareil  prisme,  à  tra- 
vers la  surface  la  plus  écliaufrép,  est  en  effet  proportionnelle  à  la  dif- 
féi'ence  a  — h  des  températures  extrêmes;  mais  elle  ne  dépend  pas 
seulement  de  cette  différence  :  toutes  choses  d'ailleurs  égales,  elle  est 
d'autant  moindre  que  le  prisme  a  plus  d'épaisseur,  et,  en  général,  elle 

est  proportionnelle  à ■■  C'est  pourquoi  la  quantité  de  chaleur  qui 

pénètre  par  la  première  surface  dans  la  tranche  dont  l'épaisseur  est  dx 
est  proportionnelle  à  ■  ■■■-  - 

Nous  insistons  sur  cette  remarque,  parce  que  l'omission  que  l'on  en 
avait  faite  a  été  le  premier  ohslaclo  à  l'étahlissement  de  la  théorie.  En 
ne  faisant  point  une  analyse  complète  des  éléments  de  la  question,  on 
obtenait  une  équation  non  homogène;  et,  à  plus  forte  raison,  on  n'au- 
rait pu  former  les  équations  qui  expriment  le  mouvement  de  la  chaleur 
dans  des  cas  plus  composés. 

11  était  nécessaire  aussi  d'introduire  dans  le  calcul  les  dimensions 
(lu  prisme,  afin  de  ne  point  regarder  commegénérales  les  conséquences 
que  l'observation  avait  fournies  dans  un  cas  particulier.  Ainsi  l'on  a 
reconnu  par  l'expérience  qu'une  barre  de  fer,  dont  on  échaufTait  l'ex- 
trémité, ne  pouvait  acquérir,  à  t3  pieds  de  distance  du  foyer,  une 
température  d'un  degré  (octogésimal);  car,  pour  produire  cet  effet,  il 
faudrait  que  la  chaleur  du  foyer  surpassât  beaucoup  celle  qui  mettra 
le  fer  en  fusion;  mais  ce  résultat  dépend  de  l'épaisseur  du  prisme  que 
l'on  a  employé.  Si  elle  eût  été  plus  grande,  la  chaleur  se  serait  pro- 
pagée il  une  plus  grande  distance;  c'est-à-dire  que  le  point  de  la  barre 
qui  acquiert  une  température  fixe  d'un  degré  est  d'autant  plus  éloigné 
du  fover  que  la  barre  a  plus  d'épaisseur,  toutes  les  autres  conditions 
demeurant  les  mêmes.  On  peut  toujours  élever  d'un  degré  ia  tempéra- 
ture de  l'extrémité  d'un  cylindre  de  fer  en  échauffant  ce  solide  par  son 
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autre  extrémité;  il  ne  faut  que  donner  au  rayon  de  la  base  une  lon- 
gueur suffisante;  cela  est.  pour  ainsi  dire,  évidcol,  et  d'ailleurs  on  en 
trouvera  la  preuve  dans  la  solution  de  la  question  étudiée  plus  loin 
(art.  78). 

76. 

L'intégrale  de  l'équation  précédente  est 

A  et  B  étant  deux  constantes  arbitraires;  or,  si  l'on  suppose  la  distance 
X  infinie,  la  valeur  de  la  température!'  doit  être  infiniment  petite;  dem- 
ie terme  Be     "'  ne  subsiste  point  dans  l'Intégrale;  ainsi  l'équation 

représente  l'état  permanent  du  solide;  la  température  à  l'origine  est 
désignée  par  la  constante  A,  puisqu'elle  est  la  valeur  de  c  lorsque  a; 
est  nulle. 

Cette  même  loi  suivant  laquelle  les  températures  décroissent  est 
donnée  aussi  par  l'expérience;  plusieurs  physiciens  ont  observé  les 
températures  fixes  des  dlfTérenls  points  d'une  barre  métallique  exposéo 
par  son  extrémité  à  l'action  constante  d'un  foyer  de  chaleur,  et  ils  ont 
reconnu  que  les  distances  à  l'origine  représentent  les  logarithmes,  et 
les  températures  les  nombres  correspondants. 


La  valeur  numérique  du  quotient  constant  de  deux  températures 
consécutives  étant  déterminée  par  l'observation,  on  en  déduit  Cacile- 
ment  celle  du  rapport  ^  :  car,  en  désignant  par  t',,  c^  les  températures 
qui  répondent  aux  distances  j:,,  x^,  on  aura 


Vk^ 
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Quant  aux  valeurs  séparées  de  h  et  de  K,  on  ne  peut  les  déterminer 
par  des  cxpéi'ieneos  de  ce  genre:  il  faut  observer  aussi  le  mouvement 
varié  de  la  elialeur. 


Supposons  que  deux  barres  de  même  matière  et  de  dimensions  inc- 
{tales  soient  assujetties  vers  leur  extrémité  à  une  même  température  A; 
soient  /,  le  côlé  de  la  section  dans  la  première  barre  et  /,  le  côté  de  la 
section  dans  la  seconde;  on  aura,  pour  exprimer  les  températures  do 
ces  deux  solides,  les  équations 

„  =  A.-'<,        ,..  =  A.-VÎÎ, 

en  désignant,  dans  le  premier  solide,  par  v,  la  température  de  la  sec- 
tion placée  à  la  distance  x, ,  et,  dans  le  second  solide,  par  r^  la  tempé- 
rature (le  la  section  placée  à  la  distance  x^. 

Lorsque  ces  deux  barres  seront  parvenues  à  un  état  fixe,  la  tempé- 
rature d'une  section  de  la  première,  placée  à  une  certaine  distance  du 
tbver,  ne  sera  pas  égale  à  la  température  d'une  section  de  la  seconde, 
placée  à  la  même  distance  du  foyer;  pour  que  les  températures  B\es 
lussent  égales,  il  faudrait  que  les  distances  fussent  dilTérentes.  Si  l'on 
vefit  comparer  entre  elles  les  distances  ce,  et  x, ,  comprises  depuis 
l'origine  jusqu'aux  points  qui  parviennent  dans  les  deux  barres  à  la 
même  température,  on  égalera  les  seconds  membres  des  équations  et 
l'on  en  conclura 


Ainsi  les  distances  dont  il  s'agit  sont  entre  elles  comme  les  racines 
carrées  des  épaisseurs. 

79. 

Si  deux  barres  métalliques  de  dimensions  égales,  mais  formées  de 
substances  différentes,  sont  couvertes  d'un  même  enduit  qui  puisse 
leur  donner  une  même  conducibililé  extérieure,  et  si  elles  sont  as- 
sujetties dans  leur  extrémité  à  une  même  température,  la  cbaleur  se 


DigJtJzcd  by 


Google 


CHAPITRE  I.  —  INTRODUCTION.  57 

propagera  plus  facilement  et  ù  uoe  plus  grande  distance  de  l'origine 
dans  celui  des  deux  corps  qui  jouit  d'une  plus  grande  conducibilité. 
Pour  comparer  entre  elles  les  distances  a:,  et  œ^,  comprises  depuis 
l'origine  commune  jusqu'aux  points  qui  acquièrent  une  même  tempé- 
rature fixe,  il  faut,  en  désignant  parK,  et  K^  les  conducibilités  res- 
pectives des  deux  substances,  écrire  l'équation 


vB^,-vg 


ou  -i  - 


Ainsi  le  rapport  de  deux  conducibilités  est  celui  des  carrés  des  dis- 
tances comprises  entre  l'origine  commune  et  les  points  qui  atteignent 
une  même  température  iîxe. 

80. 
Il  est  facile  de  connaître  combien  il  s'écoule  de  chaleur  pendant 
l'unité  de  temps  par  une  section  de  la  barre  parvenue  à  son  état  fixe  : 
cette  quantité  a  pour  expression 

_4K^^    ou    4Av'ïK77Pt^"'^^, 

et.  si  on  la  prend  à  l'origine,  on  aura  4Av'2KA/'  pour  la  mesure  de 
la  quantité  de  chaleur  qui  passe  du  foyer  dans  le  solide  pendant  l'u- 
nité de  temps;  ainsi  la  dépense  de  la  source  de  chaleur  est,  toutes 
choses  d'ailleurs  égales,  proportionnelle  à  la  racine  carrée  du  cube  de 
l'épaisseur.  On  trouverait  le  même  résultat,  en  prenant  l'intégrale 
J^hlvrlx  depuis  x  nulle  jusqu'à  x  inilnie. 

SECTION  VI. 

DE   L'ËCHILTFEIIENT    DES   ESPACES    CLOS. 

81. 
Nous  ferons  encore  usage  des  théorèmes  de  l'article  72  dans  la  ques- 
tion suivante  dont  la  solution  présente  des  applications  utiles;  elle 
consiste  à  déterminer  le  degré  d'échauffement  des  espaces  clos. 
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On  suppose  qu'un  espace  d'une  forme  quelconque,  rempli  d'air  atmo- 
spliérique,  est  fermé  de  toutes  parts,  et  que  toutes  les  parties  de  l'en- 
ceinte sont  homogènes  et  ont  une  éfiaisaeur  commune  e,  assez  petite 
pour  que  le  rapport  de  la  surface  extérieure  à  la  surface  intérieure  dif- 
fère peu  de  l'unité.  L'espace  que  cette  enceinte  termine  est  échauffé 
par  un  foyer  dont  l'action  est  constante  ;  par  exemple,  au  moyen  d'une 
surface  dont  l'étendue  est  <s,  et  qui  est  entretenue  à  la  température 
permanente  a. 

On  ne  considère  ici  que  la  température  moyenne  de  l'air  contenu 
dans  l'espace,  sans  avoir  égard  à  l'inégale  distribution  de  la  chaleur 
dans  cette  masse  d'air;  ainsi  l'on  suppose  que  des  causes  subsistantes 
en  mêlent  incessamment  toutes  les  portions  et  rendent  leur  tempéra- 
ture uniforme. 

On  voit  d'abord  que  la  chaleur  qui  sort  continuellement  du  foyer  se 
répandra  dans  l'air  environnant  et  pénétrera  dans  la  masse  dont  l'en- 
ceinte est  formée,  se  dissipera  en  partie  par  la  surface  et  passera  dans 
l'air  extérieur,  que  l'on  suppose  entretenu  à  une  température  moins 
élevée  et  permanente  n.  L'air  intérieur  s'échauflTera  de  pins  en  plus;  il 
en  sera  de  même  de  l'enceinte  solide  :  le  système  des  températures 
s'approchera  sans  cesse  d'un  dernier  état  qui  est  l'objet  de  la  question, 
et  qui  aurait  la  propriété  de  subsister  de  lui-même  et  de  se  conserver 
sans  aucun  changement,  pourvu  que  la  surface  du  foyer  s  fût  maintenue 
à  la  température  «  et  l'air  extérieur  à  la  température  n. 

Dans  cet  état  permanent  que  l'on  veut  déterminer,  l'air  intérieur 
conserve  une  température  fixe  m;  la  température  de  la  surface  inté- 
rieure *  de  l'enceinte  solide  a  aussi  une  valeur  fixe  a;  enfin  la  surface 
extérieure  s,  qui  termine  cette  enceinte,  conserve  une  température  b 
moindre  que  a,  mais  plus  grande  que  n.  Les  quantités  a,  x,  s,  e  et  n 
sont  connues,  et  les  quantités  m,  «  et  A  sont  inconnues. 

C'est  dans  l'excès  de  la  température  m  sur  celle  de  l'air  extérieur  n 
que  consiste  le  degré  de  réchauffement  ;  il  dépend  évidemment  de  l'é- 
tendue ff  de  la  surface  échauffante  et  de  sa  température  a;  il  dépend 
ausside  l'épaisseur  e  de  l'enceinte,  de  l'étendue  s  de  la  surface  qui  la 
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termine,  de  la  facilité  avec  laquelle  la  chaleur  pénètre  sa  surface  inté- 
rieure ou  celle  qui  lui  est  opposée,  enfin  de  la  conducibilité  spécifique 
de  la  masse  solide  qui  forme  l'enceinte;  car,  si  l'un  quelconque  de 
ces  éléments  venait  à  être  changé,  les  autres  demeurant  les  mêmes,  le 
degré  de  l'échaulTement  varierait  aussi.  Il  s'agit  de  déterminer  com- 
ment toutes  ces  quantités  entrent  dans  ta  valeur  de  m  —  n. 

82. 

L'enceinte  solide  est  terminée  par  deux  surfaces  égales,  dont  cliacune 
est  maintenue  à  une  température  fixe;  chaque  élément  prismatique  du 
solide  compris  entre  deux  portions  opposées  de  ces  surfaces  et  les  nor- 
males éievées  sur  le  contour  des  bases  est  donc  dans  le  même  état  que 
s'il  appartenait  à  un  solide  infini  compris  entre  deux  plans  parallèles, 
entretenus  à  des  températures  inégales.  Tous  les  éléments  prisma- 
tiques qui  composent  l'enceinte  se  touchent  suivant  toute  leur  lon- 
gueur. Les  points  de  la  masse  qui  sont  à  égale  distance  de  la  surface 
intérieure  ont  des  températures  égales,  à  quelque  prisme  qu'ils  appar- 
tiennent; par  conséquent,  il  ne  peut  y  avoir  aucun  transport  de  cha- 
leur dans  le  sens  perpendiculaire  à  la  longueur  des  prismes.  Ce  cas  est 
donc  le  même  que  celui  que  nous  avons  déjà  traité,  et  l'on  doit  y  appli- 
quer les  équations  linéaires  qui  ont  été  rapportées  plus  haut. 

83. 

Ainsi,  dans  l'état  permanent  que  nous  considérons,  le  fluX  de  cha- 
leur qui  sort  delà  surface  ?  pendant  une  unitéde  temps  est  égal  à  celui 
qui  passe,  pendant  le  même  temps,  de  l'air  environnant  dans  la  sur- 
face intérieure  de  l'enceinte;  il  est  égal  aussi  à  celui  qui  traverse,  pen- 
dant l'unité  de  temps,  une  section  intermédiaire  faite  dans  l'enceinte 
solide  par  une  surface  égale  et  parallèle  à  celles  qui  terminent  cette 
enceinte;  enfin  ce  même  flux  est  encore  égal  à  celui  qui  passe  de 
l'enceinte  solide  à  travers  sa  surface  extérieure  et  se  dissipe  dans  l'air. 
Si  ces  quatre  quantités  de  chaleur  écoulées  n'étaient  point  égales,  il 
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surviendrait  nécessairement  quelque  variation  dans  l'état  des  tempé- 
ratures, ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

1^  première  quantité  est  exprimée  par  c{oL  —  m)g,  en  désignant 
par  g  la  conducibilité  extérieure  de  la  surface  i  qui  appartient  an 
loyer. 

La  seconde  est  s{m  —  a)h,  le  coetticient  h  étant  la  mesure  de  la 
conducibilité  extérieure  de  la  surface  s  qui  est  exposée  à  l'action  du 
foyer. 

La  trolsièmi'  est  s~  — ^  K,  le  coefficient  K  étant  la  mesure  de  la  con- 
ducibilité propre  de  la  substance  homogène  qui  forme  l'enceinte. 

La  quatrième  est  s[b  —  n)H,  en  désignant  par  H  la  eonducibilité 
extérieure  de  la  surface  s  dont  la  chaleur  sort  pour  se  dissiper  dans 
l'air.  Les  coefficients  h  et  H  peuvent  avoir  des  valeurs  très  inégales  à 
raison  de  la  différence  de  l'état  des  deux  surfaces  qui  terminent  l'en- 
ceinte; ils  sont  supposés  connus  ainsi  que  le  coefficient  K  :  on  aura 
donc,  pour  déterminer  les  trois  quantités  inconnues  m,  a  et  b,  les  Irois 
équations 

<,(»-m)sz=s{b-n)\i. 


La  valeur  de  m  est  l'objet  spécial  de  la  question.  On  la  trouvera  < 
mettant  les  équations  sous  cette  forme  : 


_<J  ge 
'1  K 


et,  les  ajoutant,  on  aura 
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en  désignant  par  P  la  quantité  connue 


-Sl  +  iA 
K        11/ 


1  en  conclut 


-(f 


85. 


Ce  résultat  fait  connaître  comment  le  degré  de  récliauffement  m  —  n 
dépend  des  quantités  données  qui  constituent  l'hypothèse. 

Nous  indiquerons  les  principales  conséquences  que  l'on  en  peut  dé- 
duire : 

i"  Le  degré  de  réchauffement  m  —  n  est  en  raîsoni  directe  de  l'excès 
de  la  température  du  foyer  sur  celle  de  l'air  extérieur. 

2°  La  valeur  de  m  —  n  ne  dépend  point  de  la  forme  de  l'enceinte  ni 
de  sa  capacité,  mats  seulement  de  l'épaisseur  c  de  l'enceinte  et  du 
rapport  -  de  la  surface  dont  la  chaleur  sort  à  la  surface  qui  la  reçoit. 

Si  l'on  double  la  surface  o  du  foyer,  le  degré  de  réchauffement  ne 
devient  pas  double;  mais  il  augmente  suivant  une  certaine  loi  que  l'é- 
quation exprime. 

3°  Tous  les  coefficients  spécifiques  qui  règlent  l'action  de  la  chaleur, 
savoir  :  ^,  K,  H  et  h,  composent,  avec  la  dimension  e,  dans  la  valeur 
Ac  m  —  n,  un  élément  unique  f  "'"  ^  -^  »  '  dont  on  peut  déterminer 
la  valeur  par  les  observations. 

Si  l'on  doublait  l'épaisseur  e  de  l'enceinte,  on  aurait  le  même  ré- 
sultat que  si  l'on  employait,  pour  la  former,  une  substance  dont  la 
conducibilité  propre  serait  deux  fois  moindre.  Ainsi  l'emploi  des  sub- 
stances qui  conduisent  diffîcilement  la  chaleur  permet  de  donner  peu 
d'épaisseur  à  l'enceinte  ;  l'effet  qye  l'on  obtient  ne  dépend  que  du  rap- 
port j^. 

4°  Si  la  conducibilité  K  est  nulle,  on  trouve  m  =  a.,  c'est-à-dire  que 
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l'air  intérieur  prend  la  température  du  foyer  :  il  en  est  de  même  si  H 
est  nulle  ou  si  h  est  nulle.  Ces  conséquences  sont  d'ailleurs  évidentes, 
puisque  la  chaleur  ne  peut  alors  se  dissiper  dans  l'air  extérieur. 

5"  Les  valeurs  des  quantités  g.  H,  h,  K  et  a,  que  l'on  suppose  con- 
nues, peuvent  être  mesurées  par  des  expériences  directes,  comme  on 
le  verra  par  la  suite;  mais,  dans  la  question  actuelle,  il  suffirait  d'ob- 
server la  valeur  dem—  n  qui  correspond  à  des  valeurs  données  de  n 
et  de  a,  et  l'on  s'en  servirait  pour  dcteriuiner  te  coefficient  total 
^  +  ^  -h  ^.  au  moyen  de  l'équation 


dans  laquelle  p  désigne  le  coelfictenl  clierclié.  On  mettra  dans  cette 
équation,  au  lieu  de  -  et  de  a  —  n,  les  valeurs  de  ces  quantités,  que 
l'on  suppose  données,  et  celle  de  m  —  n,  que  l'observation  aura  fait 
connaître.  On  en  déduira  la  valeur  de/>,  et  l'on  pourra  ensuite  appli- 
quer la  formule  à  une  infinité  d'autres  cas. 

6"  Le  coefficient  H  entre  dans  la  valeur  de  m  —  n  de  la  même  ma- 
nière que  le  coeHicienl  A;  par  conséquent  l'état  de  la  superficie,  ou 
celui  de  l'enveloppe  qui  (a  couvre,  procure  le  même  effet,  soit  qu'il  se 
rapportes  la  surface  intérieure  ou  à  la  surface  extérieure. 

On  aurait  regardé  comme  inutile  de  faire  remarquer  ces  diverses 
conséquences,  si  l'on  ne  traitait  point  ici  des  questions  toutes  nouvelles 
dont  les  résultats  peuvent  être  d'une  utilité  immédiate. 


On  sait  que  les  corps  animés  conservent  une  température  sensible- 
ment fixe,  que  i'on  peut  regarder  comme  indépendante  de  la  tempéra- 
ture du  milieu  dans  lequel  ils  vivent.  Ces  corps  sont,  en  quelque 
sorte,  des  foyers  d'une  chaleur  constante,  de  même  que  les  substances 
enflammées  dont  la  combustion  est  devenue  uniforme.  On  peut  donc,  à 


DigJtJzcd  by 


Google 


CHAPITRE  I.  -  INTRODUCTION.  63 

l'aide  des  remarques  précédentes,  prévoir  et  régler  avec  plus  d'exacti- 
tude l'élévation  des  températures  dans  les  lieux  où  l'on  réunit  un  grand 
nombre  d'Iiommes.  Si  l'on  y  observe  la  hauteur  du  tbermomètre  dans 
des  circonstances  données,  on  déterminera  d'avance  quelle  serait  cette 
hauteur,  si  le  nombre  d'hommes  rassemblés  dans  le  même  espace  de- 
venait beaucoup  plus  grand. 

A  la  vérité,  il  y  a  plusieurs  circonstances  accessoires  qui  modifient 
les  résultats,  telles  que  l'inégale  épaisseur  des  parties  des  enceintes, 
la  diversité  de  leur  exposition,  l'effet  que  produisent  les  issues,  l'iné- 
gale distribution  de  la  chaleur  de  l'air.  On  ne  peut  donc  faire  une 
application  rigoureuse  des  règles  données  par  le  calcul;  toutefois  ces 
règles  sont  précieuses  en  elles-mêmes  parce  qu'elles  contiennent  les 
vrais  pi-incipcs  de  la  matière  :  elles  préviennent  des  raisonnements 
vagues  et  des  tentatives  inutiles  ou  confuses. 

87. 

Si  le  même  espace  était  échaufTé  par  deux  ou  plusieurs  foyers  de 
différente  espèce,  ou  si  la  première  enceinte  était  elle-même  contenue 
dans  une  seconde  enceinte  séparée  de  la  première  par  une  masse  d'air, 
on  déterminerait  facilement  aussi  le  degré  de  réchauffement  et  les 
températures  des  surfaces. 

En  supposant  qu'il  y-  ait,  outre  le  premier  foyer  o,  une  seconde  sur- 
face échauffée  n  dont  la  température  constante  soit  p  et  la  conducibi- 
lité  extérieure  j,  on  trouvera,  en  conservant  toutes  les  autres  dénomi- 
nations, l'équation  suivante  : 

Si  l'on  ne  suppo.se  qu'un  seul  foyer  o  et  si  la  première  enceinte  est 
elle-même  contenue  dans  une  seconde,  on  représentera  par  s',  h',  K', 
H'  les  éléments  de  la  seconde  enceinte  qui  correspondent  à  ceux  de  la 
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première  que  l'on  désigne  par  j,  h,  K,  H,  et  l'on  trouvera,  en  nommant 
p  la  température  de  l'air  qui  environne  la  surface  extérieure  de  la 
seconde  enceinte,  l'équation  suivante  : 

\jA  quantité  P  représente 


On  trouverait  un  résultat  semblable  si  l'on  supposait  trois  ou  un 
plus  grand  nombre  d'enceintes  successives;  et  l'on  en  conclut  que  ces 
enveloppes  solides,  séparées  par  l'air,  concourent  beaucoup  à  aug- 
menter le  degré  de  récliaufTement,  quelque  petite  que  soit  leur  épais- 
seur. 


Pour  rendre  cette  remarque  plus  sensible,  nous  comparerons  la 
quantité  de  chaleur  qui  sort  de  la  surface  d'un  corps  échauffé  à  celle 
(jue  le  même  corps  perdrait  si  la  surface  qui  l'enveloppe  en  était 
séparée  par  un  intervalle  rempli  d'air. 

Si  le  corps  A  est  échauffé  par  une  cause  constante,  en  sorte  que  la 
surface  conserve  la  température  fixe  b,  l'air  étant  retenu  à  la  tempé- 
rature moindre  a,  la  quantité  de  chaleur  qui  s'écbappe  dans  l'air, 
pendant  l'unité  de  temps,  à  travers  une  surface  égale  à  l'unité  sera 
exprimée  par  h{b  —  a),  h  étant  la  mesure  de  la  conducibilité  exté- 
rieure. Donc,  pour  que  la  masse  puisse  conserver  la  température  fixe  b, 
il  est  nécessaire  que  le  foyer,  quel  qu'il  soit,  fournisse  une  quantité 
de  chaleur  égale  à  AS(A  —  a),  S  désignant  l'étendue  de  la  surface  du 
solide. 

Supposons  que  l'on  détache  de  la  masse  A  une  couche  extrêmement 
mince  qui  soit  séparée  du  solide  par  un  intervalle  rempli  d'air,  et 
que  ta  superficie  de  ce  même  solide  A  soit  encore  maintenue  à  la  tem- 
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pérature  b.  On  voit  que  l'air  contenu  entre  la  couche  et  le  corps 
s'écliauiTera  et  prendra  une  température  a'  plus  grande  que  a.  La 
couche  elle-même  parviendra  à  un  état  permanent  et  transmettra  à 
l'air  extérieur  dont  la  température  fixe  est  a  toute  la  chaleur  que  le 
corps  perd.  Il  s'ensuit  que  la  quantité  de  chaleur  sortie  du  solide  sera 
AS(è  —  a'),  au  iicu  d'être  hS{b  —  a);  car  on  suppose  que  la  nouvelle 
superficie  du  solide  et  celles  qui  terminent  la  couche  ont  aussi  la  même 
conducihilité  extérieure  h.  Il  est  évident  que  la  dépense  de  la  source 
de  chaleur  sera  moindre  qu'elle  n'était  d'ahord.  Il  s'agit  de  connaître 
le  rapport  exact  de  ces  quantités. 


Soient  e  l'épaisseur  de  la  couche,  m  la  température  fixe  de  sa  siH-tace 
intérieure,  n  celle  de  la  surface  extérieure  et  K  la  conducihilité  propre. 
On  aura,  pour  l'expression  de  la  quantité  de  chaleur  qui  sort  du  solide 
par  sa  superficie,  AS(6  —  a'). 

Pour  celle  de  la  quantité  qui  pénètre  la  surface  intérieure  de  la 
couche,  AS(a'  — m). 

Pour  celle  de  la  quantité  qui  traverse  une  section  quelconque  de 
cette  même  couche,  KS  — ^-  ■ 

Enfin,  pour  celle  de  la  quantité  qui  passe  de  la  surface  extérieure 
dans  l'air,  AS(n  —  a). 

Toutes  ces  quantités  doivent  être  égales;  on  a  donc  les  équations 
suivantes  : 

'■<"--)  =  7  <»-"). 
*(»-»)  =  «(»' -m), 
Hn-a)^h{b-é). 

Si  l'on  écrit  de  plus  l'équalion  identique 

F.  9 
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et  si  on  les  met  toutes  sous  cette  forme 


b  —a'  —  n  —  a, 
on  trouvera,  en  les  ajoutant, 

La  quantité  de  chaleur  perdue  par  le  solide  était 

ASCft-a) 

lorsque  sa  superficie  communiquait  librement  à  l'air  :  elle  est  mainte- 
nant AS(6—  a')  ou  AS(/i  —a),  qui  équivaut  à 


La  première  quantité  est  plus  grande  que  la  seconde,  dans  le  rapport 
de  3  -H  ^  h  I . 

11  faut  donc,  pour  entretenir  à  la  température  b  le  solide  dont  la 
superficie  communique  immédiatement  à  l'air,  plus  de  trois  fois  autant 
de  chaleur  qu'il  n'en  faudrait  pour  le  maintenir  à  la  même  tempéra- 
ture b  lorsque  l'extrême  surface  n'est  pas  adhérente,  mais  distante  du 
solide  d'un  intervalle  quelconque  rempli  d'air. 

Si  l'on  suppose  que  l'épaisseur  e  est  infiniment  petite,  le  rapport  des 
quantités  de  chaleur  perdues  sera  3,  ce  qui  aurait  encore  lieu  si  la 
ronducihilitéK  était  infiniment  grande. 

On  se  rend  facilement  raison  de  ce  résultat;  car,  la  chaleur  ne  pou- 
vant s'échapper  dans  l'air  extérieur  sans  pénétrer  plusieurs  surfaces, 
la  quantité  qui  s'en  écoule  doit  être  d'autant  moindre  que  le  nombre 
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des  surfiiccs  interposées  est  plus  grand  ;  mais  on  n'aurait  pu  porter,  à 
cet  égard,  aucun  jugement  exact  si  l'on  n'eût  point  soumis  la  question 
au  calcul. 

90. 

On  n'a  point  considéré,  dans  l'artieie  précédent,  l'effet  de  l'irradia- 
tion à  travers  la  couche  d'air  qui  sépare  les  deux  surfaces;  cependant 
cette  circonstance  modifie  la  question,  puisqu'il  y  a  une  partie  île  la 
chaleur  qui  pénètre  immédiatement  au  delà  de  l'air  interposé.  Nous 
supposerons  donc,  pour  rendre  l'objet  du  calcul  plus  distinct,  que 
l'intervalle  des  surfaces  est  vide  d'air  et  que  le  corps  échauffé  est  cou- 
vert d'un  nombre  quelconque  de  couches  parailiiles  et  éloignées  les 
unes  des  autres. 

Si  la  chaleur  qui  sort  du  solide  par  sa  superficie  ptane,  entretenue  à 
la  température  b,  se  répandait  librement  dans  le  vide  et  était  reçue  par 
une  surface  parallèle  entretenue  à  une  température  moindre  a,  la  quan- 
tité qui  se  dissiperait  pendant  l'unité  de  temps  à  travers  l'unité  de 
superficie  serait  proportionnelle  à  la  différence  6 — a  des  deux  tempé- 
ratures constantes;  cette  quantité  serait  représentée  par  H(6  — a), 
H  étant  une  valeur  de  la  conducibilité  relative  qui  n'est  pas  la  même 
que  A. 

Le  foyer  qui  maintient  le  solide  dans  son  premier  état  doit  donc 
fournir,  dans  chaque  unité  de  temps,  une  quantité  de  chaleur  égale  à 
HS(i  — a).  Il  faut  maintenant  déterminer  la  nouvelle  valeur  de  cette 
dépense  dans  le  cas  où  la  superficie  de  ce  corps  serait  recouverte  de 
plusieurs  couches  successives  et  séparées  par  des  intervalles  vides 
d'air,  en  supposant  toujours  que  le  solide  est  soumis  à  l'action  d'une 
cause  extérieure  quelconque  qui  retient  sa  superficie  à  la  tempéra- 
ture b. 

Concevons  que  le  système  de  toutes  les  températures  est  devenu 
fixe  :  soit  m  la  température  de  la  surface  intérieure  de  la  première 
couche  qui  est,  par  conséquent,  opposée  à  celle  du  solide;  soient  n  la 
température  de  la  surface  extérieure  de  cette  même  couche,  e  son 
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épaisseupetK  sa  conducibilité  spécifique;  désignons  aussi  par  m',  n', 
m",  n",  m",  n",  m'",  n",  ...  les  températures  des  surfaces  intérieure 
et  extérieure  des  différenles  couches  et  par  K,  e  la  conducibilité  et 
l'épaisseur  de  ces  mêmes  couches;  enfin,  supposons  que  toutes  ces 
snrraces  soient  dans  un  état  semblable  à  la  superficie  du  solide,  en 
sorte  que  la  valeur  du  coefficient  I!  leur  soit  commune. 

La  quantité  de  chaleur  qui  pénètre  la  surface  intérieure  d'une  couche 
correspondante  à  l'indice  quelconque  l'est  HS(/i,_,  —  m,),  celle  qui  tra- 
verse celle  couche  est  —  {rt>i—  «,),  et  la  quantité  qui  en  sort  par  la 
surface  extérieure  est  HS(n,— m.v,).  Ces  trois  quantités  et  toutes 
celles  qui  se  rapportent  aux  autres  couches  sont  égales;  on  pourra 
donc  former  les  équations  en  comparant  toutes  les  quantités  dont  il 
s'agit  à  la  première  d'entre  elles,  qui  est  HS(A  —  /«,);  on  aura  ainsi, 
en  désignant  par/ le  nombre  des  couches. 


En  ajoutant  ces  équations,  on  trouvera 

La  dépense  de  la  source  de  chaleur  nécessaire  pour  entretenir  la  super- 
ficie du  corps  A  à  la  température  h  est 

nS{b-a) 

lorsque  cette  superficie  envoie  ses  rayons  à  une  surface  fixe  entretenue 
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à  la  température  b.  Cette  dépense  est 

HS(4-,„,)       ou       HS--^^~ 

lorsque  l'on  place  entre  la  superficie  du  corps  A  et  la  surface  fixe 
entretenue  à  la  température  b  un  nomhrcy  de  couches  isolées;  ainsi 
la  quantité  de  chaleur  que  le  fover  doit  fournir  est  beaucoup  moindre 
dans  la  seconde  hypothèse  que  dans  la  première,  et  le  rapport  de  ces 

deux  quantités  est-, — --û-t'  S'  'on  suppose  que  l'épaisseur  e  des 

couches  soit  infiniment  petite,  le  rapport  est  t-  La  dépense  du  foyer 
est  donc  en  raison  inverse  du  nombre  des  couches  qui  couvrent  la 
superficie. 

91. 

L'examen  de  ces  résultats  et  de  ceux  que  l'on  obtient  lorsque  les 
intervalles  des  enceintes  successives  sont  occupés  par  l'air  atmosphé- 
rique explique  distinctement  pourquoi  la  séparation  des  surfaces  et 
l'interposition  de  l'air  concourent  beaucoup  à  contenir  la  chaleur. 

Le  calcul  fournit  encore  des  conséquences  analogues  lorsqu'on  sup- 
pose que  le  foyer  est  extérieur  et  que  la  chaleur  qui  en  émane  traverse 
successivement  les  diverses  enveloppes  diaphanes  et  pénètre  l'air 
qu'elles  renferment.  C'est  ce  qui  avait  lieu  dans  les  expériences  où 
l'on  a  exposé  aux  rayons  du  soleil  des  thermomètres  recouverts  par 
plusieurs  caisses  de  verre,  entre  lesquelles  se  trouvaient  dirTérentes 
couches  d'air. 

C'est  par  une  raison  semblable  que  la  température  des  hautes  régions 
de  l'atmosphère  est  beaucoup  moindre  qu'à  la  surface  du  globe. 

En  général,  les  théorèmes  concernant  réchauffement  de  l'air  dans 
les  espaces  clos  s'étendent  à  des  questions  très  variées.  Il  sera  utile 
d'y  recourir  lorsqu'on  voudra  prévoir  et  régler  la  température  avec 
quelque  précision,  comme  dans  les  serres,  les  étuves,  les  bergeries, 
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les  ateliers  ou  dans  plusieurs  établissements  civils,  tels  que  les  hôpi- 
taux, les  casernes,  les  lieux  d'assombléo. 

On  pourrait  avoir  égard,  dans  ces  diverses  applications,  aux  cir- 
constances accessoires  qui  modilienticsconséquences  du  calcul,  comme 
l'inégale  épaisseur  des  différentes  parties  de  l'enceinte,  l'Introduction 
de  l'air,  etc.;  mais  ces  détails  nous  écarteraient  de  notre  objet princi-r 
pal  qui  est  la  démonstration  exacte  des  principes  généraux. 

Au  reste,  nous  n'avons  considéré,  dans  ce  qui  vient  d'être  dit,  que 
l'état  permanent  des  températures  dans  les  espaces  clos.  On  exprime  . 
aussi  par  le  calcul  l'état  variable  qui  le  précède,  ou  celui  qui  com- 
mence à  avoir  lieu  lorsqu'on  retrancbe  le  foyer,  et  l'on  peut  connaître 
parla  comment  les  propriétés  spécifiques  des  coi'ps  que  l'on  emploie  ou 
leurs  dimensions  influent  sur  les  progrès  et  sur  la  durée  de  l'échaulTe- 
ment;  mais  cette  reclierche  exige  une  analyse  différente,  dont  on  ex- 
posera les  principes  dans  les  Chapitres  suivants. 

SECTION    VII. 

DC   aOUVEHBNT   UMFOBXB    DR   LA   GUAl^UH   SUIVANT  LES   TROIS   DI1IB;«SiONS. 
92. 

Nous  n'avons  considéré  jusqu'ici  que  le  mouvement  uniforme  de  la 
chaleur  suivant  une  seule  dimension.  II  est  facile  d'appliquer  les 
mêmes  principes  au  cas  oii  la  chaleur  se  propage  uniformément  dans 
trois  directions  orthogonales. 

Supposons  que  les  différents  points  d'un  solide  compris  entre  six 
plans  rectangulaires  aient  actuellement  des  températures  inégales  et 
représentées  par  l'équation  linéaire 

v  —  A.-hax-hbf  +  cs, 

.r,  y,  z  étant  les  coordonnées  rectangulaires  d'une  molécule  dont  la 
température  est  v.  Supposons  encore  que  des  causes  extérieures  quel- 
conques, agissant  sur  les  six  faces  du  prisme,  conservent  à  chacune 
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(les  molécules  qui  sont  situées  à  la  superficie  sa  température  actuelle, 
exprimée  par  l'équation  générale 

(a)  i'^K  +  ax  +  by  +  cz; 

nous  allons  démontrer  que  ces  mêmes  causes  qui,  par  liypotliëse, 
retiennent  les  dernières  tranches  du  solide  dans  leur  état  initial,  suf- 
fisent pour  conserver  aussi  la  température  actuelle  de  chacune  des 
molécules  intérieures,  en  sorte  que  cette  température  ne  cessera  point 
d'être  représentée  par  l'équation  linéaire. 

L'examen  de  cette  question  est  un  élément  de  la  théorie  générale  ; 
il  servira  à  faire  connaître  les  lois  du  mouvement  varié  de  la  chaleur 
dans  l'intérieut  d'un  solide  d'une  forme  quelconque;  car  chacune  des 
molécules  prismatiques  dont  le  corps  est  composé  est,  pendant  un 
temps  infiniment  petit,  dans  un  état  semhiable  à  celui  qu'exprime 
l'équation  linéaire  {a).  On  peut  donc,  en  suivant  les  principes  ordi- 
naires de  l'Analyse  dilTérentielle,  déduire  facilement  de  la  notion  du 
mouvement  uniforme  les  équations  générales  du  mouvement  varié. 

93.       ' 

Pour  prouver  que,  les  extrémités  du  solide  conservant  leurs  tempé- 
ratures, il  ne  pourra  survenir  aucun  changement  dans  l'intérieur  de  la 
masse,  il  suffit  de  comparer  entre  elles  les  quantités  de  chaleur  qui, 
pendant  la  durée  d'un  même  instant,  traversent  deux  plans  parallèles. 
Soit  h  la  distance  perpendiculaire  de  ces  deux  plans  que  l'on  suppose 
d'abord  parallèles  au  plan  horizontal  des  xy.  Soient  m  et  m'  deux  mo- 
lécules infiniment  voisines,  dont  l'une  est  au-dessous  du  premier  plan 
horizontal  et  l'autre  au-dessus;  soient  x,  y,  z  les  coordonnées  de  la 
première  et  x',  y',  z'  les  coordonnées  de  la  seconde.  On  désignera 
pareillement  deux  molécules  M  et  M' infiniment  voisines,  séparées  par 
le  second  plan  horizontal  et  situées,  par  rapport  à  ce  second  plan,  de 
la  même  manière  que  m  et  m' le  sont  par  rapport  au  premier,  c'est- 
à-dire  que  les  coordonnées  de  M  sont  ir,  /,  =  +  b,  et  celles  de  M'  sont 
x',  y',z'-^b.  1!  est  manifeste  que  la  distance  mm' des  deux  molécules 


DigJtJzcd  by 


Google 


72  THÉOHIE  DE  LA  CHALEL'R. 

m  ot  m!  est  égale  à  la  dislance  MM' des  deux  molécules  M  et  M';  de 
plus,  soient  v  la  température  de  m  et  f'  ccUe  de  m',  soient  aussi  V  et  V 
les  températures  de  M  el  M';  il  est  facile  de  voir  que  les  deux  dilFé- 
rences  v  —  c'  et  V  —  V  sont  égales  ;  en  effet,  en  substituant  d'abord 
les  coordonnées  de  m  et  m' dans  l'équation  générale 

c  ^  A  +  ax  4-  ft  V  +  cz, 

on  trouve 

f  —  v'  ~-  a{a-  —  x')  +  b(y  —  y')  +  c{z  -  z'), 

et,  en  substituant  ensuite  les  coordonnées  de  M  et  M',  on  trouve  aussi 

y  —  \'-a{a---jr')^-b{y—y')-^c(z  —  s'). 

t)r  la  quantité  de  clialeur  que  m  envoie  à  m' dépend  de  la  distance  mm' 
qui  sépare  ces  molécules,  et  elle  est  proportionnelle  à  la  différence 
1' —  i'' de  leurs  températures.  Cette  quantité  de  chaleur  envoyée  peut 
être  représentée  par  q[v  —  v')(h;  la  valeur  du  coefficient  q  dépend 
d'une  manière  quelconque  de  la  distance  mni'  et  de  la  nature  de  la  sub- 
stance dont  le  solide  est  formé;  dt  est  ta  durée  de  l'instant.  La  quan- 
tité de  clialeur  envoyée  de  M  à  M',  ou  l'action  de  M  sur  M',  a  aussi  pour 
expression  q{\  —  \')dt.  et  le  coefficient^  est  le  même  que  dans  la  va- 
leur q{v  ~  v')dl,  puisque  la  dislance  MM'  est  égale  à  mm'  et  que  les 
deux  actions  s'opèrent  dans  le  même  solide;  de  plus,  V  —  V  est  égal 
A  V  —  v'-,  donc  les  deux  actions  sont  égales. 

Si  l'on  choisit  deux  autres  points  n  et  n'  extrêmement  voisins  l'un 
de  l'autre,  qui  s'envoient  de  la  chaleur  à  travers  le  premier  plan 
horizontal,  on  prouvera  de  même  que  leur  action  est  égale  k  celles  de 
doux  points  homologues  N  et  N'  qui  se  communiquent  la  chaleur  à  tra- 
vers le  second  plan  horizontal.  On  en  conclura  donc  que  la  quantité 
totale  de  chaleur  qui  traverse  le  premier  plan  est  égale  à  celle  qui  tra- 
verse le  second  pendant  le  même  instant.  On  tirera  la  même  consé- 
quence de  la  comparaison  de  deux  plans  parallèles  au  plan  des  j::,  ou 
do  deux  autres  plans  parallèles  au  plan  des^yz.  Donc,  une  partie  quel- 
conque du  solide,  comprise  entre  six  plans  rectangulaires,  reçoit  par 
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chacune  des  faces  autant  de  clialeur  qu'elle  en  perd  par  la  face  oppo- 
sée; donc  il  n'y  a  aucune  portion  du  solide  qui  puisse  changer  de  tem- 
pérature. 

94. 

On  voit  par  là  qu'il  s'écoule,  à  travers  un  des  plans  dont  il  s'agit, 
une  quantité  de  chaleur  qui  est  la  même  à  tous  les  instants,  et  qui  est 
aussi  la  même  pour  toutes  les  autres  tranches  parallèles. 

Pour  déterminer  ia  valeur  de  ce  flux  constant,  nous  la  comparerons  à  la 
quantité  de  chaleur  qui  s'écoule  uniformément  dans  un  cas  plus  simple 
(|ue  nous  avons  déjà  traité.  Ce  cas  est  celui  d'un  solide  compris  entre 
deux  plans  infinis  et  entretenus  dans  un  état  constant.  Nous  avons  vu 
que  les  températures  des  différents  points  de  la  masse  sont  alors  repré- 
sentées par  l'équation  f  =  A  -f-  es;  nous  allons  démontrer  que  le  flux 
uniforme  de  chaleur  qui  se  propage  en  sens  vertical  dans  le  solide  in- 
tini  est  égal  à  celui  qui  s'écoule  dans  le  même  sens  à  travers  le  prisme 
compris  entre  six  plans  rectangulaires.  Cette  égalité  a  lieu  nécessaire- 
ment si  le  coefficient  c  de  l'équation  c  =  A  -h  es,  appartenant  au  pre- 
mier solide,  est  le  même  que  le  coefficient  c  dans  l'équation  plus  géné- 
rale v  =  A  -h  ax:  -h  by  -h  cz  qui  représente  l'état  du  prisme.  En  eff'et, 
désignons  par  H  dans  ce  prisme  un  plan  perpendiculaire  aux  s,  et  par 
m  et  [/.  deux  molécules  extrêmement  voisines  l'une  de  l'autre,  dont  lu 
première  m  est  au-dessous  du  plan  H,  et  la  seconde  est  au-dessus  de  ce 
plan;  soient  v  la  température  de  m,  dont  les  coordonnées  sont  a:, y, 
=,  et  il'  la  température  de  ja,  dont  les  coordonnées  sont  x  -h  ^,  y  -h  p, 
= -I- y.  Choisissons  une  troisième  molécule  ja',  dont  les  coordonnées 
soient  x  —  a,  j)'—  p,  z  -i-  y,  et  dont  la  température  soit  désignée  par  te'. 
On  voit  que  [x  et  ji.' sont  sur  un  même  plan  horizontal,  et  que  la  verti- 
cale élevée  sur  le  milieu  de  la  droite  [Ajt'  qui  joint  ces  deux  points 
passe  par  le  point  m,  en  sorte  que  les  distances  m-x  etm[>.'  sont  égaies. 
L'action  de  m  sur  ^,  ou  la  quantité  de  chaleur  que  la  première  de  ces 
molécules  envoie  à  l'autre  à  travers  le  plan  H,  dépend  de  la  dilTérenc** 
c  —  «y  de  leurs  températures.  L'action  de  m  sur  •».'  dépend  de  la  même 
F.  -y 
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manière  de  la  dilTérence  f  —  w  des  températures  des  molécules, 
puisque  la  distance  de  m  à  •/.est  la  même  que  celle  de  m  à  jx'.  Ainsi,  en 
exprimant  par  q{v  —  w)  l'action  de  m  sur  [i.  pendant  TuDité  de  temps, 
on  aura  g{v  —  w')  pour  exprimer  l'action  de  m  sur  fi',  y  étant  un  fac- 
teur inconnu,  mais  commun,  qui  dépend  et  de  la  distance  m^  et  de  la 
nature  du  solide.  Donc  la  somme  des  deux  actions  exercées  pendant 
l'unité  de  temps  est  q(v  —  tv  +  c  —  w'). 
Si  l'on  substitue,  au  lieu  de  x.  y  et  s,  dans  l'équation  générale 

('  =  A  ri-  aj!-i-  by  +  CZ, 

les  coordonnées  de  m  et  ensuite  celles  de  ]i.  et  </,  on  trouvera 

c  —  11''^  +  aa.  +  hp~cy. 

La  somme  des  deux  actions  de  m  sur  f^  et  de  m  sur  [».'  est  donc 
—  29CY. 

Supposons  maintenant  que  le  plan  H  appartienne  au  solide  infini 
pour  lequel  l'équation  des  températures  est  v  =  A+c::,  et  que  l'on 
considère  aussi,  dans  ce  solide,  les  molécules  m,  ^  et  |a'  dont  les  coor- 
données sont  X,  y,  z  pour  la  première,  a;+K, y+p,  s-i-y  pour  la 
seconde  et  x  —  a,  y  —  p,  s  -j-  y  pour  la  troisième  ;  on  trouvera,  comme 
précédemment, 

(■  —  «■+  1'  — 11^:^  —  acy. 

Ainsi  la  somme  des  deux  actions  de  m  sur  ji  et  de  m  sur  ^'  est  la  même  ' 
dans  le  solide  infini  que  dans  le  prisme  compris  entre  six  plans  rec- 
tangulaires. 

On  trouverait  un  résultat  semblable  si  l'on  considérait  l'action  d'un 
autre  point  n  inférieur  au  plan  H  sur  deux  autres  v  et  v',  placés  à  une 
même  hauteur  au>dessus  du  plan.  Donc  la  somme  de  toutes  les  actions 
de  ce  genre,  qui  s'exercent  à  travers  le  plan  H,  c'est-à-dire  la  quantité 
totale  de  chaleur  qui,  pendant  l'unité  de  temps,  passe  au-dessus  de 
celte  surface,  en  vertu  de  l'action  des  molécules  extrêmement  voisines 
qu'elle  sépare,  est  toujours  la  même  dans  l'un  et  l'autre  solide. 
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95. 

Dans  le  second  de  ces  corps,  qui  est  terminé  par  deux  plans  infinis  et 
pour  lequel  l'équation  des  (empératuresesti'  =  A +  e=,  nous  savons  que 
la  quantité  de  chaleur  écoulée  pendant  l'unifé  de  temps,  à  travers  une 
surface  égale  à  l'unité  et  prise  sur  une  section  horizontale  quelconque, 
est  —  cK,  c  étant  le  coefficient  de  s,  et  K  la  conducibilité  spécifique  ; 
donc  la  quantité  de  chaleur  qui,  dans  le  prisme  compris  entre  six  plans 
rectangulaires,  traverse  pendant  l'unité  de  temps  une  surface  égale  ii 
i'unifé  et  prise  sur  une  section  horizontale  quelconque  est  aussi  — cK, 
lorsque  l'équation  linéaire  qui  représente  les  températures  du  prisme 

est 

V  =^\  -\-  ax  +  by  +  es. 

Un  prouve  de  même  que  la  quantité  de  chaleur  qui,  pendant  l'unité 
de  temps,  s'écoule  uniformément  à  travers  une  unité  de  surface,  prise 
sur  une  section  quelconque  perpendiculaire  aux  x,  est  exprimée  par 
—  aK,  et  que  la  chaleur  totale  qui  traverse,  pendant  l'unité  de  temps, 
l'unité  de  surface  prise  sur  une  section  perpendiculaire  aux  y  est  ex- 
primée par  —  6K. 

Les  théorèmes  que  nous  avons  démontrés  dans  cet  article  et  dans 
les  deux  précédents  ne  supposent  point  que  l'action  directe  de  la  cha- 
leur soit  bornée  dans  l'intérieur  de  la  masse  à  une  distance  extrême- 
ment petite  :  ils  auraient  encore  lieu  si  les  rayons  de  chaleur  envoyés 
par  chaque  molécule  pouvaient  pénétrer  immédiatement  jusqu'à  une 
distance  assez  considérable;  mais  il  serait  nécessaire  dans  ce  cas,  ainsi 
que  nous  l'avons  remarqué  dans  l'article  70,  de  supposer  que  la  cause 
qui  entretient  les  températures  des  faces  du  solide  afTecte  une  partie 
de  la  masse  jusqu'à  une  profondeur  finie. 


DigJtJzcd  by 


Google 


THEORIE  DE  LA  CHALEUR. 


SECTION    VIII. 

XESL'BB   01    XOL'VEVENT    DE   LA.  CDALEUtt   EX  O    POIHT    DONNG   d'l'NE  MASSE  SOUDE. 

96. 

Il  nous  reste  encore  à  faire  connaître  un  des  principaux  éléments  de 
la  Théorie  de  la  chaleur  :  il  consiste  à  définir  et  à  mcsur-er  exactement 
la  quantité  de  chaleur  qui  s'écoule  en  chaque  point  d'une  masse  solide 
à  travers  un  plan  dont  la  direction  est  donnée. 

Si  la  chaleur  est  inégalement  distribuée  entre  les  molécules  d'un 
même  corps,  les  températures  de  chaque  point  varieront  à  chaque  in- 
stant. En  désignant  par  /  le  temps  écoulé  et  par  c  la  température  que 
regoit  après  le  temps  /  une  molécule  infiniment  petite  m  dont  les  coor- 
données sont  X, /,  z,  l'état  variable  du  solide  sera  exprimé  par  une 
équation  semblable  à  la  suivante  : 

Supposons  que  la  fonction  K  soit  donnée  et  que,  par  conséquent,  on 
puisse  déterminer,  pour  chaque  instant,  la  température  d'un  point 
quelconque;  concevons  que  par  le  point/n  on  mène  un  plan  horizontal 
parallèle  à  celui  des  xy  et  que,  sur  ce  plan,  on  trace  un  cercle  infini- 
ment petit  ta  dont  le  centre  est  en  m;  il  s'agit  de  connaître  quelle  est  la 
(]uanlité  de  chaleur  qui,  pendant  l'instant  dt,  passera,  à  travers  le 
cercle  w,  de  la  partie  du  solide  qui  est  inférieure  au  plan  dans  la  partie 
supérieure.  Tous  les  points  qui  sont  extrêmement  voisins  du  point  m. 
et  qui  sont  au-dessous  du  plan,  exercent  leur  action  pendant  l'instanl 
infiniment  petit  dl  sur  tous  ceux  qui  sont  au-dessus  du  plan  et  extrê- 
mement voisins  du  point  m,  c'est-à-dire  que  chacun  de  ces  points 
placés  d'un  même  côté  du  plan  enverra  de  la  chaleur  à  chacun  de  ceux 
qui  sont  placés  de  l'autre  côté.  On  considérera  comme  positive  l'action 
qui  a  pour  eiïet  de  transporter  une  certaine  quantité  de  chaleur  au- 
dessus  du  plan,  et  comme  négative  celle  qui  fait  passer  de  la  chaleur 
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au-dessous  du  plan.  La  somme  de  toutes  les  actions  partielles  qui 
s'exercent  à  travers  le  cercle  w,  c'est-à-dire  la  somme  de  toutes  les 
quantités  (le  chaleur  qui,  traversant  un  point  quelconque  de  ce  cercle, 
passent  de  la  partie  du  solide  qui  est  inférieure  au  plan  dans  la  partit- 
supérieure,  compose  le  flux  dont  il  faut  trouver  IVspression. 

Il  est  facile  de  concevoir  que  ce  flux  ne  doit  pas  être  le  même  dans 
toute  l'étendue  du  solide  et  que,  si,  en  un  autre  point  m',  on  traçait 
un  cercle  horizontal  u'  égal  au  précédent,  les  deux  quantités  de  cha- 
leur qui  s'élèvent  au-dessus  de  ces  plans  w  et  m',  pendant  le  même  in- 
stant, pourraient  n'être  point  égales;  ces  quantités  sont  comparables 
entre  elles  et  leurs  rapports  sont  des  nombres  que  l'on  peut  facilement 
déterminer. 

97. 

Nous  connaissons  déjà  la  valeur  du  flux  constant  pour  le  cas  du 
mouvement  linéaire  et  uniforme;  ainsi,  dans  un  solide  compris  entre 
deux  plans  horizontaux  infinis  dont  l'un  est  entretenu  à  la  tempéra- 
ture a  et  l'autre  à  la  température  6,  le  flux  de  chaleur  est  le  même 
pour  chaque  partie  de  la  masse;  on  peut  le  considérer  comme  ayant 
lieu  dans  le  sens  vertical  seulement.  Sa  valeur  correspondante  à  l'unité 

de  surface  et  à  l'unité  de  temps  est  K '>  e  désignant  la  distance 

perpendiculaire  des  deux  plans  et  K  ta  conducibilité  spécifique;  les 
températures  des  différents  points  du  solide  sont  exprimées  par  l'équa- 


Lorsqu'il  s'agit  d'un  solide  compris  entre  six  plans  rectangulaires 
parallèles  deux  à  deux,  et  lorsque  les  températures  des  différents  points 
sont  exprimées  par  l'équation  linéaire 

A  +  ax  -+-  by  +  C3, 

la  propagation  a  lieu  en  même  temps  selon  les  trois  directions  des  j:, 
des  y  et  des  s;  la  quantité  de  chaleur  qui  s'écoule  à  travers  une  por- 
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lion  déterminée  d'un  plan  parallèle  à  celui  des  œy  est  la  même  dans 
toute  l'étendue  du  pnaine;  sa  valeur  correspondante  à  l'unité  de  sur- 
l'ace  et  à  l'unité  de  temps  est  —  cK;  elle  est  —  èK  dans  le  sens  des  y, 
et  —aK  dans  celui  des  a-. 

En  général,  la  valeur  du  flux  vertical,  dans  les  deux  cas  que  l'on 
vient  de  citer,  ne  dépend  que  du  coelticient  de  z  et  de  la  conducibilité 
spécifique  K;  cette  valeur  est  toujours  égale  à  —  K-r^- 

L'expression  de  la  quantité  de  chaleur  qui,  pendant  l'instant  di, 
s'écoule  à  travers  Un  cercle  horizontal  infiniment  petit  dont  la  surface 
est  tu,  et  passe  ainsi  de  la  partie  du  solide  qui  est  inférieure  au  plan  du 
cercle  dans  la  partie  supérieure  est,  pour  les  deux  cas  dont  il  s'agit, 

y; 

98. 

It  est  aisé  maintenant  de  généraliser  ce  résultat  et  de  reconnaître 
qu'il  a  lieu,  quel  que  soit  le  mouvement  varié  de  la  chaleur  exprimé 
par  l'équation 

En  efl'et,  désignons  par  a:',  y,  s' les  coordonnées  du  point  m  et  par  v' 
sa  température  actuelle.  Soient  a;'+  l, y -\-r„  z' -\-^  les  coordonnées 
d'un  point  p.  infiniment  voisin  du  point  met  dont  la  température  est  (v; 
l,  Y],  C  sont  des  quantités  infiniment  petites,  ajoutées  aux  coordonnées 
■v\y,  s'%  elles  déterminent  la  position  des  molécules  infiniment  voi- 
sines du  point  m,  par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires  dont  l'ori- 
gine est  en  m  et  qui  seraient  parallèles  aux  axes  des  x,  des  jet  des  z. 
En  dirférentiant  l'équation 

et  remplaçant  les  diirérenti elles  par  \,-n,X^,  on  aura,  pour  exprimer  la 
valeur  de  w  qui  équivaut  'Av-^-dv,  l'équation  linéaire 
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les  coefficients  v',  -.->  -=-,  -r-  sont  des  fonctions  de  ir,  y,  3,  i  dans  les- 
quelles  on  a  mis  pour  x,  y,  z  les  valeurs  données  et  constantes  x',  y', 
3*  qui  conviennent  au  pointm. 

Supposons  que  le  même  point  m  appartienne  aussi  à  un  solide  com- 
pris entre  six  plans  rectangulaires,  que  les  températures  actuelles  des 
points  de  ce  prisme  qui  a  des  dimensions  finies  soient  exprimées  par 

l'équation  linéaire 

II'  — A,+  a?  +  ftï]  +  cC, 

et  que  les  molécules  placées  sur  les  faces  qui  terminent  le  solide  soient 
retenues  par  une  cause  extérieure  à  la  tempérafure  qui  leur  est  assi- 
gnée par  l'équation  linéaire;  Ç.  71,  ^  sont  les  coordonnées  rectangulaires 
d'une  molécule  du  prisme,  dont  la  température  est  w,  et  qui  est  rap- 
portée aux  trois  axes  dont  l'origine  est  en  m. 

Cela  posé,  si  l'on  prend  pour  valeurs  des  coefficients  constants  A,  a, 
b,  c,  qui  entrent  dans  l'équation  relative  au  prisme,  les  quantités  v', 
j-j  ^'37  qui  appartiennent  à  l'équation  différentielle,  l'état  du 
prisme  exprimé  par  l'équation 

coïncidera,  le  plus  qu'il  est  possible,  avec  l'état  du  solide;  c'est-à-dire 
que  toutes  les  molécules  infiniment  voisines  du  point  m  auront  la 
même  température,  soit  qu'on  les  considère  dans  le  solide  ou  dans  le 
prisme.  Cette  coïncidence  du  solide  et  du  prisme  est  entièrement  ana- 
logue à  celle  des  surfaces  courbes  avec  les  plans  qui  les  touchent. 

Il  est  évident,  d'après  cela,  que  la  quantité  de  chaleur  qui  s'écoule 
dans  le  solide  à  travers  le  cercle  w,  pendant  l'instant  dt,  est  la  même 
que  celle  qui  s'écoule  dans  le  prisme  à  travers  le  même  cercle;  car 
toutes  les  molécules  dont  l'action  concourt  à  l'un  et  à  l'autre  effet  ont 
la  même  température  dans  les  deux  solides.  Donc  le  flux  dont  il  s'agit 
a  pour  expression,  dans  l'un  et  l'autre  solide,  —K^<odt.  Il  serait 
—  K~  lodl,  si  le  cercle  w  dont  le  centre  est  m  était  perpendiculaire  à 
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l'axe  des  j',  et  —K^otdt  si  ce  cercle  était  perpendiculaire  à  l'axe 
des  a-. 

La  valeur  du  flux  que  l'on  vient  de  déterminer  varie  dans  le  solide 
d'un  point  à  un  autre,  el  elle  varie  aussi  avec  te  temps.  On  pourrait 
concevoir  qu'elle  a,  dans  tous  les  points  de  l'unité  de  surface,  ta  même 
valeur  qu'au  point  m  et  qu'elle  conserve  celte  valeur  pendant  l'unité 
de  temps;  alors  le  flux  serait  exprimé  par  — K-j-,.  il  serait  — K^ 
dans  le  sens  des_)'et  —  K  i  dans  celui  des  jt.  Nous  employons  ordi- 
nairement dans  le  calcul  cotte  valeur  du  flux  ainsi  rapportée  à  l'unité 
de  temps  et  à  l'unité  de  surface. 

99. 

Ce  tiiéorème  sert,  en  général,  à  mesurer  la  vitesse  avec  laquelle  la 
cliaU'ur  tend  à  traverser  un  point  donné  d'un  plan,  situé  d'une  manière 
quelconque  dans  l'intérieur  d'un  solide  dont  les  températures  varient 
avec  le  temps.  Il  faut,  par  le  point  donné  m,  élever  une  perpendicu- 
laire sur  le  plan  et  élever  en  chaque  point  de  cette  perpendiculaire  des 
ordonnées  qui  représentent  les  températures  actuelles  de  ses  diffé- 
rents points.  On  formera  ainsi  une  courbe  plane  dont  l'axe  des  ab- 
scisses est  la  perpendiculaire.  La  fluxion  de  l'ordonnée  de  cette  courlic, 
qui  répond  au  point  m.  élant  prise  avec  un  signe  contraire,  exprime 
la  vitesse  avec  laquelle  la  clialeur  se  porte  au  delà  du  plan.  On  sait 
que  celle  fluxion  de  l'ordonnée  est  la  tangente  de  l'angle  formé  par 
l'élément  de  la  oourbe  avec  la  parallèle  aux  abscisses. 

Le  résultat  que  l'on  vient  d'exposer  est  celui  dont  on  fait  les  appli- 
cations les  plus  fréquentes  dans  la  Théorie  de  la  chaleur.  On  ne  peut  eu 
traiter  les  différentes  questions  sans  se  former  une  idée  très  exacte  de 
la  valeur  du  flux  en  cha(|ue  point  d'un  corps  dont  les  températures 
sont  variables.  Il  est  nécessaire  d'insister  sur  cette  notion  fondamen- 
tale: l'exemple  que  nous  allons  rapporter  indiquera  plus  clairement 
l'usage  que  l'on  en  fait  dans  le  calcul. 
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100. 

Supposons  que  les  difTérents  points  d'une  masse  cubique,  dont  le 
côté  est  r,  aient  actuellement  des  températures  inégales,  représentées 
par  l'équation 

f  —  COSiTCOS/COSS. 

Les  coordonnées  a^,  y,  =  sont  mesurées  sur  trois  axes  rectangulaires, 
dunt  l'origine  est  au  centre  du  cube  et  qui  sont  perpendiculaires  aux 
laces.  Les  points  de  la  surface  extérieure  du  solide  ont  actuellement  la 
température  o,  et  l'on  suppose  aussi  que  des  causes  extérieures  cori- 
servenl  à  tous  ces  points  leur  température  actuelle  o.  D'après  cette 
hypotbèse,  le  corps  se  refroidira  de  plus  en  plus;  tous  les  points  situés 
dans  l'intérieur  de  la  masse  auront  des  températures  variables  et, 
après  un  temps  infini,  ils  acquerront  tous  la  température  o  de  la  sur- 
face. 

Or  nous  démontrerons  par  la  suite  que  l'état  variable  de  ce  solide 
est  exprimé  par  l'équation 

i'  —  f-^'cosj'Cos/COS:; 

le  coefficient  g  est  égal  à  ™j.  K  est  la  conducibilité  spécifique  de  la 
substance  dont  le  solide  est  formé,  D  est  la  densité  et  C  la  cbaleur  spé- 
cifique ;  t  est  le  temps  écoulé. 

Nous  supposons  ici  que  l'on  admet  la  vérité  de  cette  équation,  et 
nous  allons  examiner  l'usage  que  l'on  en  doit  faire  pour  trouver  la 
quantité  de  chaleur  qui  traverse  un  plan  donné,  parallèle  à  l'un  des 
plans  rectangulaires. 

Si,  par  le  point  m  dont  les  coordonnées  sont  -rij,  5,  on  mène  un 
plan  perpendiculaire  aux  z,  on  trouvera,  d'après  l'article  précédent, 
que  la  valeur  du  flux  en  ce  point  et  à  travers  le  plan  est 

—  K  ~     ou     Ke-^'cosJTCOSvsin;. 
La  quantité  de  chaleur  qui  traverse,  pendant  l'instant  di,  un  rec- 
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(angle  infiniment  petit  situé  sur  ce  plan  et  qui  a  pour  côtés  dx  et  dy 

est 

Kc-*'  cosx  coiy  sin  zdxdy  de. 

Ainsi  la  chaleur  totale  qui,  pendant  l'instant  dt,  traverse  l'étendue  en- 
tière (lu  même  plan  est 

Ke-*'sin3t/(//cos.rcos/t/xrfK; 

la  double  intégrale  étant  prise  depuis  se  =  —  {t:  jusqu'à  x  =  J-it,  et 

depuis  j  =  —  3 TC  jusqu'à  y--\T:.  On  trouvera  donc  pour  l'expression 

(Ir.  celte  chaleur  totale 

4Ke-«''siii3(/f. 

Si  l'on  prend  ensuite  l'intégrale  par  rapporta  t,  depuis /  =  oiusqu'ii 
/  =  ^  on  trouvera  la  quantité  de  chaleur  qui  a  traversé  le  même  plan, 
depuis  que  le  refroidissement  a  commencé  jusqu'au  moment  actuel. 


perdue  par  l'une  des  faces  est  —^-   Le  même  raisonnement  s'appli- 

quant  à  chacune  des  six  faces,  on  conclut  que  le  solide  a  perdu  par 
son  refroidissement  complet  une  chaleur  totale  dont  la  quantité  est 

^-^  ou  8CD,  puisqueg-éciuivaut  à  tt|-.  ■  Cette  chaleur  totale  qui  se  dis- 
sipe pendant  la  durée  du  refroidissement  doit  être,  en  elTet,  indépen- 
danle  de  la  conducihilité  propre  K,  qui  ne  peut  influer  que  sur  le  plus 
ou  moins  de  vitesse  du  refroidissement. 

On  peut  déterminer  d'une  autre  manière  la  quantité  de  chaleur  que 
le  solide  perd  pendant  un  temps  donné,  ce  qui  servira,  en  quelque 
sorte,  à  vérifier  le  calcul  précédent.  En  effet,  la  masse  de  la  molécule 
rectangulaire  dont  les  dimensions  sont  ^,  dy,  dz  est  Ddxdydz;  par 
conséquent  la  quantité  de  chaleur  qu'il  faut  lui  donner  pour  la  porter 
de  la  température  o  à  celle  de  l'eau  bouillante  est  il\idxdydz,  et,  s'il 
fallait  élever  la  molécule  à  la  température  v,  cette  chaleur  excédante 
serai  t  (>  CD  dx  dydz. 


DigJtJzcd  by 


Google 


CHAPITRE  I.  -  INTRODUCTION.  8:J 

Il  suit  (le  là  que,  pour  trouver  la  quantité  dont  la  chaleur  du  splide 
surpasse,  après  le  temps  t,  celle  qu'il  contiendrait  à  la  température  o, 
il  faut  prendre  l'intégrale  multiple  f f  j vÇX) dx dy dz  entre  les  limites 

•T-:= — ^ir,     x=i^;t;         r^^  — i^TT,     ^■^i:=|n;         3  =  — Jt:,     ; -=  J  t:. 

On  trouve  ainsi,  en  mettant  pour  c  sa  valeur,  savoir 

*?'"  tO%X  COSJ  C«S  J, 

que  l'excès  de  la  chaleur  actuelle  sur  celle  qui  convient  à  la  tempéra- 
ture o.esl  8CD(i  —  «"*')  ou,  après  un  temps  infini,  8CD,  comme  on  l'a 
trouvé  précédemment. 

Nous  avons  exposé,  dans  cette  Introduction,  tous  les  éléments  qu'il 
est  nécessaire  de  connaître  pour  résoudre  les  diverses  questions  rela- 
tives au  mouvement  de  la  chaleur  dans  les  corps  solides,  et  nous  avons 
donné  des  applications  de  ces  principes  afin  de  montrer  la  manière  de 
les  employer  dans  le  calcul;  l'usage  le  plus  important  que  l'on  en 
puisse  faire  est  d'en  déduire  les  équations  générales  de  la  propagation 
de  la  chaleur,  ce  qui  est  l'objet  du  Chapitre  suivant. 
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CHAPITRE   II. 

figCATlONS  DU  MOUVEMENT  DE  I,A  CHALEUR. 


SECTION   I. 

VARIE    DE   LA   CHALBUR    DAKS   IXE   AHXILLE. 


On  pourrait  former  les  équations  générales  qui  représonlent  le  mou- 
vement de  la  chaleur  dans  les  corps  solides  d'une  figure  quelconque 
t'I  tes  appliquer  aux  cas  particuliers.  Mais  cette  mèlliode  entraîne  quel- 
(Hicfois  des  calculs  assez  compliqués  que  l'on  peut  facilement  éviter. 
Il  y  a  plusieurs  de  ces  questions  qu'il  est  préférable  de  traiter  d'une 
manière  spéciale  en  exprimant  les  conditions  qui  leur  sont  propres. 
Nous  allons  suivre  celte  marche  et  examiner  séparément  les  questions 
que  l'on  a  énoncées  dans  ta  Section  I  de  l'Introduction;  nous  nous 
bornerons  d'abord  à  former  les  équations  difTérentielles,  et  nous  en 
donnerons  les  intégrales  dans  les  Chapitres  suivants. 

102. 

On  3  déjà  considéré  le  mouvement  uniforme  de  la  chaleur  dans  une 
barre  prismatique  d'une  petite  épaisseur  et  dont  l'extrémité  est  plongée 
dans  une  source  constante  de  chaleur.  Ce  premier  cas  ne  présentait 
aucune  difficulté,  parce  qu'il  ne  se  rapporte  qu'à  l'état  permanent  des 
températures  et  que  l'équation  qui  l'exprime  s'intègre  facilement.  La 
question  suivante  exige  un  .examen  plus  approfondi  ;  elle  a  pour  objet 
de  déterminer  l'état  variable  d'un  anneau  solide  dont  les  différents 
points  ont  reçu  des  températures  initiales  entièrement  arbitraires. 
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L'anneau  solide  ou  armille  est  engendré  par  la  révolution  d'une 
section  rectangulaire  autour  d'un  axe  perpendiculaire  au  plan  de 
l'anneau  {fig.  3);  /  est  le  périmètre  de  la  section  dont  S  est  la  sur- 
face, (e  coefficient  h  mesure  la  conducibilité  extérieure,  K  la  condii- 
cibilité  propre,  C  la  capacité  spécifique  de  chaleur,  D  la  densité.  La 
ligne  oat.r'a;'' représente  la  circonférence  moyenne  de  l'armille,  ou  celle 
qui  passe  par  les  centres  de  figure  de  toutes  les  sections;  la  distance 
d'une  section  à  l'origine  o  est  mesurée  par  l'arc  dont  la  longueur 
est  .r;  R  est  le  rayon  de  la  circonférence  moyenne. 


On  suppose  qu'à  raison  des  petites  dimensions  et  de  la  forme  de  la 
section  on  puisse  regarder  comme  égales  les  températures  des  dif- 
férents points  d'une  même  section. 

103. 

Concevons  que  l'on  donne  actuellement  aux  différentes  tranches  de 
l'armille  des  températures  initiales  arbitraires,  et  que  ce  solide  soit 
ensuite  exposé  à  l'air,  qui  conserve  la  température  o  et  qui  est  déplacé 
avec  une  vitesse  constante;  le  système  des  températures  variera  conti- 
nuellement; la  chaleur  se  propagera  dans  l'anneau  et  elle  se  dissipera 
par  la  surface  :  on  demande  quel  sera  l'état  du  solide  dans  un  instant 
donné. 

Soit  V  la  température  que  la  section  placée  k  la  distance  x  aurii 
acquise  après  le  temps  écoulé  /;  r  est  une  certaine  fonction  de  x  et 
de  /,  dans  laquelle  doivent  entrer  aussi  toutes  les  températui'et^  ini- 
tiales; c'est  cette  fonction  qu'il  s'agit  de  découvrir. 
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104. 

Oii  considérera  le  mouvement  de  la  chaleur  dans  une  tranclie  infi- 
niment petite,  comprise  entre  une  section  placée  à  la  distance  x  et  une 
autre  section  placée  à  la  distance  x  +  djc.  L'élat  de  cette  tranche  pen- 
dant la  durée  d'un  instant  est  celui  d'un  solide  infini  que  terminent 
deux  plans  parallèles  retenus  k  des  températures  inégales;  ainsi  la 
quantité  de  chaleur  qui  s'écoule  pendant  cet  instant  di  à  travers  la 
première  section,  et  passe  ainsi  de  la  partie  du  solide  qui  précède 
la  tranche  dans  cette  tranche  elle-même,  est  mesurée,  d'après  les 
principes  étahlis  dans  l'Introduction,  par  le  produit  de  quatre  facteurs, 
savoir  la  conducibililc  K,  l'aire  de  la  sectlon^S,  le  rapport -r-  et  la 
durée  de  l'instant;  elle  a  pour  expression  —  KS  ^dt.  Pour  connaître 
la  quantité  de  chaleur  qui  sort  de  la  même  tranche  à  travers  la  seconde 
section  et  passe  dans  lu  partie  contiguë  du  solide,  il  faut  seulement 
changer  x  en  ar-^djc  dans  l'expression  précédente  ou,  ce  qui  est  la 
môme  chose,  ajouter  à  cette  expression  sa  différentielle  prise  par  rap- 
port à  X  :  ainsi  la  tranche  rei^oit  par  une  de  ses  faces  une  quantité  de 
chaleur  égale  à  —  KS  -r-_dt  et  perd  par  la  face  opposée  une  quantité  de 
chaleur  exprimée  par  —  KS  -^dt  —  KS  j^^dxdl.  Elle  acquiert  donc, 
à  raison  de  sa  position,  une  quantité  de  chaleur  égale  à  la  dilîérence 
des  deux  quantités  précédentes,  qui  estKS -^^dxdt. 

D'un  autre  côté,  cette  même  tranche,  dont  la  surface  extérieure  est 
/dx  et  dont  la  température  difTere  infiniment  peu  de  c,  laisse  échapper 
dans  l'air,  pendant  l'instant  dt,  une  quantité  de  chaleur  équivalente  à 
hlvdxdt;  il  suit  de  là  que  cette  partie  infiniment  petite  du  solide  con- 
serve, en  effet,  une  quantité  de  chaleur  représentée  par 

KS—d^dt—Alvd^dt 

et  qui  fait  varier  sa  température.  Il  faut  examiner  quelle  est  la  quantité 
de  ce  changement. 
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105. 

Le  coefficient  C  exprime  ce  qu'il  faut  de  chaleur  pour  élever  l'unité 
lie  poids  de  la  substance  dont  il  s'agit  depuis  la  température  o  juisqu'à 
la  température  i;  par  conséquent,  en  multipliant  le  volume  S(/jrde  la 
tranche  infiniment  petite  par  la  densité  D,  pour  connaître  son  poidï;, 
et  par  la  capacité  spécifique  de  chaleur  C,  on  aura  CDS(/jr,  pour  la 
quantité  de  chaleur  qui  élèverait  le  volume  de  la  tranche  depuis  la 
température  o  jusqu'à  la  température  i.  Donc  l'accroissement  de  la 
température  qui  ré.sultc  de  l'addition  d'une  quantité  de  chaleur  égale 
à  KS  -.—.da:(lt  —  klvdxdi  se  trouvera  en  divisant  celte  dernière  quan- 
tité parCDSrf.r.  Donc,  en  désignant  selon  l'usage  par  -r-dt  l'accrois- 
sement de  température  qui  a  lieu  pendant  l'instant  dl,  on  aura  l'équa- 
tion 

'  dt    -  Cl>  d.v*    '  CDS  "■ 

Nous  expliquerons  par  la  suite  l'usage  que  l'on  doit  faire  de  cette 
équation  pour  en  déduire  une  solution  complète,  et  c'est  en  cela  que 
consiste  la  difficulté  de  la  question;  nous  nous  bornerons  ici  à  une 
remarque  qui  concerne  l'état  permanent  de  l'armille. 

106. 

Supposons  que,  le  plan  de  l'atmcau  étant  horizontal,  on  place  au-des- 
sous de  divers  points  m,  n,p,  q,  ...  des  foyers  de  chaleur  dont  chacun 
exerce  une  action  constante;  la  chaleur  se  propagera  dans  le  solide  et, 
celle  qui  se  dissipe  par  la  surface  étant  incessamment  remplacée  par 
celle  qui  émane  des  foyers,  la  température  de  chaque  section  du  solide 
s'approchera  de  plus  en  plus  d'une  valeur  slationnaire  qui  varie  d'une 
section  à  l'autre.  Pour  exprimer,  au  moyen  de  l'équation  (t),  la  loi  de 
ces  dernières  températures  qui  subsisteraient  d'elles-mêmes  si  elles 
étaient  établies,  il  faut  supposer  que  la  quantité  t>  ne  varie  point  par 
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rapport  à  i,  ce  qui  rend  nul  le  terme  ^-  On  aura  ainsi  l'équation 

dx^  ~  KS    ' 
d'où  l'on  déduit  par  l'intégration 

M  et  N  étant  les  deux  constantes. 

107. 

Supposons  qu'une  portion  de  la  circonférence  de  l'anneau,  placée 
entre  deux  foyers  consécutifs,  soit  divisée  en  parties  égales;  désignons 
par  c, ,  t'a,  c,,  Vt.  ...  les  températures  des  points  de  division  dont  les 
distances  à  l'origine  sont  .r,,  a-j,  x,,  a-,,  ...;  la  relation  entre  v  et  a- 
sera  donnée  par  l'équation  précédente,  après  que  l'on  aura  déterminé  les 
deux  constantes  au  moyen  des  deux  valeurs  de  c  qui  correspondent  aux 

foyers.  Désignant  par  a  la  quantité  e     ^*et  par  "k  la  distance  x,  —  a-, 
de  deux  poinis  de  division  consécutifs,  on  aura  les  équations 

d'où  l'on  tire  la  relation  suivante  : 


On  trouverait  un  résultat  semblable  pour  les  trois  [toints  dont  les  tem- 
pératures sont  i-,,  Cj,  f,,  et  en  général  pour  trois  points  consécutifs.  Il 
suit  de  là  que,  si  l'on  observait  les  températures  i",,  i*!,  f,.  c,,  Cj,  ...  de 
plusieurs  points  successifs,  tous  placés  entre  les  deux  mêmes  foyers  m 
e(  n  et  séparés  par  un  intervalle  constante,  on  reconnaîtrait  que  trois 
températures  consécutives  quelconques  sont  toujours  telles  que  la 
somme  de  deux  extrêmes,  divisée  par  la  moyenne,  donne  un  quotient 
constant  a^+a"^. 
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Si,  dans  l'espare  compris  entre  deux  autres  foyers  n  et  p,  on  obser- 
vait les  températures  de  divers  autres  points  séparés  par  le  même 
intervalle  >■,  on  trouverait  encore  que,  pour  trois  points  consécutifs 
quelconques,  la  somme  des  deux  températures  extrêmes,  divisée  par 
la  moyenne,  donne  le  même  quotient  a*--!- a"^.  La  valeur  de  ce  quotient 
ne  dépend  ni  de  la  position  ni  de  l'intensité  des  foyers. 

109. 
Soit  q  cette  valeur  constante,  on  aura  l'équation 

on  voit  par  ta  que,  lorsque  la  circonférence  est  divisée  en  parties 
égales,  les  températures  des  points  de  division  compris  entre  deux 
foyers  consécutifs  sont  représentées  par  les  termes  d'une  série  récur- 
rente dont  l'écliellc  de  relation  est  composée  de  deux  termes  y  et  —  i . 
Les  expériences  ont  pleinement  confirmé  ce  résultat.  Nous  avons 
exposé  un  anneau  métallique  à  l'action  permanente  et  simultanée  de 
divers  foyers  de  chaleur  et  nous  avons  observé  les  températures  sla- 
tionnaires  de  plusieurs  points  séparés  par  un  intervalle  constant;  nous 
avons  toujours  reconnu  que  les  températures  de  trois  points  consé- 
cutifs quelconques,  non  séparés  par  un  foyer,  avaient  entre  elles  ta 
relation  dont  il  s'agit.  Soit  que  l'on  multiplie  les  foyers,  et  de  quelque 
manii-re  qu'on  les  dispose,  on  ne  peut  apporter  aucun  changement  à 
la  valeur  numérique  du  quotient -^ — -;  il  ne  dépend  que  des  dimen- 
sions ou  de  la  nature  de  l'anneau,  et  non  de  la  mariière  dont  ce  solide 
est  échauffé- 

UO. 

Lorsqu'on  a  trouvé  par  l'observation  la  valeur  du  quotient  constant  r/ 
cKi  -!-^~?,  on  en  conclut  la  valeur  de  œ,  au  moyen  de  l'équation 
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Otto  quantité  ébmt  dé  terminée,  on  en  conclut  la  valeur  du  rapport 
'-.  qui  est -.(logx)-.  Désignant  «'■  par  w,  on  aura 

l.'uiio  des  racines  de  cette  équation  est  x^,  et  l'autre  racine  est  oc~'; 

uiiisi  le  rapport  des  deux  conducibilités  se  trouve  en  multipliant  -^  par 

le  carré  du  logarithme  hyperbolique  de  l'une  quelconque  des  racines 
de  l'équation  o'  —  ^rw  -i-  i  =  o  et  divisant  le  produit  par  >.', 

SKCTION   II. 

fiQUATtOlV    DU   XOUVBaENT    VARIE    RE   L.l   CHALEIR    DANS   lyt  SPHÈRE    SOLIDE. 
III. 

Une  masse  solide  homogène  de  forme  :i4pliérique,  ayant  été  plongée 
pendant  un  temps  infini  dans  un  milieu  entretenu  à  la  température 
permanente  i ,  est  ensuite  exposée  à  l'air  qui  conserve  la  température  o 
rt  qui  est  déplacé  avec  une  vitesse  constante  :  il  s'agit  de  déterminer 
les  états  successifs  du  corps  pendant  toute  la  durée  du  refroidis- 
sement. 

On  désigne  par  j-  la  distance  d'un  point  quelconque  au  cenlre  <lr 
la  sphère,  par  r  la  température  de  ce  mémo  point  après  un  temps 
écoulé  /;  on  suppose,  pour  rendre  la  question  plus  générale,  que  la 
température  initiale,  commune  à  tous  les  points  qui  sont  placés  à  la 
dislance  a:  du  centre,  est  différente  pour  les  différentes  valeurs  de  a-, 
c'est  ce  qui  aurait  lieu  si  l'immersion  ne  durait  point  un  temps  infini. 

Les  points  du  solide,  également  distants  du  centre,  ne  cesseront 
point  d'avoir  une  température  commune;  ainsi  c  est  une  fonction  de  v 
et  de  /.  Lorsqu'on  suppose  /  =  o,  il  est  nécessaire  que  la  valeur  de 
cette  fonction  convienne  ii  l'état  initial  qui  est  donné,  et  qui  est  entiè- 
rement arbitraire. 
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Oii  consiiicrera  le  mouvement  instantané  de  la  chaleur  clans  une 
couche  infiniment  peu  épaisse,  terminée  par  les  deux  surfaces  splié- 
riqucs  dont  les  rayons  sont  x  et  a:  -i- dar  :  la  quantité  de  chaleur  qui, 
pendant  un  instant  infiniment  petit  dt,  traverse  la  moindre  surface 
dont  le  rayon  est  x,  et  passe  ainsi  de  la  partie  du  solide  qui  est  plus 
voisine  du  centre  dans  la  couche  spliérique,  est  égale  au  produit  dr 
quatre  facteurs  qui  sont  la  conducihilité  K,  la  durée  (h,  l'étendue  4"ï"= 


Pour  connaître  la  quantité  de  chaleur  qui  s'écoule  pendant  le  même 
instant  par  la  seconde  surface  de  la  même  couche,  et  passe  de  celle 
couche  dans  la  partie  du  solide  qui  l'enveloppe,  il  faut  changer,  dans 
l'expression  précédente,  x  en  x-i-dx,  c'est-à-dire  ajouter  au  terme 
—  /jK-a:*  -f-dt  la  dilTérentielle  de  ce  terme  prise  par  rapport  à  x.  On 
trouve  ainsi 

ôJ-  d.v\      ùx  ). 

pour  l'expression  de  la  quantité  de  chaleur  qui  sort  de  la  couche  sphé- 
rique  en  traversant  sa  seconde  surface  ;  et,  si  l'on  retranche  celte  quan- 
tité de  celle  qui  entre  par  la  première  surface,  on  aura 

Cette  différence  est  évidemment  la  quantité  de  chaleur  qui  s'accumule 
dans  la  couche  intermédiaire,  et  dont  l'elfet  est  de  faire  varier  sa  tem- 
pérature. 

Ii:(. 

Le  coefficient  C  désigne  ce  qu'il  faut  de  chaleur  pour  éU^ver  de  la 
température  o  à  la  température  i  un  poids  déterminé  qui  sert  d'unilé: 
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I>  est  le  poids  de  l'unité  de  volume;  l\r:x*djc  est  le  volume  de  la 
couche  intermédiaire  ou  n'en  diiïêrc  que  d'une  quantité  qui  doit  êtrfî 
omise  :  donc  i^vClix^dx  est  la  quantité  de  clialeur  nécessaire  pour 
porter  la  Iranclie  intermédiaire  de  la  température  o  à  la  tempéra- 
turc  I.  Il  faudra  par  conséquent  diviser  la  quantité  de  chaleur  qui 
s'accumule  dans  cette  couche  par  4'TtDx'(ir,  et  l'on  trouvera  l'ac- 
croissement de  sa  température  c  pendant  l'instant  dt.  On  obtiendra 

ainsi  l'équation 

,        K    ,    1     d  (  .dv\ 


114. 

L'équation  précédente  représente  la  loi  du  mouvement  de  la  cha- 
leur dans  l'intérieur  du  solide;  mais  les  températures  des  points  de  la 
surface  sont  encore  assujetties  à  une  condition  particulière  qu'il  est 
nécessaire  d'exprimer. 

Cette  condition  relative  à  l'état  de  la  surlace  peut  varier  selon  la 
nature  des  questions  que  l'on  traite;  on  pourrait  supposer,  par 
exemple',  qu'après  avoir  échauffé  la  sphère  et  élevé  toutes  ses  molé- 
cules à  ta  température  de  l'eau  bouillante,  on  opère  le  refroidissement 
en  donnant  à  tous  les  points  de  ta  surface  la  température  o  et  les  rete- 
nant à  cette  température  par  une  cause  extérieure  quelconque.  Dans 
ce  cas,  on  pourrait  concevoir  que  la  sphère  dont  on  veut  déterminer 
l'état  variable  est  couverte  d'une  enveloppe,  extrêmement  peu  épaisse, 
sur  laquelle  la  cause  du  refroidissement  exerce  son  action.  On  suppo- 
serait :  i"  que  cette  enveloppe  infiniment  mince  est  adtiérente  au 
solide,  qu'elle  est  de  la  même  substance  que  lui,  et  qu'elle  en  fait 
partie,  comme  tes  autres  portions  de  la  masse;  2°  que  toutes  tes 
molécules  de  l'enveloppe  sont  assujetties  à  la  température  o  par  une 
cause  toujours  agissante  qui  empêche  que  cette  température  puisse 
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être  jamais  au-dessus  ou  au-dessous  de  o.  Pour  exprimer  cette  même 
condition  dans  le  calcul,  on  doit  assujettir  la  fonction  c,  ([ui  contient 
jt  et  /,  à  devenir'Dulle  lorsqu'on  donne  à  x  sa  valeur  totale  X  égale  au 
rayon  de  la  sphère,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  valeur  de  t.  On  aurait 
donc,  dans  cette  hypothèse,  en  désignant  par  <p(x, /)  la  fonction  de  .r 
et  t  qui  iloit  donner  la  valeur  de  v,  les  deux  équations 

ôt  ~CI)U.i'  "^^-  ô-rY 


de  plus,  il  faut  que  l'état  initial  soit  représenté  par  cette  même  fonc- 
tion o{x,t);  on  aura  donc,  pour  seconde  condition. 

Ainsi  l'état  variable  d'une  sphère  solide,  dans  la  première  hypothèse 
que  nous  avons  décrite,  sera  représenté  par  une  fonction  c,  qui  doit 
satisfaire  aux  trois  équations  précédentes.  La  première  est  générale  el 
convient  à  chaque  instant  à  tous  les  points  de  la  masse;  la  seconde 
alTecle  les  seules  molécules  de  la  surface  et  la  troisième  n'appartient 
qu'à  l'état  initial. 

I  ir). 

Si  le  solide  se  refroidit  dans  l'air,  la  seconde  équation  est  dilfé- 
rente;  il  faut  alors  concevoir  que  l'enveloppe  extrêmement  mince  est 
retenue,  par  une  cause  extérieure,  dans  un  état  propre  à  faire  sortir  à 
chaque  instant  de  la  sphère  une  quantité  de  chaleur  égale  à  celle  que 
la  présence  du  milieu  peut  lui  enlever. 

Or  la  quantité  de  chaleur  qui,  pendant  la  durée  d'un  instant  inti< 
niment  petit  dt,  s'écoule  dans  l'intérieur  du  solide,  à  travers  la  surface 

sphérique  placée  à  la  distance  x,  est  égale  à  —  ^K^r-r^  S""*^''  ^*  "^t***- 
expression  générale  est  applicable  à  toutes  les  valeurs  de  .r.  Ainsi,  en 
y  supposant  ;£  =  X,  on  connaîtra  la  quantité  de  chaleur  qui,  dans  l'élal 
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variable  (ir  la  splièrc  passerait  à  travers  l'enveloppe  extrêmement 
minci'  (|ui  la  termine;  d'un  autiv  côté,  h  surface  extérieure  du  solide 
ayant  une  température  variable,  que  nous  désignerons  parV,  laisserait 
éehapper  dans  l'air  une  quantité  de  chaleur  proportionnelle  a  cette 
tonipératurc  et  s  rélendnc  de  la  surracc.qui  est  /j^X*.  Cette  quantité  a 
[tour  valeur -'|/i7:\-Vrf/. 

Pour  exprimer,  comme  on  le  suppose,  que  l'action  île  l'enveloppe 
remplace  à  chaque  instant  celle  qui  résulterait  de  la  présence  du 
milieu,  il  suffit  d'éjjaler  la  quantité  .\/i-\''\dl  ti  la  valeur  que 
reçoit  l'expression  î<  —  4  ~-^*  7^ '^''i  lorsqu'on  donne  à  x  sa  valeur 
totale  X;  et  l'on  obtient  par  là  l'équation  -^-  =  ~  t^  c,  qui  doit  avoir 
lieu  lorsque  dans  les  fonctions  .-  et  c  on  met,  au  lieu  de  ^r,  sa  valeur  \, 
i-e  que  l'on  désignera  en  écrivant 


IIB. 

Il  faut  donc  que  la  valeur  de  —■>  prise  lorsque  a- =  X,  ait  un  rapport 
eonstinl  —  jt  avec  la  valeur  de  r  qui  répond  au  même  point.  Ainsi  l'on 
supposera  que  la  cause  extérieure  du  refroidissement  détermine  tou- 
jours l'état  de  l'enveloppe  extrêmement  mince,  en  sorte  que  la  valeur 
de  '-.-  qui  résulte  de  cet  état  soit  proportionnelle  à  la  valeur  de  c  cor- 
respondante à  J7  =  X,  et  que  le  rapport  constant  de  ces  deux  quantités 
soit  —  r-  Celte  con(li.tion  étant  remplie  au  moyen  d'une  cause  toujours 
présente,  qui  s'oppose  à  ce  que  la  valeur  extrême  de  -^  soit  autre  que 
—  r-  «'.  l'action  de  l'enveloppe  tiendra  lieu  de  celle  de  l'air. 

Il  n'est  point  nécessaire  de  supposer  que  l'enveloppe  extérieure  soil 
extrêmement  mince  et  l'on  verra  par  la  suite  qu'elle  pourrait  avoir 
une  épaisseur  indéfinie.  On  considère  ici  cette  épaisseur  comme  infi- 
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niinent  petite,  pour  ne  fixer  l'attciition  que  sur  l'état  de  l.i  snpeiticie 
du  solide. 

117. 

Il  suit  de  là  que  les  trois  équations  qui  doivent  déterminer  la  foiir- 
lion  ->{a-,  /)  ou  r  sont  les  suivantes  : 

Ov  _   K_  .-^        2  rfr  \ 

Kg  +  /,V  =  o,         ,(..,„)^,. 

La  première  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  possibles  di;  .v  et  de  /;  la 
seconde  est  satisfaite  lorsque  x  —  X,  quelle  que  soit  la  valeur  de  l;  et 
la  troisième  est  satisfaite  pour  t  =  o.  quelle  (]ue  soit  la  valeur  de  .r. 

On  pourrait  supposer  que,  dans  l'état  initial,  toutes  les  eouclies 
sphériques  n'ont  pas  une  même  température;  c'est  ce  qui  arrive  néces- 
sairement, si  l'on  ne  conçoit  pas  que  l'immersion  ait  duré  un  temps 
infini.  Dans  ce  cas,  qui  est  plus  général  que  le  précédeul,  on  repré- 
sentera par  F(.r)  la  fonction  donnée,  qui  exprime  la  tempérafore  ini- 
tiale des  molécules  placées  à  la  distance  x  du  centre  de  la  sphère;  on 
remplacera  alors  la  troisième  équation  par  celle-ci 

v^•^.«)--=^"(■'■)• 

Il  ne  reste  pins  qu'une  question  purement  analytique  dont  on  don- 
nera la  solution  dans  l'un  dc-t  Chapitres  suivants.  E)lle  consiste  It 
trouver  la  valeur  de  f,  au  moyen  de  la  condition  générale  et  des  deux 
conditions  particulières  auxquelles  elle  est  assujettie. 

SECTION    III. 

ÉQUATIONS    DU   10L'VEIIE<ir   TAME    DE    LA    CHALEUR    DANS   L>*   CÏLI^DRE   SltLlDK. 


l'n  cylindre  solide,  d'une  longueur  intînie,  et  doul  le  côté  est  per 
pendiculaire  ii  la  base  circulaire,  ayant  été  entièrement  plongé  dan: 
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tiii  liqiiitle  dont  \a  température  est  uniforme,  s'est  échaufîé  successi- 
vement, en  sorte  que  tous  les  points  également  éloignés  de  l'axe  ont 
acquis  la  même  température;  on  l'expose  ensuite  à  un  courant  d'air 
plus  froid;  il  s'agit  de  déterminer  les  températures  des  différentes 
couches,  après  un  temps  donné. 

■r  désigne  le  rayon  d'une  surface  cylindrique  dont  tous  les  points 
sont  également  distants  de  l'axe;  X  est  le  rayon  du  cylindre;  c  est  la 
température  que  tes  points  du  solide,  situés  à  la  distance  a:  de  l'axe, 
doivent  avoir,  après  qu'il  s'est  écoulé,  depuis  le  commencement  du 
refroidissement,  un  temps  désigné  par  t.  Ainsi  v  est  une  fonction  de^ 
et  de  /;  et,  si  l'on  y  fait  /  =  o,  il  est  nécessaire  que  la  fonction  de  or, 
qui  en  proviendra,  satisfasse  a  l'état  initial  qui  est  arbitraire. 

119. 

On  considérera  le  mouvement  de  la  clialeur  dans  une  portion  infi- 
niment peu  épaisse  du  cylindre,  comprise  entre  la  surface  dont  le 
rayon  est  x  et  celle  dont  te  rayon  est  x  ■+■  dx.  La  quantité  de  chaleur 
que  cette  portion  rei,-oiI,  pendant  l'instant  dl,  de  la  partie  du  solide 
qu'elle  enveloppe,  c'est-ïj-dire  la  quantité  qui  traverse  pendant  ce 
même  temps  la  surface  cylindrique  dont  le  rayon  est  x,  et  à  laquelle 
nous  supposons  une  longueur  égale  à  l'unité,  a  pour  expression 
—  2Kttj  -T-dt.  Pour  trouver  la  quantité  de  chaleur  qui,  traversant  la 
seconde  surface  dont  le  rayon  est  x-^dx,  passe  de  la  couche  infini- 
ment peu  épaisse  dans  la  partie  du  solide  qui  l'enveloppe,  il  faut,  dans 
l'expression  précédente,  changer  x  eux  ■^-  dx,  ou,  ce  qui  est  la  même 
chose,  ajouter  au  terme  —  sKirar-p rf/  la  différentielle  de  ce  terme, 
prise  par  rapport  à  x.  Donc  la  dilTérence  de  la  chaleur  reçue  à  la  cha- 
leur perdue  ou  la  quantité  de  chaleur  qui,  s'accumulant  dans  la  couche 
iiiriniment  petite,  détermine  les  changements  de  température,  est  cette 
même  différentielle,  prise  avec  un  signe  contraire,  ou 


"li^t^" 
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(l'un  autre  côté,  le  volume  de  cette  couche  intermédiaire  est  2T,xdr 
et  ■iÇ.D-ocdx  exprime  ce  qu'il  faut  de  chaleur  pour  l'élever  de  ta  tem- 
pérature o  à  la  température  i,  C  étant  la  chaleur  spécifique,  et  D  la 
densité;  donc  le  quotient 

^  â.r  r  à.rj 


2K7lrfH 


est  l'accroissement  que  reçoit  la  température  pendant  l'instaut  </i.  Ou 
obtient  ainsi  l'équation 


_  K_/dV 


120. 


La  quantité  de  chaleur  qui  traverse,  pendant  l'instant  rit,  la  surface 
cylindrique  dont  le  rayon  est  .r  étant  généralement  exprimée  par 

■2K7:j^  ~-dt,  il  s'ensuit  que  l'on  trouvera  celle  qui  sort  pendant  le 
même  temps  de  ta  superficie  du  solide  en  faisant,  dans  la  valeur  pré- 
rcdente,  x  =  X;  d'«n  autre  côté,  cette  même  quantité  qui  se  dissipe 
dans  l'air  est,  selon  le  principe  de  la  communication  de  la  chaleur, 
égale  à  ^r.\hvdi;  on  doit  donc  avoir  à  la  surface  l'équation  déter- 
minée —  ^^.  =  ^''-  La  nature  de  ces  équations  est  expliquée  avec 
plus  d'étendue,  soit  dans  les  articles  qui  se  rapportent  à  la  sphère, 
soit  dans  ceux  où  l'on  donne  les  équations  générales  pour  un  corps 
d'une  figure  quelconque.  La  fonction  r,  qui  représente  le  mouvement 
de  la  chaleur  dans  un  cylindre  infini,  doit  donc  satisfaire  : 
1"  A  l'équation  générale 


K  fdU-       I  dv\ 


qui  a  lieu  quelles  que  soient  .r  et  t; 
F. 
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3"  A  l'équation  déterminée 

K  ''  "*"  (*x  ~  "' 

qui  a  lieu,  quelle  que  soil  la  variable  /,  lorsque  x  =  X  ; 
3°  A  l'équation  délerminée 

.■-F(x): 

cette  dernière  condition  doit  être  remplie  pour  toutes  les  valeurs  de  r, 
oii  l'on  fait  /  =  o,  quelle  que  soit  la  variable  x.  La  fonction  arbi- 
traire F(.r)  est  supposée  connue  et  elle  correspond  à  l'état  initial. 


SKCTION   IV. 

i   DU   MOVVBKENr  tMFOBIE   BB   LA   CII4LRi;i    Pa:<5   IN    riISME   SOLIDE 
D'UKB   LOnfil'El'R   INFI.MB. 


Une  barre  prismatique  est  plongée  par  une  de  ses  extrémités  dans 
une  source  constante  de  chaleur  qui  maintient  cette  extrémité  à  la 
température  A;  te  reste  de  cette  barre,  dont  la  longueur  est  infinie, 
demeure  exposé  à  un  courant  uniforme  d'air  atmosphérique  entretenu 
à  la  température  o;  il  s'agit  de  déterminer  la  plus  haute  température 
qu'un  point  donne  de  la  barre  puisse  acquérir. 

Cette  question  diffère  de  celle  de  l'article  73  en  ce  qu'on  a  égard  ici 
il  toutes  les  dimensions  du  solide,  ce  qui  est  nécessaire  pour  que  l'on 
puisse  obtenir  une  solution  exacte.  En  effet,  on  est  porté  à  supposer 
que,  dans  une  barre  d'une  très  petite  épaisseur,  tous  les  points  d'une 
même  tranche  acquièrent  des  (empéralures sensiblement  égales;  cepen- 
dant il  peut  rester  quelque  incertitude  sur  les  résultais  de  cette  suppo- 
sition. Il  est  donc  préférable  de  résoudre  la  question  rigoureusement 
et  d'examiner  ensuite,  par  le  calcul,  jusqu'à  quel  point  et  dans  quel  cas 
on  est  fondé  ii  regarder  comme  égales  les  températures  des  divers 
points  d'une  même  section. 
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i22. 

La  section  faîle  perpendiculairement  à  la  longueur  de  la  barre  est  un 
carré  dont  le  côté  est  2/:  l'axe  de  la  barre  est  l'axe  des  x  et  l'origine 
est  à  l'extrémité  A.  Les  trois  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  do 
la  barre  sont  jr,  y,  s  ;  la  température  fixe  du  même  point  est  désignée 
par  ('. 

La  question  consiste  à  déterminer  les  températures  que  l'on  doit 
donner  aux  divers  points  de  la  barre,  pour  qu'elles  continuent  de  sub- 
sister sans  aucun  cbangement,  tandis  que  la  surface  extrême  A  qui 
communique  avec  la  source  de  cbaleur  demeure  assujettie,  dans  tous 
SCS  points,  il  la  température  permanente  A  :  ainsi  c  est  une  fonction 
de.r,  de  y  et  de  s. 

123. 

On  considérera  le  mouvement  dé  la  cbaleur  dans  une  molécule  pris- 
matique, comprise  entre  six  plans  perpendiculaires  aux  trois  axes 
des  ce,  desy  et  des  z.  Les  trois  premiers  plans  passent  par  le  point  m 
dont  les  coordonnées  sont  <r,y,  s,  et  les  autres  passent  par  le  point  m' 
dont  les  coordonnées  sont  x-+-  dx,  y  h-  dy,  z  H-  dz. 

Pour  connaître  la  quantité  de  chaleur  qui,  pendant  l'unité  de  temps, 
pénètre  dans  la  molécule,  à  travers  le  premier  plan  passant  par  le 
point  m  et  perpendiculaire  aux  x,  il  faut  considérer  que  la  surface  de 
la  molécule  qui  est  située  sur  ce  plan  a  pour  étendue  dz  dy,  et  que  le 
flux  qui  traverse  cette  aire  est  égal,  suivant  le  théorème  de  l'article  98, 
à  —  K  -T^;  ainsi  la  molécule  reçoit,  à  travers  le  rectangle  dxdy  pas- 
sant par  le  point  m,  une  quantité  de  chaleur  exprimée  par 

Pour  trouver  la  quantité  de  cbaleur  qui  traverse  la  face  opposée  et  sort 
de  la  molécule,  il  faut  substituer,  dans  l'expression  précédente,  x-\-dœ 
à  X  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  ajouter  à  cette  expression  sa  dilfé- 
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riMitielIc  |)i'ise  par  rapport  a  .v  seulement;  on  en  conclut  que  ta  molé- 
cule perd,  par  sa  seconde  face  perpendiculaire  aux  x,  une  quantité  de 
chaleur  équivalente  à 


-^'•=<'L{^h 


on  doit  par  conséquent  la  retrancher  de  celle  qui  était  entrée  par  la 
face  opposée;  la  difTérence  de  ces  deux  quantités  est 

K  rf;  dy  dx  -r—-  ; 

elle  exprime  combien  il  s'accumule  de  chaleur  dans  la  molécule,  à 
raison  de  la  propagation  suivant  le  sens  des  x;  et  cette  chaleur  accu- 
mulée ferait  varier  la  température  de  la  molécule,  si  elle  n'était  point 
compensée  par  celle  qui  se  perd  dans  un  autre  sens. 

On  trouve,  de  la  même  manière,  qu'à  travers  le  plan  perpendiculaire 
aux  y  et  passant  par  le  point  m,  il  entre  dans  la  molécule  une  quan< 
tité  de  chaleur  égale  à 

-V^dzdx^, 
ôy 

et  que  la  quantité  qui  sort  par  la  face  opposée  est 

"3-* 

ày 

cette  dernière  différentielle  étant  prise  par  rapport  à  y  seulement. 
Donc  la  ftifTérencc  de  ces  deux  quantités,  ou 


exprime  combien  la  molécule  acquiert  de  chaleur,  à  raison  de  la  pro- 
pagation dans  le  sens  desj'. 

Enfin  on  démontre  de  même  que  la  molécule  acquiert,  à  raison  de 
la-propagation  dans  le  sens  des  s,  une  quantité  de  chaleur  égale  à 

Kdj:dyd=^- 
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Or,  pour  qu'elle  ne  change  point  Je  température,  il  est  nécessaire 
c]u'elle  conserve  autant  de  chaleur  qu'elle  eu  contenait  d'abord,  on 
sorte  que  ce  qu'elle  en  acquiert  dans  un  sens  serve  à  compenser  ce 
qu'elle  en  perd  duns  un  autre.  Donc  la  somme  des  trois  quantités  de 
chaleur  acquises  doit  être  nulle,  et  l'on  forme  ainsi  l'équation 

dj;*       âv'       di-  ~ 

124. 

Il  peste  maintenant  à  expiimer  les  conditions  relatives  à  la  surface. 
Si  l'on  suppose  que  le  point  m  appartient  à  l'une  des  faces  de  la  barre 
prismatique  et  que  cette  face  est  perpendiculaire  aux  z,  on  voit  que  le 
rectangle  drdy  laisse  échapper  dans  l'air,  pendant  l'unité  de  temps, 
une  quantité  de  chaleur  égale  à 


en  désignant  par  V  la  température  du  point  m  à  la  surface,  c'est-à-dire 
ce  que  devient  la  fonction  cherchée  <:^{x,j,z)  lorsqu'on  fait  :  = /, 
demi-largeur  du  prisme.  D'un  autre  côté,  la  quantité  de  chaleur  qui. 
en  vertu  de  l'action  des  molécules,  traverse  pendant  l'unité  de  temps 
une  surface  infiniment  petite  w,  située  dans  l'intérieur  du  prisme 
perpendiculairement  aux  s,  est,  d'après  les  théorèmes  cités,  égale  à 

—  Kw-^.  Cette  expression  est  générale  et,  en  l'appliquant  aux  points 
pour  lesquels  la  coordonnée  3  a  sa  valeur  complète  /,  on  en  conclut  que 
la  quantité  de  chaleur  qui  traverse  le  rectangle  dxdy,  placé  à  la  super- 
ficie, est 

-    àz 

en  donnant  à  z  dans  la  fonction  -p  sa  valeur  complète  /.  Donc  les  deux 
quantités  —  Krfj;(//-T^  et  hdxdyv  doivent  être  égales,  pour  que  l'ac- 
tion des  molécules  convienne  avec  celle  du  milieu.  Cette  égalité  doit 


DigJtJzcd  by 


Google 


Wî  THEORIE  DE  LA  CHALELIt. 

aussi  subsister  si  l'on  donne  à  s  dans  les  fonctions  -r^  et  c  la  valeur  —  /, 

00  <|ui  a  lieu  pour  la  face  opposée  à  celle  que  l'on  considérait  d'aljord. 
De  ptu!>,  la  quantité  de  chaleur  qui  traverse  une  surface  plane  infini- 
ment petite  CD,  perpendiculaire  à  l'axe  des^,  étant  —  Ko) -pi  il  s'ensuil 
que  celle  qui  s'écoute  à  travers  un  rectangle  dxdz,  placé  sur  une  face 
du  prisme  perpendiculaire  aux^,  est 


lan^le  dxdz    laisse   échapper  dans   l'air  une  quantité   de  chaleur 

exprimée  par 

luUdzi-; 

il  est  dune  nécessaire  que  l'on  ait  l'équation 

lorsqu'on  fait  y  =  i,o\iy  =  —  l,  dans  les  fonctions  f  et  -r-.  " 

125. 

I,a  valeur  de  la  fonction  r  doit  être,  par  hjpothtjse,  égale  k  A  lors- 
qu'on suppose  a:  =  Q,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  y  et  de  s.  Ainsi 
la  fonction  cherchée  v  est  déterminée  par  les  conditions  suivantes  : 

i"  Elle  satisfait,  pour  toutes  les  valeurs  de  ^,  y,  z,  à  l'équation 

•générale 

d*v      d*x-      d'f  ^ 
â-p'       rf/'       <>s'  ~~    ' 


2"  Elle  satisfait  à  l'équation 
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lorsque  V  équivaut  à  7,  ou  à  —  /,  quelles  que  soient  x  et  z,  et  à  l'équa- 


lorsque  =  équivaut  à  /,  ou  à  —  /,  quelles  que  soient  x  et  v; 
3"  Elle  satisfait  à  l'équation 

i'  =  A, 
lorsque  x  =  o,  quelles  que  soient  y  et  ;. 

SECTION  V. 

fiQtATIOXS  DU   lOUVEHENT   VIRI6   DE   LA   CHALEUR   DAKS   CN  CUBE   SOLIDK. 

Un  solide  de  forme  cubique  dont  tous  les  points  ont  acquis  un».' 
même  température  est  placé  dans  un  courant  uniforme  d'air  atmosphé- 
rique, entretenu  à  la  température  a.  Il  s'agit  de  déterminer  les  états 
successifs  du  corps  pendant  toute  la  durée  du  refroidissement. 

Le  centre  du  cube  est  pris  pour  origine  des  coordonnées  rectangu- 
laires; les  trois  perpendiculaires  abaissées  de  ce  point  sur  les  faces 
sont  les  axes  des  a:,  des/ et  des  =;  2/ est  le  côté  du  cube, c  est  la  tem- 
pérature à  laquelle  un  point  dont  les  coordonnées  sont  j;,j,  sse  trouve 
abaissé  après  le  temps  t  qui  s'est  écoulé  depuis  le  commencement  du 
refroidissement  :  la  question  consiste  à  déterminer  la  fonction  v,  qui 
contient  x,  y,  z  et  /. 

127. 

Pour  former  l'équation  générale  à  laquelle  v  doit  satisfaire,  on  cher- 
chera quel  est  le  changement  de  température  qu'une  portion  infiniment 
petite  du  solide  doit  éprouver  pendant  l'instant  dt,  en  vertu  de  l'action 
des  molécules  qui  en  sont  extrêmement  voisines.  On  considérera  donc 
une  molécule  prismatique  comprise  entre  six  plans  rectangulaires;  les 
trois  premiers  passent  par  le  point  m  dont  les  coordonnées  sont  x,  y- 
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2,  et  les  trois  autres  par  le  point  m'  dont  les  coordonnées  sont  .r  -h  dx, 
y  ■+-  {/y,  z  +  dz. 

L»  quantité  de  chaleur  qui  pénètre  pendant  l'instant''/;  dans  la  molé- 
rulc,  à  travers  le  premier  rectangle  dydz  perpendiculaire  aux  ;r,  est 

-Mdvdz—dt, 

et  colle  qui  sort  dans  le  même  temps  de  la  molécule,  par  la  face 
opposée,  se  trouve  en  niellant  :r  +  djr  au  lieu  de  x  dans  l'expression 
précédente;  elle  est 

-  K dy d: ~dl~V..dvdzd^ dt, 
<Jj-  -  de 

celle  difTcrentielle  étant  prise  par  rapport  à  ce  seulement.  La  quantité 
lie  ctialeur  qui  entre  pendant  l'instant  dt  dans  la  molécule,  à  travers  le 
premier  rectangle  rfjTf^/s  perpendiculaire  à  l'axe  des/,  est 


et  celle  qui  sort  de  la  muléculo,  dans  le  même  instant,  par  la  Tacc 
opposée,  est 

—  K d,v dz '-!  dt  —  Y>.dxdzd^dt. 

OY  ÔY 

la  difrérenlietic  étant  prise  par  rappoit  à  y  seulement.  La  quantité  de 
ciialeur  (]ue  la  molécule  reçoit  pendant  l'instant  dt,  par  sa  face  infé- 
rieure perpendiculaire  à  l'axe  des  z.  est 


el  relie  qu'elle  perd  par  la  face  opposée  est 

~Kdx  dv  ~di~K  dx  dv  d  ^  (It, 
■   dz  '      Oz 

I»  dillërentiellc  él^nt  prise  par  rapport  à  z  seulement. 

Il  faut  maintenant  retrancher  la  somme  de  toutes  les  quantités  de 
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chaleur  qui  sortent  de  la  molécule  de  la  somme  des  quantités  qu'elU' 
re^^oit,  et  la  dilTérence  est  ce  qui  détermine  son  accroissement  de  tem- 
pérature pendant  un  instant  :  cette  différence  est 


Kdxdydz' 


Si  l'on  divise  la  quantité  que  l'on  vient  de  trouver  parcelle  qui  esl 
nécessaire  pour  élever  la  molécule  de  la  température  o  à  la  tempéra- 
ture I,  on  connaîtra  l'accroissement  de  température  qui  s'opère  pen- 
dant l'instant  cit.  Or  cette  dernière  quantité  est  Ç.\)dxdydz;  car  C 
désigne  la  capacité  de  clialeur  de  la  substance,  D  sa  densité  et  dxdydz 
le  volume  de  la  molécule.  On  a  donc,  pour  exprimer  le  mouvement  de 
la  chaleur  dans  l'intérieur  du  solide,  l'équation 

i29. 

Il  reste  à  former  les  équations  qui  se  rapportent  à  l'état  de  la  sur- 
face, ce  qui  ne  présente  aucune  difficulté  d'après  les  principes  que 
nous  avons  établis.  En  effet,  la  quantité  de  chaleur  qui  traverse,  pen- 
dant l'instant  rf(,  le  rectangle  d^dy  tracé  sur  un  plan  perpendiculaire 
aux  ce,  est 

■'       dx 

Ce  résultat,  qui  s'applique  il  tous  les  points  du  solide,  doit  avoir  lieu 
aussi  lorsque  la  valeur  de  x  est  égale  à  /,  demi-épaisseur  du  prisme. 
Dans  ce  dernier  cas,  le  rectangle  dydz  étant  placé  à  la  superficie,  la 
quantité  de  chaleur  qui  le  traverse  et  se  dissipe  dans  l'air  pendant 
F.  i4 
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I*instanl  dt  est  exprimée  par 

hdydzvdt; 

(in  doit  donc  avoir,  lorsque  x  =^l,  l'équation 


^A'Xit  condition  doit  aussi  être  satisfaite  lorsque  a;  =  —  /. 

On  trouvera  de  même  que,  la  quantité  de  chaleur  qui  traverse  le 
rectangle  dxdz  situé  sur  un  plan  perpendiculaire  -a  l'axe  des  y  étant 
en  (général 

—  K  rf j;  rfs  -;-  > 

et  celle  qui  à  la  superficie  s'échappe  dans  l'air  à  travers  ce  même  rec- 
tangle étant 

hdxdzvdt, 

il  est  nécessaire  que  l'on  ait  l'équation 

A.  +  K^-o. 

lorsque  v  = /ou  —  — /.  Enfin  on  obtient  pareillement  l'équation  déter- 
minée 

qui  doit  être  satisfaite  lorsque  =  =  /  ou  ~  —  l. 

130. 

La  fonction  cherchée,  qui  exprime  le  mouvement  varié  de  la  chaleur 
dans  l'intérieur  d'un  solide  de  forme  cubique,  doit  donc  être  déter- 
minée par  les  conditions  suivantes  : 

1''  Elle  satisfait  à  l'équation  générale 

àt       CD  \dj:^  "^  d/'       (J=V ' 
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2°  Elle  satisfait  aux  trois  équations  détermiaées 


qui  ont  lieu  lorsque  x  =  ±i,  y  =  ±l,  z  =±:l; 

3"  Si,  dans  la  fonction  c  qui  contient  .r,  _v,  s,  /,  on  fait  (  =  o. 
quelles  que  soienl  les  valeurs  de  x,  y  et  =,  on  doit  avoir,  selon  l'hypo- 
thèse, 

qui  est  la  valeur  initiale  et  commune  de  la  température. 


L'équation  à  laquelle  on  est  parvenu  dans  la  question  précédente 
représente  le  mouvement  de  la  chaleur  dans  l'intérieur  de  tous  tes 
solides.  Quelle  que  soit  en  effet  la  forme  du  corps,  il  est  manifeste 
qu'en  le  décomposant  en  molécules  prismatiques  on  obtiendra  er 
même  résultat.  On  pourrait  donc  se  borner  à  démontrer  ainsi  l'équa- 
tion de  la  propagation  de  la  chaleur.  Mais,  afin  de  rendre  plus  com- 
plète l'exposition  des  principes,  et  pour  que  l'on  trouve  rassemblés 
dans  un  petit  nombre  d'articles  consécutifs  les  théorèmes  qui  servent 
à  établir  l'équation  générale  de  la  propagation  dans  l'intérieur  des 
solides  et  celle  qui  se  rapporte  k  l'état  de  la  surface,  nous  procéde- 
rons, dans  les  deux  Sections  suivantes,  à  la  recherche  de  ces  équations, 
indépendamment  de  toute  question  particulière  et  sans  recourir  aux 
'  propositions  élémentaires  que  nous  avons  expliquées  dans  l'Introduc- 
tion. 

SECTION  VI. 

ËQCATIOIf  GftNËRlLB  DB  L*  PBOPAGATION  DE  LA  CBALEVII  DAHS   L'inTÊRItUR  DES  SOLIDES. 


Théorème  I,  —  Si  les  différents  points  d'une  masse  solide  homogène, 
comprise  entre  six  plans  rectangulaires,  ont  des  températures  actuelles 
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déterminées  par  l'équation  linéaire 

(a)  r  =  A  — flx-/.^-cj 

et  si  les  molécules  placées  à  la  surface  extérieure  sur  les  six  plans  qui  ter- 
minent le  prisme  sont  retenues  f)ar  une  cause  quelconque  à  la  température 
exprimée  par  l 'équation  [a],  toutes  les  molécules  situées  dans  l 'intérieur  de 
la  masse  conserveront  d'elles-mêmes  leur  température  actuelle,  en  sorte  qu'il 
ne  surviendra  aucun  changement  dans  létal  du  prisme,  {v  désigne  la  tem- 
pérature actuelle  du  point  don(  les  coordonnées  sont  a?,  y,  z;  A,  a,  b, 
c  sont  des  coefficients  constants.) 

Pour  démontrer  cette  proposition,  considérons  dans  le  solide  trois 
points  quelconques  m,  M,  [*,  placés  sur  une  même  droite  m^  que  le 
point  M  divise  en  deux  parties  égales;  désignons  par  x,  y,  z  les  coor- 
données du  point  )n  et  par  v  sa  température,  par  x  -\-  a.,  y  -\-^,  s-i-y 
les  coordonnées  du  point  fx.  et  par  iv  sa  température,  par  x—  a.,  y—'^, 
s  —  Y  les  coordonnées  du  point  m  et  par  u  sa  température  ;  on  aura 


.. 

=  A- 

-ajr  —  f^y  - 

-C3, 

... 

=  A- 

-..(*  +  «)- 

-»(/  + 

P)- 

-»( 

--  +  )■), 

« 

=  A- 

-o(i-.)- 

-»(/- 

-13)- 

-c( 

=  -7); 

d 

où 

'on 

conclut 

hb^  +  cy         et         H  —  i-~ax  +  bP-'rcy. 


Or  la  quantité  de  chaleur  qu'un  point  reçoit  d'un  autre  dépend  de 
la  distance  des  deux  points  et  de  la  différence  de  leurs  températures. 
Donc  l'action  du  point  M  sur  le  point  jj:  est  égale  à  l'action  de /n  sur  M: 
ainsi  le  point  M  re^^oil  autant  de  chaleur  de  m  qu'il  en  envoie  au 
point  fx,. 

On  tirera  la  même  conséquence  quelles  que  soient  la  direction  et  la 
grandeur  de  la  ligne  qui  passerait  par  le  point  M,  et  que  ce  point  divi- 
serait en  deux  parties  égales.  Donc  il  est  impossible  que  ce  point 
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change  de  température;  car  il  reçoit  de  toutes  paris  autant  de  clialeur 
qu'il  en  donne.  Le  même  raisonnement  s'applique  aux  autres  points; 
donc  il  ne  pourra  survenir  aucun  changement  dans  l'état  du  solide. 

133. 

ConOLLAIRE   1. 

Un  solide  étant  compris  entre  deux  plans  infinis  parallèles  A  et  It. 
on  suppose  que  la  température  actuelle  de  ses  diiïérents  points  est 
exprimée  par  l'équation  c  =  i  —  s,  et  que  les  deux  plans  qui  le  ter- 
minent sont  retenus  par  une  cause  quelconque,  l'une  A  à  la  tempéra- 
ture 1,  et  l'autre  B  à  la  température  o  ;  ce  cas  particulier  sera  donc 
compris  dans  le  lemme  précédent,  en  faisant  A=r,  a  =  o,  b  =  o, 
r  =  i. 

134. 

Corollaire  11. 

Si  l'on  se  représente  dans  l'intérieur  du  même  solide  un  plan  M 
parallèle  à  ceux  qui  le  terminent,  on  voit  qu'il  s'écoule  à  travers  ce 
plan  une  certaine  quantité  de  chaleur  pendant  l'unité  de  temps;  car 
deux  points  très  voisins,  tels  que  m  et  n,  dont  l'un  est  au-dessous  du 
plan  et  l'autre  au-dessus,  sont  inégalement  écliaufTés;  le  premier,  dont 
la  température  est  plus  élevée,  doit  donc  envoyer  au  second,  pendant 
chaque  instant,  une  certaine  quantité  de  chaleur  qui,  au  reste,  peut 
être  fort  petite  et  même  insensible,  selon  la  nature  du  corps  et  la  dis- 
tance des  deux  molécules.  Il  en  est  de  même  de  deux  autres  points 
quelconques  séparés  par  le  plan.  Le  plus  échaulTé  envoie  à  l'autre  une 
certaine  quantité  de  chaleur  et  la  somme  de  ces  actions  partielles,  ou 
de  toutes  les  quantités  de  chaleur  envoyées  à  tfavcrs  le  plan,  compose 
un  flux  continuel  dont  la  valeur  ne  change  point,  puisque  toutes  les 
molécules  conservent  leur  température.  Il  est  facile  de  prouver  que  ce 
flux  ou  la  quantité  de  chaleur  qui  traverse  le  plan  M  pendant  {'unité  de 
temps  équivaut  à  celle  qui  traverse,  pendant  le  même  temps,  un  autre 
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plan  ^  paraliéle  au  premier.  En  eiïet,  la  partie  de  la  masse  qui  est  com- 
prise entre  les  deux  surfaces  M  et  N  recevra  continuellement,  à  tra- 
vers le  plan  M,  autant  de  chaleur  qu'elle  en  perd  à  travers  le  plan  N. 
Si  la  quantité  de  chaleur  qui,  pénétrant  au  delà  du  plan  M,  entre  dans 
la  partie  de  la  masse  que  l'on  considère  n'était  point  égale  à  celle  qui 
en  sort  par  la  surface  opposée  N,  le  solide  compris  entre  les  deux  sur- 
faces acquerrait  une  nouvelle  chaleur  ou  perdrait  une  partie  de  celle 
qu'il  a,  et  ses  températures  ne  seraient  point  constantes,  ce  qui  est  con- 
traire au  lemme  précédent. 

135. 

On  prend  pour  mesure  de  la  conduclbilité  spécifique  d'une  substance 
donnée  la  quantité  de  chaleur  qui,  dans  un  solide  infini  formé  de  cette 
substance  et  compris  entre  doux  plans  parallèles,  s'écoule  pendant 
l'unité  de  temps  à  travers  une  surface  égale  à  l'unité,  et  prise  sur  un 
plan  intermédiaire  quelconque  parallèle  aux  plans  extérieurs,  dont  la 
distance  est  égale  à  l'unité  de  mesure,  et  dont  l'un  est  entretenu  à  la 
température  i,  et  l'autre  a  la  température  o.  On  désigne  par  le  coef- 
ficient K  ce  flux  constant  de  chaleur  qui  traverse  toute  l'étendue  du 
prisme  et  qui  est  la  mesure  de  la  conducibilité. 

136. 
Lemhe. 

Si  l'on  suppose  que  toutes  les  températures  du  solide  dont  il  s'agà  dans 
l'article  précédent  sont  muùipbées  par  un  nombre  quelconque  g,  en  sorte 
que  l'équation  des  températures  soit  «'  =  g  —  g^,  au  lieu  d'être  i>=  i  ~~  z, 
et  si  les  deux  plans  extérieurs  sont  entretenus,  l'un  à  la  température  g, 
et  l'autre  à  la  température  o,  le  jlux  constant  de  chaleur,  dans  cette 
seconde  hypothèse,  ou  la  quantité  qui,  pendant  l'unité  de  temps,  traverse 
l'unité  de  surface  prise  sur  un  plan  intermédiaire  parallèle  aux  bases,  est 
égale  au  premier Jbix  K,  multiplié  par  g. 

En  effet,  puisque  toutes  les  températures  ont  été  augmentées  dans 
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le  rapport  de  i  à  ^,  les  différences  des  températures  des  deux  points 
quelconques  m  et  [x.  sont  augmentées  dans  le  même  rapport.  Donc, 
suivant  le  principe  de  la  communication  de  la  chaleur,  il  faut,  pour 
connaître  la  quantité  de  chaleur  que  m  envoie  à  [jl  dans  la  seconde 
hypothèse,  multiplier  par  g  la  quantité  que  ce  point  m  envoyait  à  [j. 
dans  la  première.  Il  en  serait  de  même  de  deux  autres  points  quel- 
conques. Or  la  quantité  de  chaleur  qui  traverse  un  plan  M  résulte  de 
la  somme  de  toutes  les  actions  que  les  points  m,  m',  m",  m",  . . .  situés 
d'un  même  côté  du  plan  exercent  sur  les  points  |Ji,  [i',  [i",  fx",  ... 
situés  de  l'autre  côté.  Donc,  si  dans  la  première  hypothèse  le  flux 
constant  est  désigné  par  K,  il  sera  égal  à  gK  lorsqu'on  aura  multiplié 
toutes  les  températures  par  g-. 

137. 

Théorème  II. 

Dans  un  prisme  dont  les  températures  constantes  sont  exprimées  par 
l'équation 

et  que  terminent  six  plans  rectangulaires  dont  tous  les  points  sont  entre- 
tenus awv  températures  déterminées  par  l'équation  précédente,  la  quantité 
de  chaleur  qui,  pendant  l'unité  de  temps,  traverse  l'unité  de  surface,  prise 
sur  un  plan  intermédiaire  quelconque  perpendiculaire  aux  z,  est  la  même 
que  le  flux  constant  dans  un  solide  de  même  substance,  qui  serait  compris 
entre  deux  plans  parallèles  infinis,  et  pour  lequel  l'équation  des  tempéra- 
tures  constantes  serait 

Pour  le  démontrer,  considérons,  dans  le  prisme  et  ensuite  dans  le 
solide  infini,  deux  points  m  et'\L  extrêmement  voisins  et  séparés  par  le 
plan  M  perpendiculaire  à  l'axe  des  :;,  y.  étant  au-dessus  du  plan  et  m 
au-dessous  (y/j^.  /|);  choisissons  au-dessous  du  même  plan  un  point  m' 
tel  que  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  \i.  sur  le  plan  soit  aussi 
perpendiculaire  sur  le  milieu  h  de  la  dislance  mm'.  Désignons  par  a-. 
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Y,  z  -h  h  les  coordonnées  Ju  point  [a  dont  la  température  est  w,  par 
.X  —  a,  /  —  p,  s  les  coordonnées  de  m  dont  la  température  est  c,  et 
par  X  -h  a.,y-i-^,  s  les  coordonnées  de  m'  dont  la  température  est  c'. 

F'B-  4- 


L'action  de  m  sur  [jl  ou  la  quantité  de  chaleur  que  m  envoie  à  [j-  pen- 
dant un  certain  temps  peut  être  exprimée  par  q{v  —  w).  Le  facteur  q 
dépend  de  la  distance  m|x  et  de  la  nature  de  la  masse.  L'action  de  m' 
sur  [1  sera  donc  exprimée  par  ?(»■'—  w);  et  le  facteur  q  est  le  même 
<|uc  dans  l'expression  précédente;  donc  la  somme  des  deux  actions 
de  m  sur  [x  et  de  m'  sur  \l,  ou  la  quantité  de  chaleur  que  (i  reçoit  de 
m  et  de  m',  est  exprimée  par 

?('■ -*^ +'■'-"■)■ 

Or,  si  les  points  m,  pi,  m'  appartiennent  au  prisme,  on  a 


A- 

-o»- 

-h' 

-c(- 

■*-/•), 

A- 

-«(X 

-«) 

-M^ 

-?) 

A- 

-»(a- 

+  ") 

-K> 

+  3) 

et  si  ces  mêmes  points  appartenaient  au  solide  infini,  on  aurait,  par 
liypothêse. 


Dans  le  premier  cas  on  trouve 

y(r-"'-H/-i^)^a?cA, 
et  dans  le  second  cas  on  a  encore  le  même  résultat.  Donc  la  quantité 
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de  chaleur  que  f*  reçoit  de  m  el  de  m'  dans  la  première  liypothèse, 
lorsque  l'équation  des  températures  constantes  est 

•■^  A  —  ax  —  by  —  cz, 

équivaut  à  la  quantité  de  chaleur  que  ix  reçoit  de  m  el  de  m',  lorsque 
l'équation  des  températures  constantes  est 

On  tirerait  la  même  conséquence  par  rapport  à  trois  autres  points 
quelconques  m',  j*',  m",  pourvu  que  le  second  p.'  fût  placé  à  égale  dis- 
tance des  deux  autres  et  que  la  liauteur  du  triangle  isoscéle  m'^L'/n" 
fût  parallèle  aux  z.  Or  la  quantité  de  chaleur  qui  traverse  un  plan 
quelconque  M  résulte  de  la  somme  des  actions  que  tous  les  points  m, 
m,  m",  m", ...  situés  d'un  coté  de  ce  plan  exercent  sur  tous  les  points  ia. 
u.',  [jl",  (jl",  ...  situés  de  l'autre  côté  :  donc  le  flux  constant  qui,  pendant 
l'unité  de  temps,  traverse  une  partie  déterminée  du  plan  M  dans  le 
solide  inlîni  est  égale  à  la  quantité  de  chaleur  qui  s'écoule  dans  le 
même  temps  à  travers  la  même  portion  du  plan  M  dans  le  prisme  dont 
les  températures  sont  exprimées  par  l'équation 


Corollaire. 

Le  flux  a  pour  valeur  cK  dans  le  solide  infini,  lorsque  la  partie  du 
plan  qu'il  traverse  est  l'unité  de  surface.  Il  a  donc  aussi  dans  le  prisme 
la  même  valeur  cK  o«  —  K  -;-  - 

On  prouve  de  la  même  manière  que  le  flucc  constant  ifui  a  lieu,  pen- 
dant l'unité  de  temps,  dans  le  même  prisme  à  travers  l'unité  de  surface 
sur  un  plan  quelconque  perpendiculaire  aux  y  est  égal  à  OK.  ou  —  K^-î 
et  que  celui  qui  traverse  le  plan  perpendiculaire  auœ  œ  a  pour  tmleur  aK 
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139. 


Les  propositions  que  l'on  a  démontrées  dans  les  articles  précédents 
s'appliquent  aussi  au  cas  où  l'action  instantanée  d'une  molécule  s'exer- 
cerait dans  l'intérieur  de  la  masse,  jnsqu'à  une  distance  appréciable. 
Il  faut,  dans  ce  cas,  supposer  que  la  cause  qui  retient  les  tranches  exté- 
rieures des  corps  dans  l'état  exprimé  par  l'équation  linéaire  afTecte  U 
masse  jusqu'à  une  profondeur  finie.  Toules  les  observations  concourent 
à  prouver  que,  dans  les  solides  et  les  liquides,  la  distance  dont  il  s'agit 
est  extrêmement  petite. 

140. 

TtlÉORËHE    m. 

Si  les  températures  des  points  d'un  solide  sont  exprimées  par  l'équa- 
tion 

dans  laquelle  x,  y,  z  sont  les  coordonnées  de  la  molécule  dont  la  tem- 
pérature est  égale  à  v  après  le  temps  écoulé  /,  le  flux  de  chaleur  qui 
traverse  une  partie  d'un  plan  tracé  dans  le  solide,  et  perpendiculaire  à 
l'un  des  trois  axes,  n'est  plus  constant;  sa  valeur  est  différente  pour 
les  différentes  parties  du  plan,  et  elle  varie  aussi  avec  le  temps.  Cette 
quantité  variable  peut  être  déterminée  par  le  calcul. 

Soil  (o  un  cercle  infiniment  petit  dont  le  centre  coïncide  avec  le 
point  m  du  solide  et  dont  le  plan  soit  perpendiculaire  à  la  coordonnée 
verticale  3;  il  s'écoulera,  pendant  l'instant  dt,  à  travers  ce  cercle,  une 
certaine  quantité  de  chaleur  qui  passera  de  la  partie  du  solide  infé- 
rieure au  plan  du  cercle  dans  la  partie  supérieure.  Ce  flux  se  compose 
de  tous  les  rayons  de  chaleur  qui  partent  d'un  point  inférieur  et  par- 
viennent à  un  point  supérieur,  en  traversant  un  point  de  la  petite  sur- 
face (o.  Nous  allons  démontrer  que  la  valeur  du  flux  a  pour  expression 

Désignons  par  x',  y,  z'  les  coordonnées  du  point  m  dont  la  tempéra- 
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ture  est  c';  et  supposons  que  l'on  rapporte  toutes  les  autres  molécules 
à  ce  point  m  choisi  pour  l'origine  de  trois  nouveaux  axes  parallèles  aux 
précédents;  soient  Ç,  t).  X,  les  trois  coordonnées  d'un  point  rapporté  à 
l'origine  m;  on  aura,  pour  exprimer  la  température  actuelle  w  d'une 
molécule  infiniment  voisine  de  m,  l'équation  linéaire 

^  oj:  ôy         az 

Les  coeflicients  v',  ~>  ^.  ~  sont  les  valeurs  que  l'on  trouve  en  sub- 
ox    dy     az  ' 

stituant  dans  les  fonctions  c,  -^,  ~,  -^>  aux  variables  x,  v,  z,  les 
àx    dy    àz  "^ 

quantités  constantes  x',  y',  z  qui  mesurent  les  dislances  du  point  m 

aux  trois  premiers  axes  des  x,  des^,  des  z. 

Supposons  maintenant  que  le  même  point  m  soit  aussi  une  molécule 
intérieure  d'un  prisme  rectangulaire  compris  entre  six  plans  perpen- 
diculaires aux  trois  axes  dont  m  est  l'origine;  que  la  température 
actuelle  w  de  chaque  molécule  de  ce  prisme,  dont  les  dimensions  sont 
finies,  soit  exprimée  par  l'équation  linéaire  «>  =  A  +  a$  4-iï] +r![, 
et  que  les  six  faces  qui  terminent  le  prisme  soient  retenues  aux  tem- 
pératures fixes  que  cette  dernière  équation  leur  assigne.  L'état  des 
molécules  intérieures  sera  aussi  permanent  et  il  s'écoulera,  pendant 
l'instant  dt,  à  travers  le  cercle  <»,  une  quantité  de  chaleur  que  mesure 
l'expression  —  Kctuf/f. 

Cela  posé,  si  l'on  prend  pour  les  valeurs  des  constantes  Â,  a,  b,  c, 
les  quantités  *''<  -t->  -ir'  -^'  l'état  fixe  du  prisme  sera  exprimé  par 

l'équation 

,      de' . 

'■■—-'-' i  ^        , 

Ainsi  les  molécules  infiniment  voisines  du  point  m  auront,  pendant 
l'instant  dt,  la  même  température  actuelle  dans  le  solide  dont  l'état 
est  variable,  et  dans  le  prisme  dont  l'état  est  constant.  Donc  le  flux 
qui  a  lieu  au  point  m  pendant  l'instant  dt,  à  travers  le  cercle  infi- 
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niment  petit  u,  est  le  même  dans  l'un  et  l'autre  solide  :  donc  it  est 
exprimé  par  —  K^ox//. 
On  en  conclut  la  proposition  suivante  : 

Si  dans  un  solide  dont  les  tempe'mtures  intérieures  varient  avec  le  temps, 
en  vertu  de  l'action  des  molécules,  on  trace  une  ligne  droite  quelconque  et 
que  l'on  élève  {fig-  5),  aux  différents  points  de  cette  ligne,  les  ordon- 


nées prn  d'une  courbe  plane  égales  aux  températures  de  ces  points  prises 
au  même  instant,  le  Jlu  r  de  chaleur,  en  chaque  point  p  de  la  droite,  sera 
vrofiortionnel  à  ta  tangente  de  l'angle  a.  que  fait  l'élément  de  la  courbe 
avec  la  parallèle  au-r  abscisses;  c'est-à-dire  que,  si  Ton  plaçait  au  point/? 
le  centre  d'un  cercle  infiniment  petit  co  perpendiculaire  à  la  ligne,  la 
quantité  de  chaleur  écoulée  pendant  un  instant  dt,  à  travers  ce  cercle, 
dans  le  sens  suivant  lequel  les  abscisses  Op  croissent,  aurait  pour 
mesure  le  produit  de  quatre  facteurs  qui  sont  la  tangente  de  l'angle  a, 
un  coefficient  constant  K,  l'aire  (a  du  cercle  et  la  durée  dt  de  l'instant' 

441. 
Corollaire. 

Si  l'on  représente  par  t  l'abscisse  de  cette  courbe  ou  la  distance 
d'un  point />  de  la  droite  à  un  point  fixe  0,  et  par  v  l'ordonnée  qui 
représente  la  température  du  point  p,  v  variera  avec  la  distance  i  et 
sera  une  certaine  fonctiony(E)  de  cette  distance;  la  quantité  de  cha- 
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leur  qui  s'écoulerait  à  travers  le  cercle  w,  placé  au  point/)  perpendi- 
culairement  à  la  ligne,  sera 

—  K^t^dt    ou    -K/'(£)wrff, 

en  désignant  par /■(£}  la  fonction      .,    • 

Nous  (tonnerons  à  ce  résultat  l'expression  suivante,  qui  facilite  \es 
applications: 

Pour  connaître  le  flux  actuel  de  la  chaleur  en  un  point  p  d'une  droite 
tracée  dans  un  solide  dont  les  températures  varient  par  l'action  des  molé- 
cules, il  faut  diviser  la  différence  des  températures  de  deux  points  infi- 
niment voisins  du  point  p  par  la  distance  de  ces  points.  LeJUtcc  est  propor- 
tionnel au  quotient  (  '  ). 

(  ■  )  Plus  exactomenl  il  osi  égal  à  co  quotient  niulliplié  par  —  Ku  dt,  K  désignant  tou- 
jours le  co«rGcienl  de  conductibilité  et  m  la  surface  de  l'élément  normal  il  la  droite. 

En  déduisant  les  conséquences  de  cette  règle,  Fouricr  aurait  pu  simplifier  son  exposition 
et  éviter  quelques  incertitudes  que  nous  signalerons  plus  loin. 

Supposons,  en  effet,  que  l'on  se  propose  de  trouver  le  (lux  de  chaleur  qui  s'écoule  à  tra- 
vers un  élément  u  dont  la  normale  prise  dans  un  sens  déterminé  fait  avec  les  axes  coor- 
donnés les  angles  x,  ^,  ■/.  Soient  -r,  j,  s  les  coordonnées  d'un  point  do  l'élément;  si  nous 
nous  déplaçons  suivant  la  normale  en  parcourant  une  longueur  infiniment  petite  ds,  nous 
aurons  évidemment,  pour  les  différentielles  de  .r,  y,  z,  les  valeurs 

(ic  =  (ivcosx,         dy  =  (iicosp,         dz  =  dt  (Miy 

et,  par  conséquent, 

j         àv  j         dv   ,         dv   ,  ,   I  dv  dv        ,        dv  \ 

dv=  —  rfjT-t-  —  rfr-H  j-dz~dt{  --co3a-i-  -r-cos6-i-  V-COS7I. 

Lo  tlux  de  chaleur  étant,  d'après  la  règle  de  Pourier, 


a  donc  pour  expression 

,,       ,  I  àv  àv         ,,       àv  \ 


Si  l'on  introduit  la  notion,  aujourd'hui  bien  répandue,  de  la  dérivée  d'une  fonction  do 
point  relative  à  une  direction  donnée,  la  règle  do  Fourier  s'énonce  ainsi  : 


Le  flux  de  chaleur  erl  Égal  et  de  .tigne  contraire  au  produit  de  K»)  di  par  la  dérivée  de 
la  température  par  rapport  à  la  normale  à  l'élément,  à  l'instant  considéré.        G.  D, 
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14-2. 

Théobème  IV. 

Il  est  facile  de  déduire  des  théorèmes  précédents  les  équations  géné- 
rales de  la  propagation  de  la  chaleur. 

Supposons  que  les  différents  points  d'un  solide  homogène  d'une  forme 
quelconque  aient  reçu  des  températures  initiales  qui  varient  successivement 
par  V effet  de  l'action  mutuelle  des  molécules  et  que  l'équation 

représente  les  états  successifs  da  solide,  on  va  démontrer  que  la  fonction  v 
de  quatre  variables  satisfait  nécessairement  à  l'équation 

En  elTet,  considérons  le  mouvement  de  la  chaleur  dans  une  molé- 
cule comprise  entre  six  plans  perpendiculaires  aux  axes  des  x,  des  y 
cl  des  s  ;  les  trois  premiers  de  ces  plans  passent  par  le  point  m  dont  les 
coordonnées  sont  x,  y,  z  et  les  trois  autres  passent  par  le  point  m'  dont 
les  coordonnées  sont  x  ■+-  dx,  y  +  dy,  z  ■+-  dz. 

La  molécule  reçoit  pendant  l'instant  dl,  à  travers  le  rectangle  infé- 
rieur dxdy  qui  passe  par  le  point  m,  une  quantité  de  chaleur  égale  à 

—  K  dxdy-^dl. 

Pour  connaître  la  quantité  qui  sort  de  la  molécule  par  la  face  opposée, 
il  suffit  de  changer  dans  l'expression  précédente  z  en  s  -i-ds,  c'est- 
à-dire  d'ajouter  à  cette  expression  sa  propre  différentielle  prise  par 
rapport  à  s  seulement;  on  aura  donc 

—  Kdj:dy^^dt  —  Kd:t:dy~(^)d=dt 

pour  la  valeur  de  la  quantité  qui  sort  à  travers  le  rectangle  supérieur. 
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La  même  molécule  reçoit  encore,  à  travers  le  premier  rectangle  dxdz 
qui  passe  par  le  point  m,  une  quantité  de  chaleur  égale  à 

—  V^^dxdzdt; 

et,  si  Ton  ajoute  à  cette  expression  sa  propre  difTérentielle  prise  par 
rapport  à  y  seulement,  on  trouve  que  la  quantité  qui  sort  à  travers  la 
face  opposée  dxdz  a  pour  expression 


Y^^djc:dzdt  —  V.^(~\dYdxdzdl. 

ày  ày\dy}   -' 


Enfin  celte  molécule  reçoit,  par  le  premier  rectangle  dydz,  uno 
quantité  de  chaleur  égale  à 

-K~dydzdt, 

et  ce  qu'elle  perd  à  travers  le  rectangle  opposé  qui  passe  par  m'  a 
pour  expression 

Il  faut  maintenant  prendre  la  somme  des  quantités  de  chaleur  que 
la  molécule  reçoit  et  en  retrancher  la  somme  de  celles  qu'elle  perd. 
On  voit  par  là  qu'il  s'accumule,  durant  l'instant  dt,  dans  l'intérieur  de 
cette  molécule,  une  quantité  totale  de  chaleur  égale  à 


Kë;- 


^i— i  +  ^-^\dx  dv  dz  dt. 


Il  ne  s'agit  plus  que  de  connaître  quel  est  l'accroissement  de  tempéra- 
ture qui  doit  résulter  de  cette  addition  de  chaleur. 

D  étant  la  densité  du  solide  ou  le  poids  de  l'unité  de  volume,  et  C  la 
capacité  spécifique  ou  la  quantité  de  chaleur  qui  élève  l'unité  de  poids 
de  la  température  o  à  la  température  i,  le  produit  Ç.\ida;dydz 
exprime  combien  il  faut  de  chaleur  pour  élever  de  o  à  i  la  molécule 
dont  le  volume  est  dx^ydz.  Donc,  en  divisant  par  ce  produit  la  nou- 
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vellc  quantité  de  chaleur  que  la  molécule  vient  d'acquérir,  on  aura  son 
accroissement  de  température.  On  obtient  ainsi  l'équation  générale 


Jt_/dV_ 


qui  est  celle  de  la  propagation  de  la  chaleur  dans  l'intérieur  de  tous 
les  corps  solides  ('). 

143. 

Indépendamment  de  cette  équation,  le  système  des  températures  est 
souvent  assujetti  ù  plusieurs  conditions  déterminées,  dont  on  ne  peut 
donner  une  expression  générale,  puisqu'elles  dépendent  de  l'espèce  de 
la  question. 

Si  la  masse  dans  laquelle  la  chaleur  se  propage  a  des  dimensions 
finies  et  si  la  superficie  est  retenue  par  une  cause  spéciale  dans  un 
état  donné;  par  exemple,  si  tous  ses  points  conservent,  en  vertu  de 
cette  cause,  la  température  constante  o,  on  aura,  en  désignant  la 
l'onction  inconnue  v  par  ^{3c,y^z,t),  l'équation  de  condition 

il  est  nécessaire  qu'elle  soit  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  dea-.j, 
z  qui  appartiennent  aux  points  de  la  surface  extérieure  et  pour  une 
valeur  quelconque  de  l. 

De  plus,  si  l'on  suppose  que  les  températures  initiales  du  corps  sont 
exprimées  par  la  fonction  connue  F(.r,  j,s),  on  a  aussi  l'équation 

9(;c,V,=,o)  =  F(x,.y,î); 

la  condition  exprimée  par  cette  équation  doit  être  remplie  pour  les 

(')  Il  y  a  ici  une  remarque  â  présenter.  Les  raisonnomenis  par  lesquels  Fourier  a  éubli 
son  équdLJon  supposent  tacitement  que  le  corps  solide  Jouit  de  propriétés  que  nous  expri- 
mons aujourd'hui  en  disant  que  le  corps  est  isotrope.  Au  reste,  c'est  on  suivant  sa  méthode 
que  ses  successeurs  Duhamel  et  Lamé  ont  trouvé  les  é<|Uations  difTérenlielles  de  la  propa- 
gation de  la  chaleur  dans  tes  milieux  cristallisas.  •  G.  D. 
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valeurs  des  coordonnées  x,  y,  z  qui  conviennent  à  un  point  quel- 
conque du  solide. 


Au  lieu  d'assujettir  la  surface  du  corps  à  une  température  con- 
stante, on  peut  supposer  que  celte  température  n'est  pas  la  mi 
pour  les  différents  points  de  la  surface  et  qu'elle  varie  avec  le  (ei 
suivant  une  loi  donnée;  c'est  ce  qui  a  lieu  dans  la  question  des  ten 
ratures  terrestres.  Dans  ce  cas,  l'équation  relative  à  la  surface  cont 
la  variable  t. 

145. 

Pour  examiner  en  elle-même  et  sous  un  point  de  vue  très  généri 
question  de  la  propagation  de  la  chaleur,  il  faut  supposer  que  le  so 
dont  l'état  initial  est  donné  a  toutes  ses  dimensions  infinies;  a 
aucune  condition  spéciale  ne  trouble  la  diffusion  de  la  chaleur  < 
loi  à  laquelle  ce  principe  est  soumis  devient  plus  manifeste  :  ellt 
exprimée  par  l'équation  générale 


_K.  (d^       d^•       d^;\ 


à  laquelle  il  faut  joindre  celle  qui  se  rapporte  à  l'état  initial  et  u 
traire  du  solide. 

Supposons  que  la  température  initiale  d'une  molécule  dont  les  c 
données  sont  a?,  y,  s  soit  une  fonction  connue  'ï{x,y,  s)  et  désigi 
la  valeur  inconnue  v  par  '^{x,y,z,i),  on  aura  l'équation  déterm 

ainsi  la  question  est  réduite  à  intégrer  l'équation  générale  (A)  en  s 
qu'elle  convienne,  lorsque  le  temps  est  nul,  avec  l'équation  qui 
tient  la  fonction  arbitraire  F. 
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SECTION   Vil. 


146. 

Si  le  solide  a  une  forme  déterminée,  et  si  la  chaleur  primitive  so 
dissipe  successivement  dans  l'air  atmosphérique  entretenu  à  une  tem- 
pérature constante,  il  faut  ajouter  à  l'équation  générale  (A)  et  à  celle 
(|ui  représente  l'état  initial  une  troisième  condition  relative  à  l'état  de 
la  surface.  Nous  allons  examiner  dans  les  articles  suivants  la  nature  de 
l'équation  qui  exprime  cette  dernière  condition. 

Considérons  l'état  variable  d'un  solide  dont  la  clialcur  se  dissipe 
dans  l'air,  entretenu  à  une  température  fixe  o.  Soient  o)  une  partie  infi- 
niment petite  de  la  surface  extérieure  et  \i.  un  point  de  t»,  par  lequel 
on  fait  passer  une  normale  à  la  surface;  les  diiTérents  points  de  cette 
ligne  ont  au  même  instant  des  températures  différentes. 

Soicntc  la  température  actuelle  du  point  [x,  prise  pour  un  instant 
déterminé,  et  iv  la  température  correspondante  d'un  point  v  du  solide, 
pris  sur  la  normale  et  ilistant  du  point  [i  d'une  quantité  infiniment 
petite  a.  Désignons  par  x,  y,  z  les  coordonnées  du  point  [*  et  par 
.r-F5.r,  v-i-  ov,  5  -H  5=  celles  du  point  v;  soient 

/(,r,v,=)^o 
l'équation  connue  de  la  surface  du  solide,  et 

t'équation  générale  qui  doit  donner  la  valeur  de  c  en  fonction  des 
quatre  variables  x.  y,  z.  t.  iîn  difTérentiant  l'équation  /{x.y,  z]  —  o, 

un  aura 

ni  (lus  -+-  Il  il  y  -+-  pds  =:o; 

m,  II,  p  sont  des  fonctions  de  x,y,  z. 
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Il  résulte  du  corollaire  énoncé  dans  l'apticle  141  que  le  (lux  dans  If- 
sens  de  la  normale,  ou  la  quantité  de  chaleur  qui  traverserait  pendant 
l'instant  dt  la  surface  w,  si  on  la  plaçait  en  un  point  quelconque  de 
cette  ligne  perpendiculairement  à  sa  direction,  est  proportionnel  au 
(|notient  que  l'on  obtient  en  divisant  la  difTérence  de  température  <le 
deux  points  infiniment  voisins  par  leur  distance.  Donc  l'expression 
lie  ce  flux  k  rextrémité  de  la  normale  est 


K  désignant  la  conducibilité  spécifique  de  la  masse.  D'un  autre  côté, 
la  surface  eu  laisse  échapper  dans  l'air,  pendant  l'instant  di,  une  quan- 
tité de  chaleur  égale  à 

hviadl, 

h  étant  la  conducibilité  relative  à  l'air  atmosphérique.  Ainsi  le  flux  de 
chaleur  à  l'extrémité  de  la  normale  a  deux  expressions  dilTérentes, 
savoir  :  hvtadt  et  —  K  "  ~  '  (otff;  donc  ces  deux  quantités  sont  égaies, 
et  c'est  en  exprimant  cette  égalité  que  Ton  introduira  dans  le  calcul  la 
condition  relative  à  la  surface. 


147. 


àx  dy  -^       dz 

Or  il  suit  des  principes  de  la  Géométrie  que  les  coordonnées  Sj-,  ov, 
1z,  qui  lixent  la  position  du  point  v  de  la  normale  par  rapport  a» 
point  [X,  satisfont  aux  conditions  suivantes  : 


On  'A  donc 


'  p\'"dx'^"dy'^''d:)'^''' 
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-  <i/dx'  -h  i/'  - 


en  (lésigtiant  par  q  la  quantité  {m'  +  «'+/'*)'';  donc 


par  fonséquent  l'égalité 

devient  la  suivante  ; 

,,,,  *■         i)i-        di'      ;. 

(t.)  ,„^+„j_+,_  +  j,,.,  =  „. 

Cette  équation  est  déterminée  et  ne  s'applique  qu'aux  points  de  la  sur- 
face; elle  est  celle  que  l'on  doit  joindre  à  l'équation  générale  de  la 
propagation  de  la  chaleur  (A)  et  à  la  condition  qui  détermine  l'état 
initial  du  solide;  m,  n.p,  qsont  des  fonctions  connues  des  coordonnées 
des  points  de  la  surface. 

148. 

L'équation  (B)  signifie,  en  général,  que  le  décroissement  de  la  tem- 
pérature dans  le  sens  de  la  normale,  à  l'extrémité  du  solide,  est  tel 
que  la  quantité  de  chaleur  qui  tend  à  sortir  en  vertu  de  l'action  des 

(')  Il  y  a  ici  une  remarque  essentielle  ii  faire.  L"équalion 

n'est  exacte  dans  tous  les  cas  que  si  l'on  convient  de  donner  un  signe  convenable  au 
radical 


La  valeur  Je  il  étant  parfaitement  déterminée  quand  on  passe  du  point  p  au  point  •'  et 
a  étant  la  distance  des  deux  points  u  et  v,  il  faudra  donner  au  radical  un  signe  tel  que  la 
valeur  de  z  soit  positive.  Au  reste  nous  reviendrons  plus  loin  sur  ce  sujel.  G.  D. 
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molécules  équivaut  toujours  à  celle  que  le  corps  doit  prendre  dans  le 
milieu. 

On  pourrait  concevoir  que  la  masse  du  solide  soit  prolongée,  en  sorte 
que  la  surface,  au  lieu  d'être  exposée  à  l'air,  appartienne  à  la  fois  au 
corps  qu'elle  termine  et  à  une  enveloppe  solide  qui  le  contient.  Si, 
dans  celte  hypothèse,  une  cause  quelconque  réglait  à  chaque  instant 
le  décroissement  des  températures  dans  l'enveloppe  solide  et  la  déter- 
minait de  manière  que  la  condition  exprimée  par  l'équation  (B)  fût 
toujours  satisfaite,  l'action  de  l'enveloppe  tiendrait  lieu  de  celle  de  l'air, 
et  le  mouvement  de  la  chaleur  serait  le  même  dans  l'un  et  l'autre  cas; 
on  peut  donc  supposer  que  cette  cause  existe  et  déterminer,  dans  cette 
hypothèse,  l'état  variable  du  solide:  c'est  ce  que  l'on  fait  en  employant 
les  deux  équations  (A)  et  (B). 

On  voit  par  là  comment  l'interruption  de  la  masse  et  l'action  du 
milieu  troublent  la  diffusion  de  la  chaleur  en  l'assujettissant  a  une 
condition  accidentelle. 

149. 

On  peut  aussi  considérer  sous  un  autre  point  de  vue  cette  équa- 
tion (B)  qui  se  rapporte  à  l'état  de  la  surface;  il  faut  auparavant 
déduire  une  conséquence  remarquable  du  théorème  III  (art.  HO). 
Nous  conserverons  la  construction  rapportée  dans  le  corollaire  dti 
même  théorème  (art.  iil).  Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  du  point  p 

et 

X  +  âx,    y  4-  3/,     z  +  ôz 

colles  d'un  point  y,  infiniment  voisin  de/»  et  marqué  sur  la  droite  dont 
il  s'agit.  Désignons  par  c  et  w  les  températures  des  deux  points /j  el  q 
prises  pour  le  même  instant;  on  aura 

donc  le  quotient  —  est  donné  par  l'équation 

ôc ôv  àjc       dv   ^v       <)i'  iÎ3 

èï  ~  à:i- li '^  dy  Ts '^  Ti  Tt 
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cl  l'on  a  d'ailleurs 

ainsi  la  quantité  de  chaleur  qui  s'écoule  ii  travers  la  surface  w,  placée 
iiu  point  m  porpondicuiairemcnt  à  la  droite,  est 

—  h'.irf/l  -,-  -,-  -t-  -;-■-,-  +  -ï-  —    • 

Le  premier  terme  est  le  produit  de  —  K^  parrff  et  par  t»-^-  Cette 
dernière  quantité  est,  d'aprfcs  les  principes  de  la  Géométrie,  l'aire  de 
la  projection  de  w  sur  le  plan  Ae%yz;  ainsi  le  produit  représente  la 
([uanlito  de  chaleur  qui  s'écoulerait  à  travers  l'aire  de  la  projection,  si 
on  la  plaçait  au  point/»  perpendiculairement  à  l'axe  des  ,r. 

Le  second  terme  —  K-.-w^^ï  représente  la  quantité  de  chaleur 

0Y      Oi  '  • 

qui  traverserait  la  projection  de  w,  faite  sur  le  plan  des  -rz,  si  l'on  pla- 
çait cette  projection  au  point />  parallèlement  à  elle-même. 

Enfin,  le  troisième  terme  — K-j^tD^f^/  représente  la  quantité  de 

chaleur  qui  s'écoulerait  pendant  l'instant  dt,  à  travers  la  projection 
de  tu  sur  le  plan  des  .tv,  si  l'on  plaçait  cette  projection  au  point  p  per- 
pendiculairement à  la  coordonnée  z. 

On  voit  par  là  que  la  quantité  de  chaleur  qui  s'écoule  à  travers  chaque 
partie  infiniment  petite  d'une  surface  tracée  dans  l'intérieur  du  solide  peut 
toujours  être  décomposée  en  trois  autres,  quipénëtient  les  trois  projections 
orthogonales  de  la  surface  selon  les  directions  perpendiculaires  aiu:  plans 
des  projections.  Ce  résultat  donne  naissance  à  des  propriétés  analogues 
à  celles  que  l'on  remarque  dans  la  théorie  des  forces. 

i50. 

La  quantité  de  chaleur  qui  s'écoule  à  travers  une  surface  plane  inlî- 
nimcnt  petite  to,  donnée  de  figure  et  de  position,  étant  équivalente  à 
celle  qui  traverserait  ses  trois  projections  orthogonales,  il  s'ensuit  que. 
si  l'on  conçoit  dans  l'intérieur  du  solide  un  élément  d'une  figure  quel- 
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conque,  les  quantilés  de  clialour  qui  pénètrent  dans  ce  polyèdre  [ntv 
ses  différenles  faces  se  compensent  réciproquement;  ou  plus  exac- 
tement, la  somme  des  tei^mcs  du  premier  ordre  qui  entrent  dans  l'ex- 
pression de  ces  quantités  de  chaleur  reçues  par  la  molécule  est  zéro; 
en  sorte  que  la  clialeur  qui  s'y  accumule  en  effet  et  fait  varier  sa  tem- 
pérature ne  peut  être  exprimée  que  par  des  termes  infiniment  plus 
petits  que  ceux  du  premier  ordre. 

On  voit  distinctement  ce  résultat  lorsqu'on  établit  l'équation  géné- 
rale (A)  en  considérant  le  mouvement  de  la  clialeur  dans  une  molé- 
cule prismatique  (art.  127  et  142);  on  le  démontre  encore  pour  une 
molécule  d'une  figure  quelconque,  en  substituant  à  la  chaleur  reçue 
par  chaque  face  celle  que  recevraient  ses  trois  projections. 

Il  est  d'ailleurs  nécessaire  que  cela  soit  ainsi  :  car,  si  une  des  molé- 
cules du  solide  acquérait  pendant  chaque  instant  une  quantité  de  cha- 
leur exprimée  par  un  terme  du  premier  ordre.  la  variation  de  sa  tem- 
pérature serait  infiniment  plus  grande  que  celle  des  autres  molécules; 
c'est-à-dire  que,  pendant  chaque  instant  infiniment  petit,  sa  tempéra- 
ture augmenterait  ou  diminuerait  d'une  quantité  tinie,  ce  qui  est 
contraire  à  l'expérience. 

151. 

Nous  allons  appliquer  cette  remarque  à  une  molécule  placée  à  la 
surface  extérieure  du  solide. 

Par  un  point  a  [Jig.  0),  pris  sur  le  pliin  des  xy,  menons  deux  pians 


perpendiculaires,  l'un  à  l'axe  des  x,  l'autre  à  l'axe  des/.  Par  un  autre 
point  b  du  même  plan,  infiniment  voisin  de  a,  menons  aussi  deux 
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'allvles  au\  ilcux  précédents;  les  ordonnées  z  élevées  aux 
b,  c,  f/ jusqu'à  la  surface  extérieure  du  solide  marqueront 
surface  quatre  points  a',  h',  c',  d  et  seront  les  arêtes  d'un 
onqué  dont  la  base  est  le  rectangle  ahcd.  Si  par  te  point  a', 
ne  le  moins  élevé  des  quatre  points  a\  h' ,  &,  d',  on  fait  passer 
parallèle  à  celui  des  œy,  on  retranchera  du  prisme  tronqué 
cule  dont  une  des  faces,  savoir  a'b'c'd',  se  confond  avec  la 
I  du  solide.  Les  valeurs  des  quatre  ordonnées  aa',  ce,  dd' ,  bb' 
uivantes : 


les  faces  perpendiculaires  aux  a:  est  un  triangle,  et  la  face 
'St  un  trapèze.  L'aire  du  triangle  est 

de  chaleur  dans  la  direction  perpendiculaire  à  cette  surface 


.,  rîf  <iy  di  , 

—  K —-dy 

0.1-    'i    Oy   -^ 

pression  de  la  quantité  de  chaleur  qui  pénètre  pendant  un 
ns  la  molécule,  à  travers  le  triangle  dont  il  s'agit, 
le  la  face  opposée  est 
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et  le  flux  perpendiculaire  à  cette  face  est  aussi  —K^>  en  supprimant 

les  termes  du  second  ordre,  infiniment  plus  petits  que  ceux  du  pre- 
mier; on  retranchera  la  quantité  de  chaleur  qui  sort  par  cette  seconde 
face  de  celle  qui  entre  par  ta  première,  et  l'on  trouvera 

vàf   à:  j     , 
^  Â~        -'' 

Ce  terme  exprime  combien  la  molécule  reçoit  de  chaleur  par  les 
faces  perpendiculaires  aux  x. 

On  trouvera  par  un  calcul  semblable  que  la  même  molécule  reçoit 
par  les  faces  perpendiculaires  aux  y  une  quantité  de  chaleur  égale  à 

La  quantité  de  chaleur  que  la  molécule  reçoit  par  la  base  rectangu- 
laire est 

as 

Knfin  elle  laisse  échapper  dans  l'air,  à  travers  la  surface  supé- 
rieure a'b'c'd',  une  certaine  quantité  de  chaleur  égale  au  produit 
(le  hv  par  l'étendue  œ  de  cette  surface.  La  valeur  de  w  est,  selon  les 
principes  connus,  celle  de  dj:dy  multipliée  par  le  rapport  -;  t  désigne 

la  longueur  de  la  normale,  depuis  la  surface  extérieure  jusqu'au  plan 
des.r^,  et  l'on  a 

donc  ta  molécule  perd  à  travers  sa  surface  a'b'c'd'  une  quantité  de 
chaleur  égale  à 

/ivdxdy  -■ 

Or  les  termes  du  premier  ordre  qui  entrent  dans  l'expression  de  la 

([uantité  totale  de  chaleur  acquise  par  la  molécule  doivent  se  détruire, 

F.  .7 
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pour  qti(!  la  variHtion  des  lempéi-alures  ne  soit  pas  à  chaque  instant 
une  quantité  finie;  on  doit  donc  avoir  l'équation  (') 


K     s       d-c  dx      dy  dy       ds 

153. 

Kn  mettant  pour  -,—  et  ~  leurs  valeurs  tirées  de  l'équation 

wi  dj:  +  ndy  +  pdz^=.o 


i  ■)  Ici  encore  il  y  a  dél^ut  de  prf^cision  dans  rétablissement  âe  l'équation  à  la  surfoce. 
I^  méthode  suivie  par  Fourier  suppose,  ce  qui  peut  fort  bien  ne  pas  arriver,  que  le  solide 

dont  il  considère  toutes  les  faces  soit  placé  à  l'intérieur  du  corps. 

Au  reste,  on  obtient  immédiatement  cette  équation  si  l'on  évalue,  d'après  la  règle  donnée 
dans  une  Note  précédente  (p.  117),  le  llnx  de  chaleur  qui  passe  fi  travers  un  élément  inri- 
niment  petit  u  de  la  surrace;  a,  ^.  7  désignant  les  angles  que  fait  avec  les  axes  la  normale 
pxt&itiure  au  corps,  le  llux  a  pour  expression 


Comme  il  doit  être  égal  à  /iu(i<  —  %),  ï  désignant  la  lempéralare  exiérieure  au  contact 
de  l'âlémeiit,  on  a 


V^{'~<^os:.-^%^09P^%'^0^-)^I'{^- 


V.n  faisant  Ç  —  o  et  en  remplaçant  les  cosinus  par  leurs  valeurs  déduites  des  équations 


l'équation  (B),  mais  avec  un  aigiio  parfaitement  déterminé  pour  le  radical  ij. 
L'équation  (B'),  donnée  plus  haut,  peut  encore  s'écrire 

iB',  _K^-.-A(<.-;)  =  o, 


JN 


désignant  la  dérivée  de  v  suivant  la  normale  à  la  surface,  intérieure  au  corps. 

G.  D. 


DigitJzcd  by 


Google 


CHAPITRE  II.  -  ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES.         131 

cl  désignant  par  q  là  quantité  (m"  -i-  n'  +/>'}* .  on  a 

(B)  „.„_^„,.__  ^_ 

on  connaît  ainsi  d'une  manière  distincte  ce  que  représente  chacun  des 
termes  de  cette  équation. 

En  les  prenant  tous  avec  des  signes  contraires  et  les  multipliant  par 
le  rectangle  dxdy,  le  premier  exprime  combien  la  molécule  re(;oit  de 
chaleur  par  les  deux  faces  perpendiculaires  aux  x,  le  deuxième  combien 
elle  en  reçoit  par  ses  deux  faces  perpendiculaires  aux  y,  le  Iroisième 
combien  elle  en  reçoit  par  la  face  perpendiculaire  aux  ::,  et  le  qua- 
trième combien  elle  en  reçoit  du  milieu.  L'équation  exprime  donc  que 
la  somme  de  tous  ces  termes  du  premier  ordre  est  nulle,  et  que  la  cha- 
leur acquise  ne  peut  être  représentée  que  par  des  termes  du  second 
ordre. 

154. 

Pour  parvenir  à  cette  équation  (B),  il  faut  considérer  une  des  molé- 
cules dont  la  base  est  a  la  surface  du  solide  comme  un  vase  qui  reçoit 
ou  perd  la  chaleur  par  ses  différentes  faces.  L'équation  signifie  que 
tous  les  termes  du  premier  ordre  qui  entrent  dans  l'expression  de  la 
chaleur  acquise  se  détruisent  mutuellement,  en  sorte  que  cet  accrois- 
sement de  chaleur  ne  peut  être  exprimé  que  par  des  termes  du  second 
ordre.  On  peut  donner  à  cette  molécule,  ou  la  forme  d'un  prisme  droit 
doni  l'axe  est  perpendiculaire  à  la  surface  du  solide,  ou  celle  d'un 
prisme  tronqué,  ou  une  forme  quelconque. 

L'équation  générale  (A)  suppose  que  tous  les  termes  du  premier 
ordre  se  détruisent  dans  l'intérieur  de  la  masse,  ce  qui  est  évident 
pour  des  molécules  prismatiques  comprises  dans  le  solide.  L'équa- 
tion (B)  exprime  le  même  résultat  pour  les  molécules  placées  aux 
limites  des  corps. 

Tels  sont  les  points  de  vue  généraux  sous  lesquels  on  peut  envisager 
celte  partie  de  la  théorie  de  la  chaleur. 
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I/équation 

^1^  _  

i>7  ~  g!)  \dJ*  "^  ày'* 

représente  le  mouvement  de  la  chaleur  dans  l'intérieur  des  corps.  Ce 
tliéorème  fait  connaître  la  distribution  instantanée  dans  toutes  les 
substances  solides  ou  liquides;  on  en  pourrait  déduire  l'équation  qui 
convient  à  cbaque  cas  particulier. 

Nous  ferons  cette  application,  dans  les  deux  articles  suivants,  k  la 
question  du  cylindre  et  à  celle  de  la  sphère. 

SECTION   VIN. 

ArPLICATION   DBS   SQItATIO:iS  «ËNeRALBS. 

155. 

Désignons  par  rie  rayon  variable  d'une  enveloppe  cylindrique  quel- 
conque et  supposons,  comme  précédemment  dans  l'article  118,  (|ui' 
toutes  les  molécules  également  éloignées  de  l'axe  ont  à  chaque  instant 
une  température  commune;  v  sera  une  fonction  de  r  et  /;  r  est  une 
fonction  de  y,  z,  donnée  par  l'équation  r'=z^  -t-y*-  Il  est  évident  en 
premier  lieu  que  la  variation  de  f  par  rapport  à  x  est  nulle;  ainsi  le 
terme  ^  doit  être  omis.  On  aura  maintenant,  suivant  les  principes  du 
Calcul  différentiel,  les  équations 

dz  ~  dr  àz'  ds*  ~  dr*  \dz)  "^  dr  dz*  ' 

<Jr  ^  dr  dr  d^■  ^  d^'  /dry       d^  dV_ 

dy  ~  dr  dy*         d/'  ""  5r'  \dy)       dr  ày*  ' 


donc 


Il  faut  remplacer  dans  le  second  membre  les  quantités 

dj^      dr      d^      d^ 
dz'     dy'     àz'       dy* 
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par  leurs  valeurs  respectives;  pour  cela,  on  tirera  de   l'équation 


à/  \ùy)         dy' 

et,  par  conséquent, 

-^-'■■P)'-(l)']' 
la  première  équation,  dont  le  premier  membre  est  égal  à  r",  donn^^ 

■  m-m- 

la  seconde  donne,  lorsqu'on  met  pour  (^]  -^\-t-}  savaleuri. 


Si  maintenant  on  substitue  dans  l'équation  fa)  les  valeurs  données 
par  les  équations  {b)  et  (c),  on  aura 

(J-'  '^  dy'-  ~  (»/■•  "^  /■  dr' 

donc  l'équation  qui  exprime  le  mouvement  de  la  chaleur  dans  le 
cylindre  est 

dt  ~C1>U''  '^  >•  à')' 

comme  on  l'a  trouvé  précédemment  (art.  119). 

On  pourrait  aussi  ne  point  supposer  que  le%  molécules  également 
éloignées  de  l'axe  ont  reçu  une  température  initiale  commune;  dans 
ce  cas  on  parviendrait  à  une  équation  beaucoup  plus  générale. 
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(56. 


Pour  délprminer,  au  moyen  de  l'équation  (A),  le  mouvement  de  la 
chaleur  dans  une  sphère  qui  a  été  plongée  dans  un  liquide,  on  regar- 
dera V  comme  une  fonction  de  r  et  /;  r  est  noe  fonction  de  x,  y,  z 
donnée  par  l'équation 

r  étant  le  rayon  variahie  d'une  enveloppe.  On  aura  ensuite 

d.i  "  dr  d-r'         tJj-'      tJ/'  \àj:J       dr  dj'' 

ity_àvàr  ^.      «IV/^V      *  iV 

d=~i)rdz'  d3'~  ôr'\ôz)  *  dr  à:'' 

En  faisant  les  substitutions  dans  l'équation  générale 

di._J(_/d^^      ,)"c      d^\ 
dl  ~  t:U\dj-' '^  dr'  ^  d:')' 


,     *•        K    id'fV/dry     /dry     /dryi      d~/d'r       â'r 

>"'    7rt=i^\w'{\T^)*\d:,)-^\T,j\-*-Tr\à7'*d7'-' 

l/équation  x*-^y*+  s*=  f*  fournit  les  résultats  suivants  : 

dr  /dry         d'r 

■'  =  ''5Ï'  '=(.5T)+''5îi' 

■'  ~'  dr'         '~\d.r)  *  '  dy-' 
dr  /dry         d'r 

Les  trois  équations  du  premier  ordre  donnent 

— ---"[(È)'-(l)'-(^yj' 
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ou 

■  =  (5^)'-(|)'+(s)'- 
Les  trois  équalions  du  second  ordre  donnent 

3-  liL\'+  (t.\\  It.Wrl''^  +  ^  +  ^V 


àx^       d/'       ds'       /■ 
Faisant  les  substitutions  dans  l'équation  (a),  on  aura  l'équation 

àt  ~CU\Or*  '^  r  dr)' 

qui  est  la  même  que  celle  de  l'article  114. 

L'équation  contiendrait  un  plus  grand  nombre  de  termes  si  l'on  ne 
supposait  point  que  les  molécules  également  éloignées  du  centre  ont 
reçu  la  même  température  initiale. 

On  pourrait  aussi  déduire  de  l'équation  déterminée  (B)  celles  qui 
expriment  l'état  de  la  surface  dans  les  questions  particulières  où  l'on 
suppose  qu'un  solide  d'une  forme  donnée  communique  sa  chaleur  à 
l'air  atmosphérique,  mais  le  plus  souvent  ces  équations  se  présentent 
d'elles-mêmes,  et  la  forme  en  est  très  simple  lorsque  les  coordonnées 
sont  choisies  convenablement. 

SECTION   IX. 

SEKABQVBS    GENAUALES. 

157. 

La  recherche  des  lois  du  mouvement  de  la  chaleur  dans  les  solides 
consiste  maintenant  à  intégrer  les  équations  que  nous  avons  rappor- 
tées :  c'est  l'objet  des  Chapitres  suivants;  nous  terminerons  celui-ci 
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par  des  remarques  générales  sur  la  nature  des  quantités  qui  entrent 
dans  notre  analyse. 

Pour  mesurer  ces  quantités  et  les  exprimer  en  nombres,  on  les  com- 
pare à  diverses  sortes  d'unités,  au  nombre  de  cinq,  savoir  :  l'unité  de 
longueur,  l'unité  de  temps,  celle  de  la  température,  celle  du  poids  et 
enBn  l'unité  qui  sert  à  mesurer  les  quantités  de  chaleur.  On  aurait 
pu  choisir  pour  cotte  dernière  unité  la  quantité  de  chaleur  qui  élève 
un  volume  donné  d'une  certaine  substance  depuis  la  température  o 
jusqu'à  la  température  i.  Le  choix  de  cette  unité  serait  préférable  à 
plusieurs  égards  à  celui  de  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour  con- 
vertir une  masse  de  glace  d'un  poids  donné  en  une  masse  pareille 
d'eau,  sans  élever  la  température  o.  Nous  n'avons  adopté  cette  der- 
nière unité  que  parce  qu'elle  était  en  quelque  sorte  fixée  d'avance  dans 
plusieurs  Ouvrages  de  Physique;  au  reste,  cette  supposition  n'appor- 
terait aucun  changement  dans  les  résultats  du  calcul. 

158. 

Les  éléments  spécifiques  qui  déterminent  dans  chaque  corps  les 
effets  mesurables  de  la  chaleur  sont  au  nombre  de  trois,  savoir  :  la 
ronducibilité  propre,  la  conducibilité  relative  à  l'air  atmosphérique  et 
la  capacité  de  chaleur. 

Les  nombres  qui  expriment  ces  quantités  sont,  comme  la  pesanteur 
spécifique,  autant  de  caractères  naturels  propres  aux  diverses  sub- 
stances. 

Nous  avons  déjà  remarqué  (art.  36)  que  la  conducibilité  de  la  sur- 
face serait  mesurée  d'une  manière  plus  exacte  si  l'on  avait  des  obser- 
vations suffisantes  sur  les  effets  de  la  chaleur  rayonnante  dans  les 
espaces  vides  d'air. 

On  peut  voir,  comme  nous  l'avons  annoncé  dans  la  Section  I  du  Cha-  • 
pitre  I  (art.  11),  qu'il  n'entre  dans  le  calcul  que  trois  coefficients 
spécifiques  K,  h,  C;  ils  doivent  être  déterminés  par  des  observations 
et  nous  indiquerons  par  la  suite  les  expériences  propres  à  les  faire 
connaître  avec  précision. 
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159. 

Le  nombre  C,  qui  entre  diins  le  calcul,  est  toujours  multiplié  par  la 
ticnsité  D,  c'est-à-dire  par  le  nombre  d'unités  de  poids  qui  équivalent 
au  poids  de  l'unité  de  volume;  ainsi  ce  produit  CD  peut  être  remplacé 
par  le  coefficient  c.  Dans  ce  cas,  on  doit  entendre,  pur  capacité  spéci- 
fique de  chaleur,  la  quantité  nécessaire  pour  élever  de  la  tempéra- 
ture o  à  la  température  i  l'unité  de  volume  d'une  substance  donnée 
et  non  l'unité  de  poids  de  cette  substance.  C'çst  pour  ne  pas  s'éloigner 
des  délinilions  communes  que  l'on  a  rapporté  dans  cet  Ouvrage  la 
capacité  de  chaleur  au  poids  et  non  au  volume;  mais  il  serait  préré- 
rable  d'employer  le  coefficient  c,  tel  que  nous  venons  de  le  définir; 
alors  il  n'entrera  dans  les  expressions  analytiques  aucune  grandeur 
mesurée  par  l'unité  de  poids;  on  aura  seulement  à  considérer  : 

1"  La  dimension  linéaire  x,  la  température  c  et  le  temps  t; 

2°  Les  coefticienls  c,  h  et  K. 

Les  trois  premières  quantités  sont  des  indéterminées,  et  les  trois 
autres  sont,  pour  chaque  substance,  des  éléments  constants  que  l'ex- 
périence fait  connaître.  Quant  à  l'unité  de  surface  et  à  l'unité  de  vo- 
lume, elles  n'ont  rien  d'absolu  et  dépendent  de  l'unité  de  longueur. 

160. 

Il  faut  maintenant  remarquer  que  chaque  grandeur  indéterminée  ou 
constante  a  une  dimension  qui  lui  est  propre  et  que  les  termes  d'une 
même  équation  ne  pourraient  pas  être  comparés,  s'ils  n'avaient  puint 
le  même  exposant  de  dimension.  Nous  avons  introduit  cette  considéra- 
tion dans  laThéorie  de  la  chaleur  pour  rendre  nos  définitions  plus  fixes 
et  servir  à  vérifier  le  calcul;  elle  dériVe  des  notions  primordiales  sur 
les  quantités  :  c'est  pour  cette  raison  que,  dans  la  Géométrie  et  dans  fa 
Mécanique,  elle  équivaut  aux  lemmes  fondamentaux  que  les  Grecs  nous 
ont  laissés  sans  démonstration. 

F.  i8 
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161. 


Dans  ta  théorie  analytique  de  la  chaleur,  toute  équation  (Ë)  exprime 
une  relation  nécessaire  entre  desgrandeurssubsislantes^,  M'.c,  A,  K. 
Cette  relation  ne  dépend  point  du  choix  de  l'unité  de  longueur,  qui  de 
sa  nature  est  contingent;  c'est-à-dire  que,  si  l'on  prenait  une  unité  dif- 
férente pour  mesurer  les  dimensions  linéaires,  l'équation  (E)  serait 
encore  I»  même.  Supposons  donc  que  l'unité  de  longueur  soit  changée 
et  que  sa  seconde  valeur  soit  équivalente  à  la  première  divisée  par  m. 
Une  quantité  quelconque  x  qui,  dans  l'équation  (E),  représente  une 
certaine  ligne  ab  et  qui,  par  conséquent,  désigne  un  certain  nombre 
de  fois  l'unité  de  longueur,  deviendra  mx,  afin  de  correspondre  à  la 
même  grandeur  ab;  la  valeur  /  du  temps  et  ta  valeur  v  de  la  tempéra- 
ture ne  seront  point  changées;  il  n'en  sera  pas  de  même  des  éléments 
spécifiques  A,  K,c  :  le  premier  A  deviendra  ~-^;  car  il  exprime  la  quan- 
tité de  chaleur  qui  sort,  pendant  l'unité  de  temps,  de  l'unité  de  surface 
à  la  température  t.  Si  l'on  examine  avec  attention  la  nature  du  coef- 
ficient K,  tel  que  nous  l'avons  déSni  dans  les  articles  68  et  135,  on 
reconnaîtra  qu'il  devient  — ;    car  le  flux  de  chaleur  est  en  raison 

directe  de  l'étendue  de  la  surface  et  en  raison  inverse  de  la  distance 
des  deux  plans  infinis  (art.  72).  Quant  au  coefficient  c  qui  représente 
le  produit  GO,  il  dépend  aussi  de  l'unité  de  longueur  et  devient— j; 
donc  l'équation  (E)  ne  doit  subir  aucun  changement  si  l'on  écrit,  au 
lieu  de  x,  mx,  et  en  même  temps  —,  — j.  —,  au  lieu  de  K,  h,  c;  le 
nombre  m  disparaîtra  de  lui-même  après  ces  substitutions  :  ainsi  la 
dimension  de  a;  par  rapport  à  l'unité  de  longueur  est  i  ;  celle  de  K  est 
—  I,  cetle  de  A  est  —  2,  et  celle  de  c  est  —  3.  Si  l'on  attribue  à  chaque 
quantité  son  exposant  de  dimension,  l'équation  sera  homogène,  parce 
que  chaque  terme  aura  le  même  exposant  total.  Les  nombres  tels  que 
s,  qui  représenteraient  des  surfaces  ou  des  solides,  ont  la  dimension  2 


DigJtJzcd  by 


Google 


CHAPITRE  II.  -  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES.        139 

dans  le  premier  cas,  et  la  dimension  3  dans  le  second.  Les  angles,  les 
sinus  et  aulres  fonctions  trigononiétriques,  les  logarithmes  ou  expo- 
sants de  puissance  sont,  d'après  les  principes  du  calcul,  des  nombres 
absolus  qui  ne  changent  point  avec  l'unité  de  longueur;  on  doit  donc 
trouver  leur  dimension  égale  à  o,  qui  est  celle  de  tous  les  nombres 
abstraits. 

Si  l'unité  de  temps,  qui  était  d'abord  i .  devient  ->  le  nombre  t  sera 
ni  et  les  nombres  :r  et  c  ne  changeront  point.  Les  coefficients  K,  h,  c 
seront  — .  ->  c.  Ainsi,  les  dimensions  de  x,  t,  v,  par  rapport  à  l'unité 
de  temps,  sont  o,  i ,  o  et  celles  de  K,  h,  c  sont  —  i ,  —  i ,  o. 

Si  l'unité  de  température  était  changée,  en  sorte  que  la  tempéra- 
ture I  devint  celle  qui  répond  à  un  autre  cfTet  que  l'éhullition  de 
l'eau,  et  si  cet  elTet  exigeait  une  température  moindre,  qui  fût  à  celle 
de  l'eau  bouillante  dans  le  rapport  de  i  au  nombre  p,  v  deviendrait  vp, 
X  et  t  conserveraient  leurs  valeurs  et  les  coefficients  K,  h,  c  seraient 
K  A  c 
.    /»'/''/•' 

Le  Tableau  suivant  représente  les  dimensions  des  trois  indétermi- 
nées et  des  trois  constantes,  par  rapport  à  chaque  sorte  d'unité  : 

[.DDgueur.  Uuréo.         Température. 

Exposant  de  dimension  de  x i  n  o 

».                 t- o                   o  1 

La  coaducibiiité  spéciBque  K —  i  —  i  —  i 

La  conducibililé  de  la  surrace  A —  t*  —  i  —  i 

La  capacité  de  chaleur  c —  '!                     o  —  i 

162. 

Si  l'on  conservait  les  coefficients  C  et  D  dont  le  produit  a  été  repré- 
senté par  c,  on  aurait  encore  à  considérer  l'unité  de  poids  et  l'on  trou- 
verait que  l'exposant  de  dimension,  par  rapport  à  l'unité  de  longueur, 
est  —  3  pour  la  densité  D  et  o  pour  C. 

En  appliquant  la  règle  précédente  aux  différentes  équations  et  à 
leurs  transformées,  on  trouvera  qu'elles  sont  homogènes  par  rapport  à 
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cliaque  sorte  d'unité  et  que  la  dimension  de  lutite  quantité  angulaire 
uu  exponentielle  est  nulle.  Si  cela  n'avait  point  lieu,  on  aurait  commis 
(jucique  erreur  dans  le  calcul  ou  l'on  y  aurait  introduit  des  expres- 
sions abrcjçées. 

Si  l'on  ciioisit,  par  exemple,  l'équation  (b)  de  l'article  I0.> 

iH  ~  en  dx'-      CDi' 

on  trouve  que,  par  rapport  à  l'unité  de  lon]j;ueur,  la  dimension  de 
cliarun  des  trois  termes  est  o,  qu'elle  est  i  pour  l'unité  do  tempéra- 
tures et  —  I  pour  l'unité  de  temps. 

Dans  l'équation  v  =  S.e       "'de  l'article  76,  la  dimension  linéaire^  de 

cliaque  terme  est  o,  et  l'on  voit  que  celle  de  l'exposant  ■^\/%-\  ««' 

toujours  nulle,  soit  pour  l'unité  linéaire,  soit  pourja  durée  ou  la  tem- 
pérature. 


DigJtJzcd  by 


Google 


CHAPITRE   III. 

PROPAGATION  DE  LA  CHALEUR  DANS  UN  SOLIDE  RECTANGULAIHE  CsFLNf. 


SECTION    I. 

EXPOSITION    BK     L*    QUESTION. 


Les  questions  relatives  à  la  propagation  uniforme  ou  au  mouvement 
varié  île  la  clialeur  dans  l'intérieur  des  solides  sont  réduites,  par  ce  qui 
précède,  à  des  problèmes  d'Analyse  pure,  et  les  progrès  de  celte  partie 
de  la  Physique  dépendront  désormais  de  ceux  que  fera  la  science  du 
calcul.  Les  équations  difTérentielles  que  nous  avons  démontrées  con- 
tiennent les  résultats  principaux  de  la  théorie;  elles  expriment,  de  la 
manière  la  plus  générale  et  la  plus  concise,  les  rapports  nécessaires  de 
l'analyse  numérique  avec  une  classe  très  étendue  de  phénomènes,  et 
réunissent  pour  toujours  aux  sciences  mathématiques  une  des  branches 
les  plus  importantes  de  la  Philosophie  naturelle.  Il  nous  reste  mainte- 
nant à  découvrir  l'usage  que  l'on  doit  Taire  de  ces  équations  pour  en 
déduire  des  solutions  complètes  et  d'une  application  facile.  La  ques- 
tion suivante  offre  le  premier  exemple  de  l'analyse  qui  conduit  à  ces 
solutions;  elle  nous  a  paru  plus  propre  qu'aucune  autre  à  faire  con- 
naître les  éléments  de  la  méthode  que  nous  avons  suivie. 

164. 

Nous  supposons  qu'une  masse  solide  homogène  est  contenue  entre 
deux  plans  verticaux  B  et  C  parallèles  et  infinis,  et  qu'on  la  divise  en 
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deux  parties  par  un  plan  A  perpendiculaire  aux  deux  autres  {fig.  7); 
nous  allons  considérer  les  températures  de  la  masse  BAC  comprise 
outre  les  trois  plans  infinis  A,  B,  C.  On  suppose  que  l'autre  partie 
B'AC'du  solide  infini  est  une  source  constante  de  chaleur,  c'est-à-dire 
que  tous  ses  points  sont  retenus  à  la  température  i,  qui  ne  peut 
jamais  devenir  moindre  ni  plus  grande.  Quant  aux  deux  solides  laté- 
raux compris,  l'un  entre  te  plan  C  et  le  plan  A  prolongé,  l'autre  entre 


le  plan  B  et  le  plan  A  prolongé,  tous  leurs  points  ont  une  température 
constante  o,  et  une  cause  extérieure  leur  conserve  toujours  cette  même 
température;  enfin,  les  molécules  du  solide  compris  entre  A,  B  et  C 
ont  la  température  initiale  o.  La  chaleur  passera  successivement  du 
foyer  A  dans  le  solide  BAC;  elle  s'y  propagera  dans  le  sens  de  la  lon- 
gueur qui  est  infinie,  et  en  même  temps  elle  se  détournera  vers  les 
masses  froides  B  et  C  qui  en  absorberont  une  grande  partie.  Les  tempé- 
ratures du  solide  BAC  s'élèveront  de  plus  en  plus;  mais  elles  ne  pour- 
ront outre-passer  ni  même  atteindre  un  maximum  de  température,  qui 
estdifférent  pour  les  différents  points  de  la  masse.  Il  s'agit  de  connaître 
l'état  final  et  constant  dont  l'état  variable  s'approche  de  plus  en  plus. 
Si  cet  état  final  était  connu  et  qu'on  le  formât  d'abord,  il  subsiste- 
rait de  lui-même,  et  c'est  cette  propriété  qui  le  distingue  de  tous  les 
autres.  Aussi  la  question  actuelle  consiste  à  déterminer  les  tempéra- 
tures permanentes  d'un  solide  rectangulaire  infini,  compris  entre  deux 
masses  de  glace  B  et  C  et  une  masse  d'eau  bouillante  A;  la  considéra- 
tion des  questions  simples  et  primordiales  est  un  des  moyens  les  plus 
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certains  de  découvrir  les  lois  des  phéiiomitnes  naturels,  et  nous  voyons, 
par  riiisloire  des  Sciences,  que  toutes  les  théories  se  sont  formées  sui- 
vant cette  méthode. 

165. 

Pour  exprimer  plus  brièvement  la  même  question,  on  suppose  qu'une 
lame  rectangulaire  BÀC,  d'une  tongueur  infinie,  est  échauffée  par  son 
extrémité  A  et  conserve  dans  tous  les  points  de  cette  base  une  tempé- 
rature constante  i ,  tandis  que  chacune  des  deux  arêtes  infinies  B  et  C, 
perpendiculaires  à  la  première,  est  aussi  assujettie  dans  tous  ses  points 
à  une  température  constante  o;  il  s'agit  de  déterminer  quelles  doivent 
être  les  températures  stationnaires  de  chaque  point  de  la  lame. 

On  suppose  qu'il  ne  se  fait  à  la  superficie  aucune  déperdition  de  cha- 
leur ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  on  considère  un  solide  formé  par  la 
superposition  d'une  infinité  de  lames  pareilles  à  la  précédente;  on 
prend  pour  l'axe  des  x  la  droite  ox  qui  partage  la  lame  en  deux  moi- 
tiés, et  les  coordonnées  de  chaque  point  m  sont  x  et/;  enfin  on  repré- 
sente la  largeur  A  de  la  lame  par  2/  ou,  pour  abréger  le  calcul,  par  x, 
valeur  de  la  demi-circonférence. 

Concevons  qu'un  point  m  de  la  tame  solide  BAC,  qui  a  pour  coor- 
données X  tty,  ait  la  température  actuelle  f,  et  que  les  quantités  v  qui 
répondent  aux  difTérents  points  soient  telles  qu'il  ne  puisse  survenir 
aucun  changement  dans  les  températures,  pourvu  que  celle  de  chaque 
point  de  la  base  A  soit  toujours  1 ,  et  que  les  côtés  B  et  C  conservent 
dans  tous  leurs  points  la  température  o. 

"Si  l'on  élevait  en  chaque  point /n  une  coordonnée  verticale  égale  à 
la  température  v,  on  formerait  une  surface  courbe  qui  s'étendrait  au- 
dessus  de  la  lame  et  se  prolongerait  à  l'infini.  Nous  chercherons  à  con- 
naître la  nature  de  cette  surface,  qui  passe  par  une  ligne  parallèle 
élevée  au-dessus  de  l'axe  des  y  à  une  distance  égale  à  l'unité,  et  qui 
coupe  le  plan  horizontal  suivant  les  deux  arêtes  infinies  parallèles 
aux  X, 
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166. 
Pour  nppliquer  rû(|uation  génôrale 

on  considérera  que,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  on  tail  abstraction  d'unr 
coordonnée  =,  en  sorle  que  le  terme  -r^  doit  être  omis;  quant  au  pre- 
mier membre -T^t  il  s'évanouit  puisqu'on  veut  déterminer  les  (enipéra- 
turcs  stationnaires;  ainsi  l'équation  qui  convient  à  la  question  acluellr 
et  délormine  les  propriétés  de  la  surface  courbe  cbercbée  est  celle-ci 

La  fonction  <^(j:,y)  de  x  et  y,  qui  représente  l'état  permanent  du 
solide  BAC,  doit  : 

1"  Satisfaire  à  l'équation  (a); 

2"  Devenir  nulle  lorsqu'on  substitue  —  -  ou  -H  -  au  lieu  de  y, 
([uclle  que  soit  d'ailleurs  la  valeur  de  ;r; 

>  Être  égale  à  l'unité,  si  l'on  suppose  .r=  o  et  si  l'on  attribue  a  y 
une  valeur  quelconque  comprise  entre  — ■"  et  H 

Il  faut  ajouter  que  cette  fonction  <^{x,y)  doit  devenir  extrêmement 
petite  lorsqu'on  donne  à  x  une  valeur  très  grande,  puisque  toute  lit 
chaleur  sort  du  seul  foyer  A. 

167. 

Afin  de  considérer  la  question  dans  ses  éléments,  on  cherchera  en 
premier  lieu  les  plus  simples  fonctions  de  x  ely,  qui  puissent  satis- 
faire à  l'équation  (a);  ensuite  on  donnera  à  cette  valeur  de  <■  une 
expression  plus  générale,  afin  de  remplir  toutes  les  conditions  énon- 
cées. Par  ce  moyen  la  solution  acquerra  toute  l'étendue  qu'elle  doit 
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avoir,  et  l'on  démontrera  que  la  question  proposée  ne  peut  admettre 
aucune  autre  solution. 

Les  fonctions  de  deux  variables  se  réduisent  souvent  à  une  exprès* 
sion  moins  composée  lorsqu'on  attribue  à  l'une  des  variables  ou  à 
toutes  les  deux  une  valeur  infinie;  c'est  ce  que  l'on  remarque  dans  les 
fonctions  algébriques  qui,  dans  ce  cas,  équivalent  au  produit  d'une 
fonction  de  x  par  une  fonction  de  y.  Nous  examinerons  d'abord  si  la 
valeur  de  v  peut  être  représentée  par  un  pareil  produit;  car  cette  fonc- 
tion V  doit  représenter  l'état  de  la  lame  dans  toute  son  étendue,  et  par 
conséquent  celui  des  points  dont  la  coordonnée  x  est  infinie.  On 
écrira  donc 

substituant  dans  l'équation  (a)  et  désignant  -- .  ,-  par  Y°{x)  et  ■  ^Y 
par/'(7),  on  aura 

F(^)        /(/) 
on  pourra  donc  supposer 

!!i^-„.         et         /'<■>->-      ^. 

m  étant  une  constante  quelconque;  et,  comme  on  se  propose  seulement 
de  trouver  une  valeur  particulière  de  f,  on  déduira  des  équations  pré- 
cédentes 

168. 

On  ne  pourrait  point  supposer  que  m  est  un  nombre  négatif,  et  l'on 
doit  nécessairement  exclure  toutes  les  valeurs  particulières  de  v  oii  il 
entrerait  des  termes  tels  que  e"',  m  étant  un  nombre  positif,  parce  que 
la  température  v  ne  peut  point  devenir  infinie  lorsque  x  est  infiniment 
grande.  En  %Sti,  la  cbaleur  n'étant  fournie  que  par  la  source  con- 
stante A,  il  ne  peut  en  parvenir  qu'une  portion  extrêmement  petite 
dans  les  points  de  l'espace  qui  sont  très  éloignés  du  foyer.  Le  reste  se 
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détourne  Je  plus  en  plus  vers  les  arêtes  infinies  B  et  C  et  se  perd  dans 
les  niasses  froides  qu'elles  terminent. 

L'exposant  m  qui  entre  dans  la  fonction  «"""cosmy  n'est  pas  dé- 
terminé, et  l'on  peut  choisir  pour  cet  exposant  un  nombre  positif 
quelconque;  mais,  pour  que  v  devienne  nulle  en  faisant  y^  —  -  ou 
y  =  -H  -,  quelle  que  soit  x.  on  prendra  pour  m  un  des  termes  de  la 
suite  1 ,  3,  5,  7,  ...  ;  par  ce  moyen  la  seconde  condition  sera  remplie. 


On  formera  facilement  une  valeur  plusgénérale  de  c  en  ajoutant  plu- 
sieurs termes  semblables  aux  précédents,  et  l'on  aura 
(fc)      i'  :i=  ae-'  cosy  +  be~*'  cosZy  -\-  ce  '"  cos5y  +  de-'''  cosjy  ■+• 

Il  est  évident  que  cette  fonction  f,  désignée  par  9(x,r),  satisfait  à 
l'équation 

et  à  la  condition 

Il  reste  à  remplir  une  troisième  condition,  qui  est  exprimée  ainsi 

.    ?(o,r}  — ■; 

et  il  est  nécessaire  de  remarquer  que  ce  résultat  doit  avoir  lieu  lors- 
qu'on met  pour  y  une  valeur  quelconque,  comprise  entre  —  -  et 

H On  ne  peut  en  rien  inférer  pour  les  valeurs  que  prendrait  la 

fonction  ^[o,y)  si  l'on  mettait  au  lieu  de  y  une  quantité  non  com< 
prise  entre  les  limites  — ^  et  +  -■  L'équation  (6)  doit  donc  être 
assujettie  à  la  condition  suivante  : 

ii^acosy  -h  bcosiy  +  ccos5j  -^dcos'yy  -h 

C'est  au  moyen  de  cette  équation  que  l'on  déterminera  les  coeflicients a, 
h,  c,  d,  ...,  dont  le  nombre  est  infini. 
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Le  second  membre  est  une  fonction  de  y,  qui  équivaut  à  l'unité 

toutes  les  fois  que  la  variable  y  est  comprise  entre  — ^  et  +  -■  On 

pourrait  douter  qu'il  existât  une  pareille  fonction,  mais  cette  question 

sera  pleinement  éclaircie  par  la  suite. 

170. 

Avant  de  donner  le  calcul  des  coefficients,  nous  remarquerons  l'effet 
que  représente  chacun  des  termes  de  la  série  dans  l'équation  [b). 

Supposons  que  la  température  fixe  de  la  base  A,  au  lieu  d'être  égale 
à  l'unité  pour  lous  ses  points,  soit,  d'âutant  moindre  que  le  point  de  la 
droite  A  est  plus  éloigné  du  milieu  o,  et  qu'elle  soit  proportionnelle 
au  cosinus  de  cette  distance;  on  connaîtra  facilement  dans  ce  cas  la 
nature  de  la  surface  courbe  dont  l'ordonnée  verticale  exprime  la  tem- 
pérature V,  ou  ç(a7,y}.  Si  l'on  coupe  cette  surface  à  l'origine  par  un 
plan  perpendiculaire  à  l'axe  des  x,  la  courbe  qui  termine  la  section 

aura  pour  équation 

v  —  acmy, 

les  valeurs  des  coefficients  seront  les  suivantes 


ainsi  de  suite,  et  l'équation  de  la  surface  courbe  sera 


Si  l'on  coupe  cette  surface  perpendiculairement  à  l'axe  des  y,  on 
aura  une  logarithmique  dont  la  convexité  est  tournée  vers  l'axe;  si  on 
la  coupe  perpendiculairement  à  l'axe  des  x,  on  aura  une  courbe  Irigo- 
nométriquc  qui  tourne  sa  concavité  vers  l'axe,  il  suit  de  là  que  la  fonc- 
tion -j— j  a  toujours  une  valeur  positive,  et  que  celle  de  -p-,  est  toujours 

négative.  Or  {art.  123),  la  quantité  de  chaleur  qu'une  molécule  acquiert, 
à  raison  de  sa  place  entre  deux  autres  dans  le  sens  des  x,  est  propor- 
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tionnclle  à  ta  valeur  de  ~;  il  s'ensuit  dune  que  la  molécule  intermé- 
diaire reçoit,  de  celle  qui  la  précède  dans  le  sens  des  x,  plus  de  chaleur 
qu'elle  n'en  communique  à  celle  qui  la  suit.  Mais,  si  l'on  considère 
cette  même  molécule  comme  placée  entre  deux  autres  dans  le  sens 

des  j,  la  fonction  y-;  étant  négative,  on  voit  que  la  molécule  intermé- 
diaire communique  à  celle  qui  la  suit  plus  de  chaleur  qu'elle  n'en 
reçoit  de  celle  qui  la  précède.  Il  arrive  ainsi  que  l'excédent  de  chaleur 
qu'elle  acquiert  dans  le  sens  des  x  compense  exactement  ce  qu'elle 
perd  dans  le  sens  des  y,  comme  t'exprime  l'équation 


On  connaît  ainsi  la  route  que  suit  la  chaleur  qui  sort  du  foyer  A.  Elle 
se  propage  dans  le  sens  des  x,  et  en  même  temps  elle  se  décompose  en 
deux  parties,  dont  l'une  se  dirige  vers  une  des  arêtes,  tandis  que 
l'autre  partie  continue  de  s'éloigner  de  l'origine  pour  être  décomposée 
comme  la  précédente,  et  ainsi  de  suite  à  l'infini.  La  surface  que  nous 
considérons  est  engendrée  par  ta  courbe  tri gonu métrique  qui  répond 
à  la  base  A,  et  se  meut  perpendiculairement  à  l'axe  des  x  en  suivant 
cet  axe,  pendant  que  chacune  de  ses  ordonnées  décroit  à  l'infini,  pro- 
portionnellement aux  puissances  successives  d'une  même  fraction. 

On  tirerait  des  conséquences  analogues,  si  les  températures  fixes  de 
la  base  A  étaient  exprimées  par  le  terme  bcos3y,  ou  par  l'un  des 
termes  suivants  ccosSy,  ...;  et  l'on  peut,  d'après  cela,  se  former  une 
idée  exacte  du  mouvement  de  la  chaleur  dans  les  cas  plus  généraux; 
car  on  verra  par  la  suite  que  ce  mouvement  se  décompose  toujours  en 
une  multitude  de  mouvements  élémentaires,  dont  chacun  s'accomplit 
comme  s'il  était  seul. 
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SECTION  II. 

PRBHIBR   EXEHPLB  DE   L'USAGB  DES  SERIES   T H IGONOXt TRIQUES 
DANS  LA   THËOniE   DE   LA  CHALEUB. 

171. 

Nous  reprendrons  maintenant  l'équation 

i  =  acos/+  fccos3j  +  ccos5/  +  rfcos7_^-f-. . ., 

dans  laquelle  il  Taut  déterminer  les  coefTicients  a,  h,  c,  d Poui 

que  cette  équation  subsiste,  il  est  nécessaire  que  les  constantes  satis- 
fassent aux  équations  que  l'pn  obtient  par  des  difTérentiations  succes' 
sives,  ce  qui  donne  les  résultats  suivants 


acos^-i- 

b 

C0S3/  + 

c  cos  5_f  + 

rfcoS7/ 

osin/  + 

3  * 

sin37  +  5  csin5_x-i-7 

rfsin7/ 

a  cos/  + 

3'é 

cos  3/  +  5'  c  cos  %y  +  7 

'^00377 

«sm^  + 

3' 6 

sin3_f +  5'csin5>-  +  7' 

'rfsiny/ 

et  ainsi  de  suite  à  l'infini. 

Ces  équations  devant  avoir  lieu  lorsque/  —  o,  on  aura 

1=0 -h     6-t-     c-t-     rf+     e+      f+g-^---, 
o^:a-t-3'&-(-5'c  +  7'rf  +  9*e  +  ii'/+,,,, 

o  =  a  +  5'6  +  5*c-)-7*rf+9*e  +  ..., 

o  =  (H-3'é  +  5"c-)-. .., 


Le  nombre  de  ces  équations  est  infini  comme  celui  des  indétermi 

nées  a,  b^c,  d,e, La  question  consiste  à  éliminer  toutes  les  incon 

nues,  excepté  une  seule. 
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172. 

l'ouï'  se  former  une  idée  distincte  du  résultat  de  ces  éliminations, 
on  supposera  que  le  nombre  des  inconnues  a,  b,c,d,  ...  est  d'abord 
défini  et  égal  à  m.  On  emploiera  les  m  premières  équations  seulement, 
en  effaçant  tous  les  termes  où  se  trouvent  les  inconnues  qui  suivent  les 
m  premières.  Si  l'on  fait  successivement  m  =  2,  m  =  3,  m^=4.  "*  =  5, 
ainsi  de  suite,  on  trouvera  dans  chacune  de  ces  suppositions  les  valeurs 
des  indéterminées.  La  quantité  a,  par  exemple,  recevra  une  valeur  pour 
le  cas  de  deux  inconnues,  une  autre  pour  le  cas  de  trois  inconnues,  ou 
pour  le  cas  de  quatre  inconnues,  ou  successivement  pour  un  plus  grand  , 
nombre.  II  en  sera  de  même  de  l'indéterminée  b,  qui  recevra  autant  de 
valeurs  différentes  que  l'on  aura  effectué  de  fois  l'élimination;  chacune 
des  autres  indéterminées  est  pareillement  susceptible  d'une  infinité  de 
valeurs  différentes.  Or  la  valeur  d'une  des  inconnues,  pour  le  cas  où 
leur  nombre  est  infini,  est  la  limite  vers  laquelle  tendent  continuel- 
lement les  valeurs  qu'elle  reçoit  au  moyen  des  éliminations  succes- 
sives (').  Il  s'agit  donc  d'examiner  si,  à  mesure  que  le  nombre  des 
inconnues  augmente,  chacune  des  valeurs  a,  b,c,  d,  ...  ne  converge 
point  vers  une  limite  finie,  dont  elle  approche  continuelleoient. 

Supposons  que  l'on  emploie  les  sept  équations  suivantes  : 


i=a-l- 

4  + 

c  + 

<i  + 

«  + 

/+        S, 

0  =  n  -F  3' 

4  +  5" 

c  +  7' 

rf+9' 

C  +  l 

'  f+'^S. 

0  =  0  +  3' 

4  +  5' 

c  +  7 

rf+9' 

e  +  1 

'  /+<i'  g. 

o  =  a  +  3' 

6  +  5* 

c  +  ^' 

rf  +  9' 

e  +  i 

•  /+<3-S. 

/>  =  o  +  3' 

4  +  5' 

.  +  7- 

rf  +  9' 

e  +  i 

•/+.3'f. 

o=<î  +  3i 

•4  +  5 

•c  +  7 

•rf  +  9' 

«  +  1 

■•/+,3"e, 

0  =  0  +  3' 

4  +  5' 

c  +  7 

■rf  +  9' 

e  +  I 

"/+'3'V", 

(')  Co  point  o'ost  nulleraont  évideut  et  aurait  besoin  do  tic  mons  ira  lion.  Quoi  qu'il  en 
soit,  la  môtliodo  si  naturelle  quo  Buit  ici  Fouricr,  et  qu'il  emploie  aussi  plus  loin  dans 
l'étude  des  séries  tri gonomé triques  le^  plus  gi5néra]es,  nous  parait,  malgr<S  son  insuffisance, 
mériter  l'attention  des  géomètres;  car  il  y  a,  dans  les  différentes  parties  do  la  Science,  bien 
des  questions  dont  la  solution  peut  se  rattacher  à  la  considéraiion  d'un  nombre  infini 
d'équations  linéaires  conlenant  un  nombre  inOni  d'inconnues.  G.  D. 
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Les  six  équations  qui  ne  contiennent  plus  g  sont 


3'  =  «(i3"-i 

)+       S(i3>-3')+       i-(,3'-5')+       rf(]3'-7')+       .(i3'-9>)  + 

.  /(.3' 

o  =  n(,3'-, 

)+3'  i(i3'-3')  +  5'  c(iî'-5')  +  ,>rf(i3'-7')  +  9'  ir(.3'-9')-n 

•  f(>y- 

o  =  o(i3ï-i 

)-l-3*  i(,3t-3')-)-5*  c(i3'-5>)-i-7»  rf(i3'-7>)  +  9»  c(i3'-9')-M 

'  /(.3' 

o  =  o(,3.-, 

)  +  3'  i(i3»-3')-t-5'  c{i3i-î")  +  7'  rf(i3'-7>) -t-9'  c(i3'-9»)-M 

•  /(i3' 

o  =  »(i3'-i 

)+3«  6(i3'-3')^-5«  c(i3"— 5')  +  7«  rf(i3'-7')  +  9»  c(i3>-9>)  +  i 

•  /(.3' 

{i3»— 3>)4-5"'c(i3»— 5')-t-7'0rf(i3'  — 7^)4 


■c(i3'-9ï)4-ii'V(i3'- 


En  continuant  l'élimination,  on  obtiendra  l'équation  finale  en  a,  qui 


-i*)(9'-'')(7'-'')(5'-i')(3'-i*)=i3'. 


173. 


Si  l'on  avait  employé  un  nombre  d'équations  plus  grand  d'une 
unité,  on  aurait  trouvé,  pour  déterminer  a,  une  équation  analogue  ii 
la  précédente,  ayant  au  premier  membre  un  facteur  de  plus,  savoir  : 
i5'—  1*,  et  au  second  membre  i5*  pour  un  nouveau  facteur.  La  loi  li 
laquelle  ces  différentes  valeurs  de  a  sont  assujetties  est  évidente,  et  il 
s'ensuit  que  la  valeur  de  a  qui  correspond  à  un  nombre  infini  d'équa- 
tions est  exprimée  ainsi 

_     3*        5'        7*        ç?        Il'        i3' 
^  3'— I  5*— I  7'— I  q'— i   II'— 1    i3'— I 


3^  5^  7^  1:9. 
'  a. 4  4-6  6.8  8.10 


11  ■3' 

12    13. I, 


Or  cette  dernière  expression  est  connue  et,  suivant  le  tliéoréme  de 
Wallis,  on  en  conclut 

Il  ne  s'agit  donc  maintenant  que  de  connaitre  les  valeurs  des  autres 
indéterminées. 
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174. 


Les  six  équations  qui  restent  après  l'élimination  de  g  peuvent  être 
comparées  aux  six  équations  plus  simples  que  l'on  aurait  employées 
s'il  n'y  avait  eu  que  six  inconnues.  Ces  dernières  équations  diflerent 
des  équations  (c)  en  ce  que,  dans  celles-ci,  les  lettres/,  e,  d,  c,  b,  a 
se  trouvent  multipliées  respectivement  par  les  facteurs 


Il  suit  de  là  que,  si  l'on  avait  résolu  les  six  équations  linéaires  que 
l'on  doit  employer  dans  le  cas  de  six  indéterminées,  et  que  l'on  eût 
calculé  la  valeur  de  chaque  inconoue,  il  serait  facile  d'en  conclure  la 
valeur  des  indéterminées  de  même  nom,  correspondantes  au  cas  où 
l'on  aurait  employé  sept  équations.  Il  suffirait  de  multiplier  les  valeurs 
de/,  e,  d,  c,  b,  a,  trouvées  dans  le  premier  cas,  par  des  facteurs  connus. 
Il  sera  aisé,  en  général,  de  passer  de  la  valeur  de  l'une  des  quantités, 
prise  dans  la  supposition  d'un  certain  nombre  d'équations  et  d'incon- 
nues, à  la  valeur  de  la  même  quantité,  prise  dans  le  cas  où  il  y  aurait 
une  inconnue  et  une  équation  de  plus.  Par  exemple,  si  la  valeur  de/ 
trouvée  dans  l'hypothèse  de  six  équations  et  six  inconnues  est  repré- 
sentée par  F,  celle  de  la  même  quantité  prise  dans  le  cas  d'une 
inconnue  de  plus  sera  F  -^^^ — j-  Cette  même  valeur,  prise  dans  le  cas 
de  huit  inconnues,  sera,  par  la  même  raison. 


et,  dans  le  cas  de  neuf  inconnues,  elle  sera 


ainsi  de  suite.  Il  suffira  de  même  de  connaître  la  valeur  de  b,  corres- 
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pondante  au  cas  de  deux  incoDnues,  pour  en  conclure  celle  de  la  mémo 

lettre  qui  correspond  au  cas  de  trois,  quatre,  cinq  inconnues, On 

aura  seulement  à  multiplier  cette  première  valeur  de  b  par 


5' —  3'  7*—  3*  9"—  3-  1 1'—  3* 

Pareillement,  si  l'on  connaît  la  valeur  de  c  pour  le  cas  de  trois  incon- 
nues, on  multipliera  cette  valeur  par  les  facteurs  successifs 


on  calculera  de  même  la  valeur  de  d  pour  le  cas  de  quatre  inconnues 
seulement,  et  l'on  multipliera  cette  valeur  par 


Le  calcul  de  la  valeur  de  a  est  assujetti  à  la  même  règle;  car,  si  l'on 
prend  cette  valeur  pour  le  cas  d'une  seule  inconnue  et  qu'on  la  mul- 
tiplie successivement  par 

3'  5*  r-  9* 

3'—!''      5'— i''      f-~i''     9'— I'' 

on  trouvera  la  valeur  finale  de  celte  quantité. 

'175. 

La  question  est  donc  réduite  à  déterminer  la  valeur  de  a  dans  le  cas 
d'une  inconnue,  la  valeur  de  6  dans  le  cas  de  deux  inconnues,  celte  de  v 
dans  le  cas  de  trois  inconnues,  et  ainsi  de  suite  pour  les  autres  incon- 
nues. 

Il  est  facile  de  juger,  à  l'inspection  seule  des  équations  et  sans 

F.  ao 
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ucun  calcul,  que  les  résultais  de  ces  éliminations  successives  doivent 


1'— 7'  3'~7'  5'-7'' 

—       ''  3'  5'  7' 

*'  —  i  =  — 9<  3'  — 9'  5=— «j'  7=  — 9'' 

476. 

Il  ne  reste  qu'il  multiplier  les  quantités  précédentes  par  les  séries 
es  produits  qui  doivent  les  compléter  et  que  nous  avons  donnés 
art.  174).  On  aura,  en  conséquence,  pour  les  valeurs  finales  des 
nconnuos  a,  b,  c,  d,  e,f,  ...,  les  expressions  suivantes  : 


a-        1 

3»-i' 

5'-.' 

7'—!' 

9'  — i' 

11'—  i" 

•'' 

'-    ,.-3. 

5'— 3' 

7«-3' 

0* 

II»— 3' 

''         i'-5' 

3' 
3' —5= 

7'  — j' 

9' 
9'  — 5' 

n'-j» 

..., 

rf=z   -^ — - 

3' 

3'-7' 

5'  — 7' 

9' 
9'-?' 

II'— 7' 

,' 

3' 
3*- 9' 

5' 
5' -9' 

7= -9' 

II' 

i3> 

1--9' 

"'-9' 

,3'- 9' 

/■           ■' 

3' 

5» 

7' 

9' 

i3' 

|5' 

3'— Il 

5'—  II' 

9*-M' 

|3'-1,' 

10'-. .'        ■ 

DigJtJzcd  by 


Google 


CHAPITRE  III.  ~  SOLIDE  RECTANGULAIKE  INFINI.      15.1 


3.3    5.5    7-7 
a. 4    4.6    6.8  ■ 


1.1 

TA 

5.5    7.7    9.9 

TU  4:75  rr;^' 

1.1 

476 

a. 8  a. 12  4.14   6.16 

..., 

O 

3.3    5.5    9.9    11.11 
4.10  3.12  2.16  4.18 

i3.i3 
6.20    *"' 

,  , 

3.3     5.5     7.7    11.11 

i3.i3  i5.i5 

8.10 

6.12  4.14  2.16    a. 20 

4.22    6.a4 

1.1 

3.3    5.5    ,.7     9.9 

i3.i3  10. i5 

10. 13  tj.ii!)  6.ib  4-'^    3.20     2.a4     4-3(i     fi. 28 

La  quantité  ->  ou  le  quart  de  la  circonférence,  équivaut,  suivant  le 
théorème  de  Wallis,  à 

2^  i^  6^  8^  10. 10  ia.12  i4.i4 
1.33,55,77,99.11   ii.i3i3.i5 

Si  l'on  remarque  maintenant  quels  sont,  dans  les  valeurs  de  a,  b, 
c,  d,e,  ...,  les  facteurs  que  l'on  doit  écrire  aux  numérateurs  et  ;iux 
dénominateurs,  pour  y  compléter  la  double  série  des  nombres  impairs 
et  des  nombres  pairs,  on  trouvera  que  les  facteurs  à  suppléer  sont 

3.3 

^«"'•^ -r 

Pour  c ^— 

Pour  d ^ 

Pour  e ^ 

Pour  /. --!-^ 
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et  l'on  en  conclut 


C'est  ainsi  qu'on  esl  parvenu  à  effectuer  entièrement  les  éliminations 
et  H  déterminer  les  coefficients  a,  b,c,  d,  ...  de  l'équation 

l=;aCOS/  +  ÔCOB3jM-CCOS5/M-rfCOS7_>'  +  CC059J'  + 

La  substitution  de  ces  coefficients  donne  l'équation  suivante  : 

7t  1,1,1  I  1 

j  ■=cosy—  5C0S3/  +  -cos;>_)' cos7/-+-  -cosg/ cosiiv  + 

Le  second  membre  est  une  fonction  de  y  qui  ne  cliange  point  de 
valeur  quand  on  donne  à  la  variable^  une  valeur  comprise  entre  — -' 
et  H H  serait  aisé  de  prouver  que  cette  série  est  toujours  conver- 
gente; c'est-à-dire  que,  en  mettant  au  lieu  dey  un  nombre  quelconque 
et  en  poursuivant  le  calcul  des  coefficients,  on  approcbe  de  plus  en 
plus  d'une  valeur  fixe;  en  sorte  que  la  différence  de  cette  valeur  à  la 
somme  des  termes  calculés  devient  moindre  que  toute  grandeur  assi- 
gnable. Sans  nous  arrêter  à  cette  démonstration  que  le  lecteur  peut 
suppléer,  nous  ferons  remarquer  que  la  valeur  fixe  dont  on  approche 
continuellement  est  7  si  la  valeur  attribuée  à  y  est  comprise  entre 
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o  et  -.  mais  qu'elle  est  —  |  si  j  est  comprise  e 
dans  ce. second  intervalle,  chaque  terme  de  la  séri 
En  général,  la  limite  de  la  série  est  alternativemei 
tive;  au  reste,  la  convergence  n'est  point  assez  ra 
une  approximation  Tacile,  mais  elle  suffit  pour  la  v< 

178. 
L'équation 

y  =:  cos^  —  ^cos3x-i-  -cosSx  —  ;C0S7j 

appartient  à  une  ligne  qui,  ayant  :r  pour  abscisse  e 
est  composée  de  droites  séparées  dont  chacune  est 
égale  à  la  demi-circonférence.  Ces  parallèles  son' 
vement  au-dessus  et  au-dessous  de  l'axe,  à  la  tVu 
par  des  perpendiculaires  qui  font  elles-mêmes  pari 
se  former  une  idée  exacte  de  la  nature  de  cette  ligi 
que  le  nombre  des  termes  de  la  fonction 

cosj:—  ^cos3j;  •+-  pCos5x  — . . . 

reçoit  d'abord  une  valeur  déterminée.  Dans  ce  der 

appartient  k  une  ligne  courbe  qui  passe  alternativ 
au-dessous  de  l'axe,  en  le  coupant  toutes  les  fo 
devient  égale  à  l'une  des  quantités 


ù  mesure  que  le  nombre  des  termes  de  l'équation  ; 
dont  il  s'agit  tend  de  plus  en  plus  à  se  confondre  ; 


DigJtJzcd  by 


Google 


158  THÉOBIE  DE  LA  CUALEUR. 

dénie,  composée  de  droites  parallèles  et  de  droites  perpendiculaires, 
en  sorte  que  cette  ligne  est  la  limite  des  différentes  courbes  que  l'on 
obtiendrait  en  augmentant  succesaiveraenl  le  nombre  des  termes. 

SECTION  in. 

UlitQUBS   sut   cas   StBIES. 


On  peut  envisager  ces  mêmes  équations  sous  un  autre  point  de  vue 
el  démontrer  immédiatement  l'équation 


y  —  cosx—  t;C0s3x+  rCOsSj: C08?:c+-  -cosoj:  - 

4  3  0  7  9 

Le  cas  où  x  est  nulle  se  vérifie  par  la  série  de  Leibnitz 


4  3579 

Ensuite  on  supposera  que  le  nombre  des  termes  de  la  série 


au  lieu  d'être  infini,  est  déterminé  et  égal  à  m.  On  considérera  ta  valeur 
de  cette  suite  finie  comme  une  fonction  de  x  et  de  m.  On  réduira  la 
valeur  de  la  fonction  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
négatives  de  m:  et  l'on  reconnaîtra  que  cette  valeur  approche  d'autant 
plus  d'être  constante  et  indépendante  de  x,  que  m  est  un  plus  grand 
nombre  (  '  ). 

(')  0»  remarquera  que,  dan»ceUe  élude  de  quelques  séries  particulières,  Fourier  suit 
précisément  la  méthode  qui  a  permis  plus  tard  à  Diriclilet  d'obtenir  pour  la  première  fois 
une  théorie  complëtomont  rigoureuse  des  sérioa  (rigonomé triques.  Cette  méthode  consiste, 
comme  on  le  voit,  fi  exprimer  par  une  intégrale  déQnio  la  somme  des  m  premiers  termes 
de  la  série,  puis  it  chercher  la  limite  de  cette  intégrale.  G.  D. 
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Soit/  la  fonction  cherchée  qui  est  donnée  par  l'équation 


le  nombre  m  des  termes  étant  supposé  pair.  Cette  équation,  différen- 
tiée  par  rapport  à  x,  donne 


4-  sin(a. 
en  multipliant  par  i  sin  ix,  on  a 


Chaque  ternie  du  second  membre  étant  remplacé  par  la  dilTérence  de 
deux  cosinus,  on  en  conclura 


—  COS    X  +  cos   ■tX 
M-cos3j:  —  COS  "^x 

—  cos5.r-t-  cos  ^x 

-k-QXti')X  —  COSlIj: 


-h  cos  (  2  nt  ~  5  )  ^  —  cos  (  a  ni  —  1  )  .r 
~Cos(2»i  —  'i)x  +  cos(anf  -i-i).r. 

Le  second  membre  se  réduit  à  cos(2/n  4- i}a:  —  cos(2m— i).r  ou 
—  25in3/nj;sinx;  donc 


aj      i'osj: 


On  intégrera  le  second  membre  par  parties,  en  distinguant  dans 
l'intégrale  le  facteur  8in2/ïij;(/a;,  qui  doit  être  intégré  successivement, 
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elle  facteur- — -ou  sécarquel'on  (loi  idifférenlier  successivement;  dési- 

gnaiil  les  résultais  de  ces  différentialions  par  séc'x,  séc":r,  séc'a: 

on  aura 

a/=;consl.  —  -^ — ^cosamjTsécj- 

H — z — jsinamxséc'jT  h — - — jCosama:  séc'x  —  . . .; 
ainsi  la  valeur  de  v,  ou 

COSX—  :COs3j-!-  -,  C0s5j- COS7J  -1-,  ..H COS( 11»  —  i)j-, 

3  j  7  awi  —  I        ^  ' 

qui  est  une  fonction  de  ^  et  m,  se  trouve  exprimée  par  une  série 
infinie;  et  il  est  manifeste  que,  plus  le  nombre  m  augmente,  plus  la 
valeur  de  y  approche  de  celle  de  la  constante.  C'est  pourquoi,  lorsque 
le  nombre  m  est  infini,  la  fonction  y  a  une  valeur  déterminée  qui  est 
toujours  la  même,  quelle  que  soit  la  valeur  positive  de  x,  moindre  que 
,-•  Or,  si  l'on  suppose  l'arc  x  nul,  on  a 


qui  équivaut  à  -,  ■  Donc  on  aura  généralement 


'    '  4  3  5  7  9 


181. 

Si  dans  cette  équation  on  suppose  :r=  -^i  on  trouvera 


En  donnant  'a  l'arc  x  d'autres  valeurs  particulières,  on  trouvera 
d'autres  séries  qu'il  est  inutile  de  rapporter,  et  dont  plusieurs  ont 
déjà  été  publiées  dans  les  Ouvrages  d'Euler.  Si  l'on  multiplie  l'équa- 
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lion  (b)  par  dx  et  que  l'on  intègre,  on  aura 

-~  =:sinar  —  iïisin3.r-t-  —  sinS.r ;sin7x-i-. ,. . 

i  3'  5-  7' 

En  faisant  dans  cette  dernière  équation  a;  =  -i  on  trouve 

n-  ^  I         I         I         1 

-_,+  -  +  -  -i.  ^^  +  -  -t- .. ., 

série  déjà  connue.  On  pourrait  énumérer  à  l'infini  ces  cas  particu- 
liers; mais  il  convient  mieux  à  l'objet  de  cet  Ouvrage  de  déterminer, 
en  suivant  le  même  procédé,  les  valeurs  de  diverses  séries  formées  de 
sinus  ou  de  cosinus  d'arcs  multiples. 

182. 
Soit 

y  =  s\nx sinaj^-i-  :ïSin3:c—  ^sin4ir  4-. . . 

H — — sin(m  —  i)x s'in/nx, 

m  étant  un  nombre  pair  quelconque.  On  tire  de  cette  équation 


dx 


1S2J'  H-COSSj:  — C034^  +  -  ■  -  +  COB(ni  —  l)^—  COSHiJ-; 


multipliant  par  aslxiic  et  remplaçant  chaque  terme  du  second  membre 
par  la  différence  de  deux  sinus,  on  aura 

dy 
2  sina;^  ^  sin(3:  +  .r)  —  8in(x  —  x) 

—  sin(2J^-h^)  +  sin(a^  —  an) 

+  sin  (3a:  +  x)  —  sin(3x  —  x) 


+ 

in[( 

,>-,)« 

+  «]- 

[( 

m-,)^- 

-^] 

—  sin(ff 

x  +  x 

-i-sin(» 

tx 

— 

X) 

et 

en 

réduisant, 

3sin:t 

*: 

=  sinx  +  si 

nma;  — 

[n 

(m 

x^x-); 
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la  ([iiiintilp 


sinmx—  sin(/n./-  4- J-) 
,i„(»,.«+ï--ï)-sin(».^+ï  +  î) 


éqiiivaul  ; 


-  a  sin  -  cosi 


,  sin  -        ,  , 

-:-  ~  ■   —  ■  . COSl  ntjr  ■+■   - 

</.(■        '.'.        siii.r         \  ■:/ 

on 

on  en  concint 

/--„--/'    ^  -  ''■■'■ 

Si  l'on  intègre  par  parties,  en  distinguant  le  facteur  -  '-  on  séc'^ 

C03  - 

qui  doit  être  successivement  différentié  et  le  facteur  cos(m.r  -H  "7  ) 
que  l'on  intégrera  plusieurs  fois  de  suite,  on  formera  une  série  dans 
laquelle  les  puissances  de  m  +  -  entrent  aux  dénominateurs.  Quant  à 
la  constante,  elle  est  nulle  parce  que  la  valeur  de  y  commence  avec 
celle  de  x.  Il  suit  de  là  que  la  valeur  de  la  suite  finie 


-sina.r  +  ^sinSa: 


diffère  extrêmement  peu  de  -,  lorsque  le  nombre  des  termes  est  très 
grand  ;  el,  si  ce  nombre  est  infini,  on  a  l'équation  déjà  connue 
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On  pourrait  aussi  déduire  de  cette  dernière  série  celle  que  nous  avons 
donnée  plus  haut  pour  la  valeur  de  -,  - 

183. 


Soit  maintenant 

r  —  -C0S2X- 

-icOSdx 

^  c' 

+  _J_ 

~C0B(2n, 

-=)■ 

m  étant  un  nombre  pair.  Différentiant,  multipliant  par  2  sin  3^,  sub- 
stituant les  différences  de  cosinus  et  réduisant,  on  aura 

dy         .  sinfam  ■+-  i)j' 

ou 

/sin(2"i  -\-  i).r 
rlx. 
COSJ 

Intégrant  par  parties  le  dernier  terme  du  second  membre  et  supposant 
m  infini,  on  a 

y=.c-\ —  logcos.r. 

Si,  dans  l'équation 

y  —  -COSaX  —  jQ.Osl\X  +  TîCOSÔX—  gCOsS.r  +  .  .  ., 

01)  suppose  X  nulle,  on  trouve 
donc 

j^  -loga  +  -logCOSJT, 

On  parvient  ainsi  à  la  série  donnée  par  Euler 

logfacos-^J  =cosx COS3J7  +  sC0s3x~  jq.o&^x  +  .. .. 
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184. 

Kn  appliquant  le  même  procédé  à  l'équation 

y:=siiix-i-  ^sin3x+  ■=sîn5jH — sin7j:+.,., 

on  trouvera  la  série  suivante,  qui  n'avait  pas  été  remarquée  : 

^  =  sinj-  -H  ;rsin3jr  H-  ^sinSj-  -H  -sini-r  +  -sinQj;  4- 

'4      ■  3  5  7  9 

Il  faut  observer,  à  l'égard  de  toutes  ces  séries,  que  les  équations  qui 
on  sont  foi'mées  n'ont  lieu  que  lorsque  la  variable  x  est  comprise  entre 
certaines  limites.  C'est  ainsi  que  la  fonction 

cos-r  —  j  cos3.c+  tcosàjr C0S7.r  -h  .  .  . 


n'est  équivalente. à  j  que  si  la  variable  x  est  contenue  entre  les  limites 
que  nous  avons  assignées.  Il  en  est  de  même  de  la  série 


Cette  suite  infinie,  qui  est  toujours  convergente,  donne  la  valeur  - 
toutes  les  fois  que  l'arc  x  est  plus  grand  que  o  et  moindre  que  k.  Mais 
elle  n'équivaut  plus  à  -  si  l'arc  surpasse  tz;  elle  a,  au  contraire,  des 
valeurs  très  différentes  de  -;  car  il  est  évident  que,  dans  l'intervalle 

de  ^  =  Ti  à  j:^  =  2TC,  la  fonction  reprend  avec  le  signe  contraire  toutes 
les  valeurs  qu'elle  avait  eues  dans  l'intervalle  précédent,  depuis  x  =  o 
jusqu'à  x  =  t:.  Cette  série  est  connue  depuis  longtemps;  mais  l'ana- 
lyse qui  a  servi  à  la  découvrir  n'indique  pas  pourquoi  le  résultat  cesse 
d'avoir  lieu  lorsque  la  variable  surpasse  tc. 

Il  faut  donc  examiner  attentivement  la  méthode  que  nuus  venons 
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d'employer  et  y  chercher  l'origine  de  cette  limitation  à  laquelle  les 
séries  trigonométriques  sont  assujetties. 

185. 

Pour  y  parvenir,  il  suffit  de  considérer  que  les  valeurs  exprimées  par 
les  suites  infinies  ne  sont  connues  avec  une  entière  certitude  que  dans 
les  cas  où  l'on  peut  assigner  tes  limites  de  la  somme  des  termes  qui  les 
complètent;  il  faut  donc  supposer  qu'on  emploie  les  premiers  termes 
seulement  de  ces  suites,  et  trouver  les  limites  entre  lesquelles  le  reste 
est  compris. 

Nous  appliquerons  celte  remarque  à  l'équalion 

j'—  cosx—  ^cos3,r-i-  ^cos5^ C0S7J-  +. . . 

C0S{2Hi  —  3).r         cos(2/«  —  i).r_ 


le  nombre  des  termes  est  pair  et  représenté  par  m;  on  en  déduit  celte 

équation 

dy       sinaHj.T- 

2  -y-  —  — — - , 

flj;  cos.r 

d'où  l'on  peut  tirer  la  valeur  de  y,  en  intégrant  par  parties.  Or  l'inté- 
grale fuvdx  peut  être  résolue  en  une  série  composée  d'aulant  de 
termes  qu'on  le  voudra,  «  et  c  étant  des  fonctions  de  a-.  On  peut  écrire, 
par  exemple, 

fuvdx^=c-Jr  tt  fvdx  ~  -T- f  dx  f  f  dj? 

équation  qui  se  vérifie  d'elle-même  parla  différentiation. 
En  désignant  sinamx  par  v  et  sécr  par  u,  on  trouvera 

ay^^c sécj- cos 2 m_r  -t — ; — ~%cc' xsXaimx 

I       .  ,  r  ,séc'.r 

H — j — j  sec  x  cos  "iinx  —  (  cos  tmxd  -     ■    - 
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Il  s'agit  inaintenanl  de  connaître  les  limites  entre  lesquelles  est 
L-omppise  l'intégrale 

-j    ,  /cosa/H  j-rfséc'x 

qui  coniplèle  la  suite.  Pour  former  cette  intégrale,  il  faudrait  (lonnet- 
à  l'arc  X  une  infinité  de  valeurs,  depuis  o,  terme  où  l'intégrale  eom- 
mcnce,  jus(]u'à  x  qui  est  la  valeur  finale  de  l'arc,  déterminer  pour 
cliaeiine  des  valeurs  de  x  celle  de  la  différentielle  rfscc":r  et  celle  du 
iacteur  cosamj-,  et  ajouter  tous  les  produits  partiels;  or  le  facteur 
variable  cos2/îijr  est  nécessairement  une  fraction  positive  ou  néga- 
tive :  par  conséquent,  l'intégrale  se  compose  de  la  somme  des  valeurs 
■variables  de  la  différentielle  rfséc"j:,  multipliées  respectivement  par 
(les  fractions.  La  valeur  totale  de  cette  intégrale  est  donc  moindre  que 
la  somme  des  différentielles  rfséc".r,  prises  depuis  x  =  q  jusqu'à  x,  el 
elle  est  plus  grande  que  cette  même  somme  prise  négativement;  car, 
dans  le  premier  cas,  on  remplace  le  facteur  variable  co%imx  par  la 
quantité  constante  i,  et,  dans  le  second  cas,  on  remplace  ce  facteur 
par  —1.  Or  cette  somme  des  différentielles  d^kz"x,  ou,  ce  qui 
est  la  même  cliose,  l'intégrale  fdskc"x,  prise  depuis  x  =  o,  est 
séc'V  —  séc"o;  séc"x  est  une  certaine  fonction  de  x,  et  séc"o  est  la 
valeur  de  cette  fonction,  prise  en  supposant  l'arc  x  nul  ('). 
L'intégrale  cbercbée  est  donc  comprise  entre 

-h  (séc"  J  — séc'o)     el     —  (séc'^  — séc'o); 
c'est-à-dire  que,  en  représentant  par  k  une  fraction  inconnue  positive 

( ' )  Fourier  néglige  dénoncer  ici  une  des  conditions  qui  sonl  nécessaires  pour  l'exacti- 
tude du  raisonnement,  à  savoir  que  tous  los  éléments  de  l'intégrale 


/^' 


soient  de  mÊme  signe.  Celle  condilioi 
aisément. 
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ou  négative,  on  aura  toujours 

/cosani^(/séc'j;=X:(séc'j'  —  séc'o). 
On  parvient  ainsi  à  l'équation 

1     .  I       ,  ,      . 

aj  =  c  —  ^— seCJ;C0S2/nx-t-  -^ — -sec-rSin-i/nj- 

-\ — j — jsec  .r  cosawi.r  -+-  — — 5  (sec  -c  —  sec  o), 

dans  laquelle  la  quantité  -; — ^{f,éc"j:  —  séc"o)  exprime  exactement  la 
somme  de  tous  les  derniers  ternies  de  la  série  infinie. 

187. 
Si  l'on  eût  cliercbé  deux  termes  seulement,  on  aurait  eu  l'équation 

a/^c sécxcos2inx  +  ■.   -,  séc' j' sinam  j:  H — ^ — ^  (séc'x  —  séc'o). 

Il  résulte  de  là  que  l'on  peut  développer  la  valeur  de  y  en  autant  de 
termes  que  l'on  voudra  et  exprimer  exactement  le  reste  do  la  série; 
on  trouve  ainsi  cette  suite  d'équations 

2y  —  c sécxcosama:  -i {sécj  —  séco). 


Le  nombre  &  qui  entre  dans  ces  équations  n'est  pas  le  même  pour 
toutes,  et  il  représente  dans  chacune  une  certaine  quantité  qui  est 
toujours  comprise  entre  1  et  —  1;  m  est  égal  au  nombre  des  termesde 
la  suite 

COSJT  —  ^COsSj:  +  i;C0s5j:  — . .  . -  -C05(a/H  —  r).f. 


dont  la  somme  est  désignée  par  j. 
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188. 


Oi)  ferait  usGge  de  ces  équations  si  le  nombre  m  était  donné,  et, 
quelque  grand  que  fût  ce  nombre,  on  pourrait  déterminer,  aussi  exac- 
tement qu'on  le  voudrait,  la  partie  variable  de  la  valeur  de  y.  Si  le 
nombre  m  est  infini,  comme  on  le  suppose,  on  considérera  la  première 
équation  seulement;  et  il  est  manifeste  que  les  deux  termes  qui  suivent 
la  constante  deviennent  de  plus  en  plus  petits;  en  sorte  que  ny  a  dans 
ce  cas  pour  valeur  exacte  la  constante  c;  on  détermine  cette  constante 
on  supposant  ^  =  o  dans  la  valeur  de  y,  et  l'on  en  conclut 


Il  est  facile  de  voir  maintenant  que  le  résultat  a  nécessairement  lieu 
si  l'arc  œ  est  moindre  que  -  ■  En  eiïet,  attribuant  à  cet  arc  une  valeur 
déterminée  X  aussi  voisine  de-  qu'on  voudra  le  supposer,  on  pourra 
toujours  donner  à  m  une  valeur  si  grande  que  le  terme 

—  (sùc^  —  séco) 

qui  complète  la  série  devienne  moindre  qu'une  quantité  quelconque; 
mais  l'exactitude  de  cette  conclusion  est  fondée  sur  ce  que  le  terme 
séca:  n'acquiert  point  uoe  valeur  qui  excède  toutes  les  limites  pos- 
sibles, d'où  il  suit  que  le  raisonnement  ne  peut  s'appliquer  au  cas  où 
l'arc  a;  n'est  pas  moindre  que  -■ 

On  fera  usage  de  la  même  analyse  pour  les  séries  qui  expriment  les 
valeurs  de  ->  logcosa:,  et  l'on  pourra  distinguer  par  ce  moyen  les 
limites  entre  lesquelles  la  variable  doit  être  comprise  pour  que- le 
résultat  du  calcul  soit  exempt  de  toute  incertitude;  au  reste,  ces 
mêmes  questions  seront  traitées  ailleurs  par  une  méthode  fondée  sur 
d'autres  principes. 
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L'expression  de  la  toi  des  températures  fixes  dans  une  lame  solide 
suppose  la  connaissance  de  l'équation 


Voici  le  moyen  le  plus  simple  d'obtenir  cette  équation  : 

Si  la  somme  de  deux  arcs  équivaut  au  quart  de  la  circonférence  -. 
le  produit  de  leurs  tangentes  est  i  ;  on  a  donc,  en  général, 

(c)  -ït—  arclangK  +  arctang-; 

le  signe  arc  tangu  indique  la  longueur  de  l'arc  dont  la  tangente  est  u; 
et  l'on  connait  depuis  longtemps  la  série  qui  donne  la  valeur  de  cet 
arc;  on  aura  donc  le  résultat  suivant  : 

(d)  <  ,  V  /  . 


si  maintenant  on  écrit  e"^,  au  lieu  de  «,  dans  l'équation  {c)  et  dans 
l'équation  (d),  on  aura 

-  =  arc  lange*  1/-^+  arc  lange-*'/-' , 

t:  I        „  I        .  I  I 

7^C0Sx  —  KC0s3ar-h  ^cosoa; cos?^^  +  -cosoa-— . .  . . 

4  3  5  7  9 

La  série  de  l'équation  (d)  est  toujours  divergente  et  celle  de  l'équa- 
tion {b)  est  toujours  convergente;  sa  valeur  est  7.  ou  —  j- 
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SECTIONjy*. 

SOLUTION    GfiXËBALE. 


190. 

On  peut  maintenant  former  la  solution  complète  de  la  question  que 
nous  nous  sommes  proposée;  car  les  coefficients  de  l'équation  {h) 
(art.  168)  étant  déterminés,  il  ne  reste  plus  qu'à  les  substituer;  el  l'on 
aura 

1  -j-  =:e-'cosj  —  ^e-''^cos3_^  +  re-"cos5/ 


Cette  valeur  de  v  satisfait  à  l'équation 

elle  devient  nulle  lorsqu'on  donne  &y  une  valeur  égale  à  -  ou  —  -; 
enfin,  elle  équivaut  à  l'unité  toutes  les  fois  que,  x  étant  nulle,  y  est 

comprise  entre et  h Ainsi  toutes  les  conditions  physiques  de 

la  question  sont  exactement  remplies,  et  il  est  certain  que,  si  l'on 
donnait  à  chaque  point  de  la  lame  la  température  que  l'équation  (a). 
détermine,  et  si,  en  même  temps,  on  entretenait  la  base  A  à  la  tempé- 
rature I  et  les  arêtes  infinies  B  et  C  à  la  température  o,  il  serait 
impossible  qu'il  survint  aucun  changement  dans  le  système  des  tempé- 
ratures. 

191. 

Le  second  membre  de  l'équation  (a)  étant  réduit  en  une  série 
extrêmement  convergente,  il  est  toujours  facile  de  déterminer  en 
nombre  la  température  d'un  point  dont  les  coordonnées  x  ei  y  sont 
connues.  Cette  solution  donne  lieu  à  diverses  conséquences  qu'il  est 
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nécessaire  de  remarquer,  parce  qu'elles  appartiennent  à  la  théorie 
générale. 

Si  le  point  m,  dont  on  considère  la  température  fixe,  est  très  éloigné 
de  l'origine  A,  le  second  membre  de  l'équation  («)  aura  pour  valeur 
extrêmement  approchée  e"*cos_r;  il  se  réduit  à  ce  premier  terme  si  œ 
est  infini. 

L'équation 

4     ^ 

i-  =  —  e-^  cosj 

représente  ainsi  un  état  du  solide  qui  .se  conserverait  sans  aucun 
changement,  s'il  était  d'abord  formé;  il  en  serait  de  même  de  l'état 
exprimé  par  l'équation 

et,  en  général,  chaque  terme  de  la  série  correspond  à  un  état  particulier 
qui  jouit  de  la  même  propriété.  Tous  ces  systèmes  partiels  existent  à 
la  fois  dans  celui  que  représente  l'équation  (a);  ils  se  superposent,  et 
le  mouvement  de  la  chaleur  a  lieu  pour  chacun  d'eux  de  la  même 
manière  que  s'il  était  seul.  Dans  l'état  qui  répond  à  l'un  quelconque 
de  ces  termes,  les  températures  fixes  des  points  de  la  base  A  différent 
d'un  point  à  un  autre,  et  c'est  la  seule  condition  de  la  question  qui  ne 
soit  pas  remplie  ;  mais  l'état  général  qui  résulte  de  la  somme  de  tous 
les  termes  satisfait  à  cette  même  condition. 

A  mesure  que  le  point  dont  on  considère  ia  température  est  plus 
éloigne  de  l'origine,  le  mouvement  de  la  chaleur  est  moins  composé  : 
car,  si  la  distance  x  a  une  valeur  assez  grande,  chaque  terme  de  la 
série  est  fort  petit  par  rapport  au  précédent,  de  aorte  que  l'état  de  la 
lame  échaufl'ée  est  sensiblement  représenté  par  les  trois  premiers 
termes,  ou  par  les  deux  premiers,  ou  par  le  premier  seulement,  pour 
les  parties  de  cette  lame  qui  sont  de  plus  en  plus  éloignées  de  l'ori- 
gine. 

La  surface  courbe  dont  l'ordonnée  verticale  mesure  la  température 
fixe  c  se  forme  en  ajoutant  les  ordonnées  d'une  multitude  de  surfaces 
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particulières,  qui  ont  pour  équations 


4  3 


La  première  de  celles-ci  se  confond  avec  la  surface  générale  lorsque  t 
est  infinie,  et  elles  on!  une  nappe  asymptotiquc  commune. 

Si  la  différence  v  —  v,  de  leur9  ordonnées  est  considérée  comme 
l'ordonnée  d'une  surface  courbe,  cette  surface  se  confondra,  lorsque  x 
est  infinie,  avec  celle  dont  l'équation  est 

Tous  les  autres  termes  de  la  série  donnent  une  conclusion  semblable. 
On  trouverait  encore  les  mêmes  résultats  si  ta  section,  à  l'origine, 
a.u  lieu  d'élre  terminée,  comme  dans  l'hvpolhèse  actuelle,  par  une 
droite  parallèle  à  l'axe  des  y,  avait  une  figure  quelconque  formée  de 
deux  parties  symétriques.  On  voit  donc  que  les  valeurs  particulières 
ae~*cos/,     te'"cos3/,     ct'*' cos3y,     ... 

prennent  leur  origine  dans  la  question  physique  elle-même  et  ont 
une  relation  nécessaire  avec  les  phénomènes  de  la  chaleur.  Chacune 
d'elles  exprime  un  mode  simple  suivant  lequel  la  chaleur  s'établit  et 
se  propage  dans  une  lame  rectangulaire,  dont  les  côtés  infinis  con- 
servent une  température  constante.  Le  système  général  des  tempéra- 
turcs  se  compose  toujours  d'une  multitude  de  systèmes  simples,  et 
l'expression  de  leur  somme  n'a  d'arbitraire  que  les  coelficients  a,  b, 

c,d 

192. 

On  peut  employer  l'équation  (a)  pour  déterminer  toutes  les  circon- 
stances du  mouvement  permanent  de  la  chaleur  dans  une  lame  rec- 
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tangulaire  échaulTée  à  sod  origine.  Si  l'on  demande,  par  cxeniple, 
quelle  esl  la  dépense  de  la  source  de  chaleur,  c'est-à-dire  quelle  est  la 
quantité  qui,  pendant  un  temps  donné,  pénètre  à  travers  la  base  A  et 
remplace  celle  qui  s'écoule  dans  les  masses  froides  B  et  C,  il  faut  con- 
sidérer que  le  flux  perpendiculaire  à  l'axe  des  y  a  pour  expression 
—  K^;  la  quantité  qui,  pendant  l'instant  di,  s'écoule  à  travers  une 
particule  dy  de  l'axe,  est  donc 

—  Y^^dvdt; 

et,  comme  les  températures  sont  permanentes,  le  produit  du  flux  pen- 
dant l'unité  de  temps  est 

On  intégrera  cette  expression  entre  les  limites  y  =  — -et^  =  ^-^. 
afm  de  connaître  la  quantité  totale  qui  traverse  la  base  ou,  ce  qui  est 
la  même  chose,  on  intégrera  depuis  ^  =  o  jusqu'à  j'=  ->  et  l'on 
prendra  le  double  de  la  somme.  La  quantité  -r-  est  une  fonction  de  x 
et  /,  dans  laquelle  on  doit  faire  x  =  o,  aBn  que  le  calcul  se  rapporte 
à  la  base  A,  qui  coïncide  avec  l'axe  des  y.  La  dépense  de  la  source  de 
chaleur  a  donc  pour  expression 


'/" 


dx 


dy> 


L'intégrale  doit  être  prise  depuis  y=o  jusqu'à  y=-;  si,  dans  la 
fonction  -^,  on  ne  suppose  point  cc  =  o,  mais  x~x,  l'intégrale  sera 
une  fonction  de  x  qui  fera  connaître  combien  il  s'écoute  de  chaleur 
pendant  l'unité  de  temps,  à  travers  une  arête  transversale  placée  à  la 
distance  a:  de  l'origine. 

193. 

Si  l'on  veut  connaître  la  quantité  de  chaleur  qui,  pendant  l'unité  de 
temps,  pénètre  au  delà  d'une  ligne  tracée  sur  la  lame  parallèlement 
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pliant  par  l'élémenl  dxdc  la  ligne  Iracce,  on  intégrera  par  rapport  à  ir 
entre  les  termes  donnés  de  la  ligne;  ainsi  l'intégrale 


l'era  connaître  cumljien  il  s'écoule  de  chaleur  à  travers  toute  l'étendue 
de  la  ligne;  et  si,  avant  oa  après  l'intégration,  on  fait  y=  ->  on 
connaîtra  la  quanlilc  de  clialeur  qui,  pendant  l'unité  de  temps,  sort  de 
la  lame  en  travei-sant  l'arête  infinie  C.  On  pourra  ensuite  comparer 
cette  dernière  quantité  à  la  dépense  de  la  source  de  clialeur;  car  il  est 
nécessaire  que  le  foyer  supplée  continuellement  la  chaleur  qui  s'écoule 
dans  les  masses  B  et  C.  Si  cette  compensation  n'avait  pas  lieu  à  chaque 
instant,  le  système  des  températures  serait  variahle. 

194. 
L'équation  (a)  donne 

—  K-  -  :=  — -  (*?-■' cosv  —  e-"cos3/-i-e-"cos5^-  — e-'-'cos7_»--i-. .  .); 

multipliant  par  dy,  intégrant  depuis  /  =  u,  on  a 

"i^(c-'siiiv~^e-»-'sin3/H-  ie-'-'sinSj— ^e  '-^sin?/ +. . .  V 

Si  l'on  fait/=  -  et  si  l'on  double  l'intégrale,  on  trouvera 

7t  V        3         o         7  ; 

pour  l'expression  de  la  quantité  de  chaleur  qui,  pendant  l'unité  de 
temps,  traverse  une  ligne  parallèle  à  la  base  et  dont  la  distance  à  cette 
base  est  œ. 

On  déduit  aussi  de  l'équation  (a) 

—  K-r^  =  —  (e'sinr  —  e-"sin3/-i-  e-^^  s'iaby  —  e^'"  sin-py  -t- . ..); 
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donc  l'intégrale 


prise  depuis  x  =  o,  est 


-f-t 


4K 


[(i  —  e-')  sinv  — -5(1  —  e-")sin3r +  t('  —  e~")sin5v (i  —  c'')  5\ni  r  -i- . . . 
i                                 0            ,                      7 

Si  l'on  retranche  cette  quantité  de  la  valeur  qu'elle  prend  lorsqu'on  y 
fait  J7  infini,  on  trouvera 


■'sinS/  +  ^e*-'sin5/- 


et,  en  faisant  v  =  -.  on  aura  l'expression  de  la  quantité  totale  de 
chaleur  qui  traverse  l'arête  infinie  C,  depuis  le  point  dont  la  distance  à 
l'origine  estxjusqu'à  l'extrémilé  de  la  lan)c;  cette  quantité  est 


on  voit  qu'elle  équivaut  à  la  moitié  de  celle  qui  pénètre  pendant  le 
même  temps  au  delà  de  la  ligne  transversale  tracée  sur  la  lame  ù  la 
distance  a:  de  l'origine.  Nous  avons  déjà  remarqué  que  ce  résultat  est 
une  conséquence  nécessaire  des  conditions  de  la  question;  s'il  n'avait 
pas  lieu,  la  partie  de  la  lame  qui  est  placée  au  delà  de  la  ligne  trans- 
versale et  se  prolonge  à  l'infini  ne  recevrait  point  par  ses  bases  une 
quantité  de  chaleur  égale  à  celle  qu'elle  perd  par  ses  deux  arêtes;  elle 
ne  pourrait  donc  point  conserver  son  état,  ce  qui  est  contraire  à  l'hvpo- 
thèse. 

195. 

Quant  à  la  dépense  de  la  source  de  chaleur,  on  la  trouve  en  sup- 
posant x^o  dans  l'expression  précédente;  elle  acquiert  par  la  une 
valeur  infinie,  et  l'on  en  connaîtra  la  raison  si  l'on  remarque  que, 
d'après  l'hypothèse,  tous  les  points  de  la  ligne  A  ont  et  conscnent  la 
température  1;  les  lignes  parallèles  qui  sont  très  voisines  de  cette 
base  ont  aussi  une  température  extrêmement  peu  différente  de  l'unité; 
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donc  les  extrémités  de  foutes  ces  lignes  qui  sont  contiguës  aux  masses 
froides  B  et  C  leur  communiquent  une  quantité  de  chaleur  incompa- 
rablement plus  grande  que  si  le  décroissement  de  la  température  était 
continu  et  insensible.  Il  existe  dans  cette  première  partie  de  la  lame, 
aux  extrémités  voisines  de  B  ou  de  G,  une  cataracte  de  chaleur  ou  un 
flux  infini.  Ce  résultat  cesse  d'avoir  lieu  lorsque  la  distance  x  reçoit 
une  valeur  appréciable. 

196. 
On  a  désigné  par  -::  la  longueur  de  la  base.  Si  on  lui  attribue  une 
valeur  quelconque  il,  il  faudra  écrire,  au  lieu  de^,  -i:'j;  et,  multi- 
pliant aussi  les  valeurs  de  x  par  — ..  on  écrira  -i;  y  au  lieu  de  .r.  Dési- 
gnant par  A  la  température  constante  de  la  base,  on  remplacera  c  par 
^-  Ces  substitutions  étant  faites  dans  l'équadon  (a),  on  a 
[  4A  /  ~       T.Y       I    ->îi-       ,7rv 


Cette  équation"  représente  exactement  le  système  des  températures 
permanentes  dans  un  prisme  rectangulaire  infini,  compris  entre  deux 
masses  de  glace  B  et  C  et  une  source  de  chaleur  constante. 

197. 

Il  est  facile  de  voir,  soit  au  moyen  de  cette  équation,  soit  d'après 
l'article  171,  que  la  chaleur  se  propage  dans  ce  solide  en  s'éloignant 
de  plus  en  plus  de  l'origine,  en  même  temps  qu'elle  se  dirige  vers  les 
faces  infinies  B  et  G.  Chaque  section  parallèle  à  celle  de  la  base  est 
traversée  par  une  onde  de  chaleur  qui  se  renouvelle  à  chaque  instant 
et  conserve  la  même  intensité;  cette  intensité  est  d'autant  moindre 
que  la  section  est  plus  distante  de  l'origine.  Il  s'opère  un  mouvement 
semblable,  par  rapport  à  un  plan  quelconque  parallèle  aux  faces  infi- 
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nies;  chacun  de  ces  plans  est  traversé  par  une  onde  constanle  qui 
porte  sa  clialeur  aux  masses  latérales. 

Nous  aurions  regardé  comme  inutiles  les  développements  contenus 
dans  les  articles  précédents,  si  nous  n'avions  point  à  exposer  une 
théorie  entiètement  nouvelle,  dont  il  est  nécessaire  de  fixer  les  prin- 
cipes. C'est  dans  cette  même  vue  que  nous  ajouterons  les  remarques 
suivantes. 

198. 

Chacun  des  termes  de  l'équation  (a)  correspond  à  un  seul  système 
particulier  de  températures,  qui  pourrait  subsister  dans  une  lame  rec- 
tangulaire échaufTée  par  son  extrémité  et  dont  les  arêtes  infinies  sont 
retenues  à  une  température  constante.  Ainsi  l'équation  c  =  e'^cosv 
représente  les  températures  permanentes,  lorsque  les  points  de  la 
hase  A  sont  assujettis  à  une  température  fixe,  désignée  par  cosy.  On 
peut  concevoir  maintenant  que  la  lame  écliaufTée  fait  partie  du  plan 
qui  se  prolonge  à  l'infini  dans  tous  les  sens;  en  désignant  par  x  et  y 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  ce  plan  et  par  v  la  tempé- 
rature du  même  point,  on  appliquera  au  plan  tout  entier  l'équation 


par  ce  moyen,  les  arêtes  B  el  C  auront  la  température  constante  o; 
mais  il  n'en  sera  pas  de  même  des  parties  contiguës;  elles  recevront 
et  conserveront  une  température  moindre.  La  base  A  aura  dans  tous 
ses  points  la  température  permanente  désignée  par  cos/,  et  les  parties 
contiguës  auront  une  température  plus  élevée. 

Si  l'on  construit  la  surface  courbe  dont  l'ordonnée  verticale  équi- 
vaut à  la  température  permanente  de  chaque  point  du  plan,  et  si  on  la 
coupe  par  un  plan  vertical  passant  par  la  ligne  A  ou  parallèle  à  cette 
ligne,  la  figure  de  la  section  sera  celle  d'une  ligne  trigonométrique 
dont  l'ordonnée  représente  la  suite  infinie  et  périodique  des  cosinus. 
Si  l'on  coupe  cette  même  surface  courbe  par  un  plan  vertical  parallèle 
à  l'axe  des  œ,  la  figure  de  la  section  sera  dans  toute  son  étendue  celle 
d'une  courbe  logarithmique. 

F.  33 
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199. 


On  voit  par  là  de  quelle  matiiére  le  calcul  satisfait  aux  deux  condi- 
tions de  ritypolhcse,  qui  assujettissent  la  ligne  à  une  température  égale 
à  cos^,  et  les  deux  cotés  B  et  C  à  la  température  o.  Lorsqu'on  exprime 
ces  deux  conditions,  on  résout  en  effet  la  question  suivante  :  Si  la 
lame  écliaufféc  faisait  partie  d'un  plan  infini,  quelles  devraient  être 
les  températures  de  tous  les  points  de  ce  plan  pour  que  le  système  fût 
de  lui-même  permanent,  et  que  les  températures  fixes  des  côtés  du 
rectangle  infini  fussent  celles  qui  sont  données  par  l'Iiypotlièse? 

Nous  avons  supposé  précédemment  que  des  causes  extérieures  quel- 
conques retenaient  les  faces  du  solide  rectangulaire  infini,  l'une  à  la 
température  i,  et  les  deux  autres  à  la  température  o.  Ou  peut  se  re- 
présenter cet  effet  de  dilTcrentes  manières;  mais  l'hypothèse  propre 
uu  calcul  consiste  à  regarder  le  prisme  comme  une  partie  d'un  solide 
dont  toutes  les  dimensions  sont  infinies  et  à  déterminer  les  tempéra- 
turcs  de  la  masse  qui  l'environne,  en  sorte  que  les  conditions  relatives 
il  la  surface  soient  loujouis  observées. 

200. 

Pour  connaître  le  système  des  températures  permanentes  dans  une 
lame  rectangulaire  dont  l'extrémité  A  est  entretenue  à  la  température 
I ,  et  les  deux  arêtes  infinies  à  la  température  o,  on  pourrait  considérer 
les  changements  que  subissent  les  températures,  depuis  l'état  initial 
(]ui  est  donné  jusqu'à  l'état  fixe  qui  est  l'objet  de  la  question.  On  dé- 
terminerait ainsi  l'état  variable  du  solide  pour  toutes  les  valeurs  du 
temps,  et  l'on  supposerait  ensuite  celte  valeur  infinie. 

La  méthode  que  nous  avons  suivie  est  différente  et  conduit  plus 
immédiatement  à  l'expression  de  l'état  final,  parce  qu'elle  est  fondée 
sur  une  propriété  distinctivc  de  cet  état.  On  va  prouver  maintenant 
que  la  question  n'admet  aucune  autre  solution  que  celle  que  nous 
avons  rapportée.  Cette  démonstration  résulte  des  propositions  sui- 
vantes. 
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201. 

Si  l'on  donne  à  tous  les  points  d'une  lame  reclangulaire  infinie  les 
températures  exprimées  par  l'équation  (a),  et  si  i'nn  conserve  aux 
deux  arêtes  B  et  C  la  température  fixe  o  pendant  que  l'extrémité  A 
est  exposée  à  une  source  de  chaleur  qui  retient  tous  les  points  de  la 
ligne  A  à  la  température  fixe  i,  il  ne  pourra  survenir  aucun  change- 
ment dans  l'état  du  solide.  En  effet,  l'équation 


étant  satisfaite,  il  est  manifeste  que  la  quantité  de  chaleur  qui  déte 
mine  la  température  de  chaque  molécule  ne  pourra  être  ni  augmenli 
ni  diminuée. 

Supposons,  les  différents  points  du  même  solide  ayant  reçu  les  teu 
pératures  exprimées  par  l'équation  (a)  ou 

qu'au  lieu  de  retenir  l'arête  A  à  la  température  i,  on  lui  donne,  uin 
qu'aux  deux  lignes  B  et  C,  ta  température  fixe  o;  la  chaleur  contenu 
dans  la  lame  BAC  s'écoulera  à  travers  les  trois  arêtes  A,  B,  C  et,  d'i 
près  l'hypothèse,  elle  ne  sera  point  remplacée,  en  sorte  que  les  ten 
pératures  diminueront  continuellement  et  que  leur  valeur  finale  < 
commune  sera  o.  Cette  conséquence  est  évidente,  parce  que  les  poini 
infiniment  éloignés  de  l'origine  A  ont  une  température  infinimer 
petite,  d'après  la  manière  dont  l'équation  (a)  a  été  formée. 

Le  même  effet  aurait  lieuen  sens  oppo^^é  si  le  système  des  tempén 

tures  était 

•■--9{-r,r), 
au  lieu  d'être 

c'esirà-dire  que  toutes  les  températures  initiales  négatives  varieraier 
continuellement  et  tendraient  de  plus  en  plus  vers  leur  valeur  final 
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o,  pendant  que  les  trois  arêtes  A,  B,  C  conserveraient  la  tempéra- 
ture o. 

"202. 

Soit  v=/{a:,y)  une  équation  donnée  qui  exprime  la  température 
initiale  des  points  de  la  lame  BAC,  dont  la  hase  A  est  retenue  à  la  tem- 
pérature ),  pendant  que  les  aréles  B  et  C  conservent  la  température  o. 

Soit  V  =  ¥{x,y)  une  autre  équation  donnée  qui  exprime  la  tempé- 
rature initiale  de  chaque  point  d'une  lame  solide  BAC  parfaitement 
égale  à  la  précédente,  mais  dont  les  trois  arêtes  B,  A,  C  sont  retenues 
à  la  température  o. 

Supposons  que,  dans  le  premier  solide,  l'état  variable  qui  succède  à 
l'état  initial  soit  déterminé  par  l'équation 

''=?C-r./.')- 

/  désignant  le  temps  écouté,  et  que  l'équation 

détermine  l'état  variable  du  second  solide,  pour  lequel  les  tempéra- 
tures initiales  sont  F(a:,  y). 

Enfin,  supposons  un  troisième  solide  égal  à  chacun  des  deux  précé- 
denls;  soit 

r«quation  qui  représente  son  état  initial,  et  soient  i  la  température 
constante  de  ta  base  A,  o  et  o  celles  des  deux  arêtes  B  et  C. 

On  va  démontrer  que  l'état  variable  du  troisième  solide  sera  déter- 
miné par  l'équation 

En  effet,  la  température  d'un  point  m  du  troisième  solide  varie  parce 
que  cette  molécule,  dont  M  désignera  le  volume,  acquiert  ou  perd  une 
certaine  quantité  de  chaleur  A.  L'accroissement  de  la  température 
pendant  l'instant  dt  est 
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le  coeQicient  c  désignant  la  capacité  spécifique  rapportée  au  volume. 

La  variation  de  la  température  du  même  point,  dans  le  premier  solide, 

sera  -^dt,  et  elle  sera  -r:di  dans  le  second,  les  leltres  </  et  D  repré- 
cM  cM  ^ 

sentant  la  quantité  de  chaleur  positive  ou  négative  que  la  molécule 
acquiert  en  vertu  de  l'action  de  toutes  les  molécules  voisines.  Or  il  est 
Tacile  de  reconnaître  que  A  équivaut  à  (/-hD.  Pour  s'en  convaincre,  il 
sullit  de  considérer  la  qU'intilé  de  chaleur  que  le  point  m  reçoit  d'un 
autre  point  m,  appartenant  à  l'intérieur  de  la  lame  ou  aux  arêtes  qui 
la  limitent. 

Le  point  m,,  dont  la  température  initiale  est  désignée  par/,,  Irans- 
incttra  à  la  molécule  m,  pendant  l'instant  dt,  une  quantité  de  chaleur 
exprimée  par  ç,{/t—/)dt'  le  facteur  g,  représentant  une  certaine 
fonction  de  la  distance  des  deux  molécules.  Ainsi  la  quantité  totale  de 
chaleur  acquise  par  m  sera  ^q,{/,—/)dl,  le  signe  S  exprimant  la 
somme  de  tous  les  termes  que  l'on  trouverait  en  considérant  les  autres 

points  m^t/n^,  m qui  agissent  sur  m,  c'est-à-dire  en  mettant  y,, /j, 

ou  ?ï./s.  ou  îi'/i.  ainsi  de  suite,  à  la  place  de  ç,,/i.  On  trouvera  de 
même  ^q,{F,  —  F)dt  pour  l'expression  de  la  quantité  totale  de  cha- 
leur acquise  par  le  même  point  m  du  second  solide;  et  le  facteur  q, 
est  le  même  que  dans  le  terme  ^ g,  (J',—/)dt, -puisque  les  deux  solides 
sont  formés  de  la  même  matière,  et  que  la  situation  des  points  est  la 

■  même;  on  a  donc 

d  =  lq,{/,-/)clt, 

iy  =  lq,{F,  —  F)dt. 

On  trouvera  par  la  même  raison 
donc 

A  — A     JL 

Il  suit  de  là  que  chaque  molécule  m  du  troisième  solide  acquerra,  pen- 
dant l'instant  dt,  un  accroissement  de  température  égal  à  la  somme 
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lies  deux  accroissements  qui  auront  lieu  pour  le  même  point  dans  les 
deux  premiers  solides.  Donc,  à  la  fin  du  premier  inslant,  l'Iiypotliiise 
primitive  subsistera  encore,  pGsqgju'une  molécule  quelconque  du  troi- 
sième solide  aura  une  température  égale  à  la  somme  de  celles  qu'elle  a 
dans  les  deux  autres.  Donc  cette  même  relation  aura  lieu  au  commen- 
cement de  chaque  instant;  c'est-à-dire  que  l'état  variable  du  troisième 
solide  sera  toujours  représenté  par  l'équation 

^■  =  <f(jc,  y,  t)  -h  iP(x, y,  t). 

203. 

La  proposition  précédente  s'applique  à  toutes  les  questions  relatives 
au  mouvement  uniforme  ou  varié  de  la  chaleur.  Elle  fait  voir  que  ce 
mouvement  peut  toujours  èlre  décomposé  en  plusieurs  autres  dont 
chacun  s'accomplit  séparément  comme  s'il  avait  lieu  seul.  Celte  su- 
perposition des  effets  simples  est  un  des  éléments  fondamentaux  de  la 
théorie  de  la  chaleur.  Elle  est  exprimée  dans  le  calcul  par  la  nature 
même  des  équations  générales  et  ttrc  son  origine  du  principe  de  la 
communication  de  la  chaleur. 

Soit  maintenant 

'•-?{-'■,  v) 

l'équation  (a),  qui  exprime  t'élat  permanent  de  la  lame  solide  BAC, 
échauffée  par  son  extrémité  A.  et  dont  les  arêtes  B  et  C  conservent  la 
température  I  ;  l'état  initial  de  cette  lame  est  tel,  d'après  l'hypothèse, 
que  tous  ses  points  ont  une  température  nulle,  excepté  ceux  de  la 
base  A,  dont  la  température  est  i.  Cet  état  initial  pourra  donc  être 
considéré  comme  formé  de  deux  autres,  savoir  :  un  premier,  pour 
lequel  les  températures  initiales  seraient  —'^{x,y),  les  trois  arêtes 
étant  maintenues  à  la  température  o;  et  un  second  état,  pour  lequel 
les  températures  initiales  sont  -4-  (^{x.y),  les  deux  arêtes  B  et  C  con- 
servant la  température  o,  cl  la  base  A  la  température  i  ;  la  superpo- 
sition de  ces  deux  états  produit  l'état  initial  qui  résulte  de  l'hypo- 
thèse. Il  ne  reste  donc  qu'à  examiner  le  mouvement  de  la  chaleur  dans 
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chacun  des  deux  étals  partiels.  Or,  pour  le  second,  le  système  des 
températures  ne  peut  subir  aucun  changement;  et,  pour  le  premier,  il 
a  été  remarqué,  dans  l'article  201,jjue  les  températures  varient  conti- 
nuellement et  finissent  toutes  par  être  nulles.  Donc  l'état  final  pro- 
prement dit  est  celui  que  représente  l'équation  (a)  ou 

Si  cet  état  était  formé  d'abord,  il  subsisterait  de  lui-même,  et  c'est 
cette  propriété  qui  nous  a  servi  à  le  déterminer.  Si  l'on  suppose  lu 
lîime  solide  dans  un  autre  état  initial,  la  différence  entre  ce  derniei' 
état  et  l'état  fixe  forme  un  état  parliel  qui  disparaît  insensiblement. 
Après  un  temps  considérable,  cette  différence  est  presque  évanouie,  et 
le  système  des  températures  fixes  n'a  subi  aucun  changement.  C'est 
ainsi  que  les  températures  variables  convoitent  de  plus  en  plus  vers 
un  état  final,  indépendant  de  réchauffement  primitif 

20 '1. 

On  reconnaît  par  là  que  cet  état  final  est  unique;  car,  si  l'on  en 
concevait  un  second,  la  différence  entre  le  second  et  le  premier  fornie- 
i-ait  un  état  partiel,  qui  devrait  subsister  de  lui-même,  quoique  les 
arêtes  A,  B,  C  fussent  entretenues  à  la  température  o;  or  ce  dernier 
effet  ne  peut  avoir  lieu.  Il  n'en  serait  pas  de  même  si  l'on  supposait 
une  autre  source  de  chaleur  indépendamment  de  celle  qui  s'écoule  à 
l'origine  A;  au  reste,  cette  hypotlièse  n'est  point  celle  de  la  question 
que  nous  avons  traitée,  et  pour  laquelle  les  températures  initiales  sont 
nulles.  II  est  manifeste  que  les  parties  très  éloignées  de  l'origine  ni' 
peuvent  acquérir  qu'une  température  extrêmement  petite. 

Puisque  l'état  final  qu'il  fallait  déterminer  est  unique,  il  s'ensuit 
que  la  question  proposée  n'admet  aucune  autre  solution  que  celle  qui 
résulte  de  l'équatinn  (a).  0:i  peut  donner  une  autre  forme  à  ce  même 
résultat;  mais  on  ne  peut  ni  étendre,  ni  restreindre  la  solution,  sans  la 
rendre  inexacte. 

La  méthode  que  nous  avons  exposée  dans  ce  Chapitre  consiste  à  l'or- 
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mer  d'abord  des  valeurs  particulières  très  simples,  qui  conviennent  à 
la  question,  et  à  rendre  la  solution  plus  générale,  jusqu'à  ce  que  la 
fonction  c  ou  ^(x,y)  satisfasse  à  trois  conditions,  savoir  : 

dU'       du- 


Il  est  visible  que  l'on  pourrait  suivre  une  marche  contraire,  et  la  solu- 
tion que  l'on  obtiendrait  serait  nécessairement  la  même  que  la  précé- 
dente. Nous  ne  nous  arrêterons  point  à  ces  délails,  qu'il  est  facile  de 
suppléer  des  qu'une  fois  la  solution  est  connue.  Nous  donnerons  seu- 
lement, dans  [a  Section  suivante,  une  expression  remarquable  de  la 
fonction  <^[x,y)  dont  la  valeur  est  développée  en  série  convergente 
dans  l'équation  (a). 

SECTION   V. 

EIPHESSIO?(   FINIE  DU   HËSULT&T   DE   LA   SOLUTIOX. 


On  pourrait  déduire  la  solution  précédente  de  l'intégrale  de  l'équa- 
tion 


qui  contient  des  quantités  imaginaires  sous  le  signe  des  fonctions  arbi- 
traires. Nous  nous  bornerons  ici  à  faire  remarquer  que  cette  intégrale 

(A)  ,.^ç(^+_yyŒT)  +  -r;(^__^^/:r7) 

a  une  relation  manifeste  avec  la  valeur  de  c  donnée  par  l'équation 

-y-  =^«-*cos/  —  ^c"'-^cos3_y  4-  =e-"cos5/— . . . . 
En  elTet,  en  remplaçant  les  cosinus  par  leurs  expressions  imaginaires. 
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on  a 

^  e-{^^>W~i)  „  '.  e-'(-^r^~)  -h  1  e  <^^r^~)  _ . .  .  . 

La  première  série  est  une  fonction  de  ■T  —  y\l~i,  et  la  seconde  est 
la  même  fonction  de  a;  +/\/—  i . 

En  comparant  ces  séries  au  (iéveloppenient  connu  de  l'arc  arc  taiigs 
en  fonction  de  s,  on  voit  sur-le-champ  que  la  première  est 

arctange-(-^^=ï), 

et  que  la  seconde  est 

arctange  (-^+jV^); 

ainsi  l'équation  [a)  prend  celte  forme  finie 

(11)  —  =^arclange-(-'-"jV  ') -t-arc  lange-(''-î'v'-'). 

C'est  de  cette  manière  qu'elle  rentre  dans  l'intégrale  générale  (A);  la 
fonction  9(3)  est  arctange'"-,  et  il  en  est  de  même  de  la  fonction  'j'(s). 
Si,  dans  l'équation  (B),  on  désigne  le  premier  terme  du  second 
membre  par/)  et  le  second  par  y,  on  aura 

-zc— /i-i-ç,         tang/>^=e -(■'■+■>'>'  ■),         tang^^^e  (■'■->V-"î); 

donc 

■i/-  ^  c.ciiiy  2C0SV 

iang{p  +  7)  ^  -  ^  --^_ ,;  -  ^  -.r—,.^' 

on  en  déduit  l'équation 

(C)  -711'  =  arctang—     -;— ■ 

.C'est  la  forme  la  plus  simple  sous  laquelle  on  puisse  présenter  la  solu- 
tion de  la  question. 

F.  a4 
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Cette  valeur  de  v  ou  î(^, /)  satisfait  aux  conditions  relattves  aux 
oxtrémitcs  du  solide,  qui  sont 


Ile  satisfait  aussi  à  l'équation  générale 


ijjr'        df^ 


puisque  l'équation  (C)  est  une  transformée  de  l'équation  (B).  Donc 
elle  représente  exactement  le  système  des  températures  permanentes; 
l'i,  comnte  ce  dernier  état  est  unique,  il  est  impossible  qu'il  y  ait 
aucune  autre  solution,  ou  plus  générale,  ou  plus  restreinte. 

L'équation  (C)  fournit,  au  moyen  des  Tables,  la  valeur  de  l'une  des 
trois  indéterminées  v,  x,  y,  lorsque  les  deux  autres  sont  données;  elle 
fait  connaitre  très  clairement  la  nature  de  la  surface  qui  a  pour  ordon- 
née verticale  la  température  permanente  d'un  point  donné  de  la  lame 
solide.  Enfin  on  déduit  de  cette  même  équation  les  valeurs  des  coefTi- 
cients  différentiels  3-  et  -r^  qui  mesurent  la  vitesse  avec  laquelle  la 

chaleur  s'écoule  dans  les  deux  directions  orthogonales;  et  l'on  con- 
naîtra par  conséquent  la  valcurdu  Hux  dans  toute  autre  direction. 
Ces  coefficients  sont  exprimés  ainsi 

ày '~      TT       -^  «'■'  + acosa/H- e~" 

On  remarquera  que,  dans  l'article  194,  la  valeur  de  ~  et  celle  de  ~ 
sont  données  par  des  séries  infinies  dont  il  est  facile  de  trouver  la 
somme  en  rempla^-ant  les  quantités  trigonomélriques  par  des  expo- 
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nentielles  imaginaires.  On  obtient  ainsi  ces  mêmes  valeurs  de  ^  et  ^ 
que  nous  venons  de  rapporter. 

La  question  que  l'on  vient  de  traiter  est  la  première  que  nous  ayons 
résolue  dans  la  théorie  de  la  chaleur,  ou  plutôt  dans  la  partie  de  cette 
théorie  qui  exige  l'emploi  de  l'Analyse.  Elle  fournit  des  applications 
numériques  très  faciles,  soit  que  l'on  fasse  usage  des  Tables  trigono- 
raétriques  ou  des  séries  convergentes,  et  elle  représente  exactement 
toutes  les  circonstances  du  mouvement  de  la  chaleur.  Nous  passerons 
maintenant  à  des  considérations  plus  générales. 

SECTION  VI. 

DËVELOPPEXENT   d'uNE  FONCTIO.I  IBBITRAIRE  BN   SËRIE9   TRIGOHOafiTRIQUKS. 


La  question  de  la  propagation  de  la  chaleur  dans  un  solide  rectan- 
gulaire a  conduit  à  l'équation 

et,  si  l'on  suppose  que  tous  les  points  de  l'une  des  faces  du  solide  ont 
une  température  commune,  il  faut  déterminer  les  coefficients  a,  b,  c, 
(/,  e,  . . .  de  la  série 

acosx  +  b  cosZx  -^  c  COS^-r  +  dcos-) X  +  . .  ., 

en  sorte  que  la  valeur  de  cette  fonction  soit  égale  à  une  constante 

toutes  les  fois  que  l'arc  ce  est  compris  en(re et  H On  vient 

d'assigner  la  valeur  de  ces  coefficients;  mais  on  n'a  traité  qu'un  seul 
cas  d'un  problème  plus  général,  qui  consiste  à  développer  une  fonction 
quelconque  en  une  suite  infinie  de  sinus  ou  de  cosinus  d'arcs  mul- 
tiples. Cette  question  est  liée  à  la  théorie  des  équations  aux  différences 
partielles  et  a  été  agitée  dès  l'origine  de  celte  analyse.  Il  était  néces- 


DigJtJzcd  by 


Google 


ItW  THÉORIE  DE  LA  CHALEUR. 

saire  de  la  résoiidiT  pour  inlôf^rcr  convenablement  les  équations  de  h 
propagation  de  la  chaleur;  nous  allons  en  exposer  la  solution. 

On  examinera,  en  premier  lieu,  le  cas  où  il  s'a<^it  de  réduire  en  une 
série  de  sinus  d'arcs  multiples  une  fonction  dont  le  déveioppemcnl  ne 
contient  que  des  puissances  impaires  de  la  variable.  Désignant  une 
telle  Tonction  parç(a),  on  posera  l'équation 

9(.r)=«siii,r-i-i.sin3x  +  osiii3j-  +  </siti4jr-F..., 

et  il  s'agit  de  déterminer  la  valeur  des  coeiTicienls  a,  b,  c,  d, On 

écrira  d'aliord  l'cqualion 

V(^)  -=  -r  9(0)  -H  y  v'(")  ^-  ;^"3  %'to)  -H  ;^'^^^  9"(o)  +  --3-^-.  9'-(o)  +  .. . , 

dans  laquelle  9'(o),  ^"(o),  9"'(o),  ^"(o),  ...  désignent  les  valeurs  que 
prennent  les  coefficients 


lorsqu'on  y  suppose  x  =  o.  Ainsi,  en  représentant  le  développement 
selon  les  puissances  de  x  par  l'équation 


H-^)^^^-\i  ■:''., 


9(0)    -^o.  9'(o)    ^      A, 

9'(o)  =0,  9-{o)   ^B, 

ç'^o)  r^o,  9''(o)   —      c. 

9'-'(o)^o,  9'"(o)=r-D, 


Si  maintenant  on  compare  l'équation  précédente  à  celle-ci 

9(j-)  ^asin  J-f-  fcsinaj;  H-  csin3j:  +  c/siii/|,r  +  . .  . . 

en  développant  le  second  membre  par  rapport  aux  puissances  dej-,  ou 
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aura  les  équations 

I  A=;rt-î-a  6  +  3cM-,'i  </-i-5e  +  ..., 
l  B  =  «  +  a'è~3'c  +  /,V  +  5'e+..., 
1  C  —  «+  a'ô  +  3V  -t-  ,|'</+  5'c-(-. . ., 
j  D  —  a  +  a'6  -t-  3V  -i-  4^^ H-  i'e  -H . . . , 
1  E  =  «  +  3'ft4-3'c-i-,'i»(/-(-5'e4-..., 

Ces  équations  doivent  servira  trouver  les  coerûcients  a,  b,  c,  d,  c,  .... 
dont  le  nombre  est  infini.  Pour  y  parvenir,  on  regardera  d'abord 
comme  déterminé  et  égal  à  /«  le  nombre  des  inconnues,  et  l'on  conser- 
vera un  pareil  nombre  m  d'équations;  ainsi  l'on  supprimera  toutes  les 
équations  qui  suivent  les  m  premières,  et  l'on  omettra,  dans  chacune 
de  ces  équations,  tous  les  termes  du  second  membre  qui  suivent  les 
m  premiers  que  l'on  conserve.  Le  nombre  entier  m  étant  donné,  les 
coefficients  a,  i,  c,d,e,  ...  ont  des  valeurs  fixes  que  l'on  peut  trouver 
par  l'élimination.  On  obtiendrait  pour  ces  mêmes  quantités  des  valeurs 
difl'érentcs  si  le  nombre  des  équations  et  celui  des  inconnues  étaieni 
plus  grands  d'une  unité.  Ainsi  la  valeur  des  coefTicicnts  varie  à  mesure 
que  l'on  augmente  le  nombre  de  ces  coefficients  et  celui  des  équations 
qui  doivent  les  déterminer.  Il  s'agit  de  rechercher  quelles  sont  les 
limites  vers  lesquelles  les  valeurs  des  inconnues  convergent  continuel- 
lement, à  mesure  que  le  nombre  des  équations  devient  plus  grand.  Ces 
limites  sont  les  véritables  valeurs  des  inconnues  qui  satisfont  aux 
équations  précédentes  lorsque  leur  nombre  est  infini  { '  ). 


On  considérera  donc  successivement  les  cas  où  l'on  aurait  à  déter- 
miner une  inconnue  par  une  équation,  deux  inconnues  par  deux  équa- 
tions, trois  inconnues  par  trois  équations,  ainsi  de  suite  a  l'infini.  Sup- 
posons que  l'on  désigne  comme  il  suit  différents  systèmes  d'équations 

(  I  )  f'oir  la  remarque  déjà  failo  à  l'arlicle  (72.  G.  D. 
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iinalogucs  à  celles  dunt  on  doit  tirer  les  valeurs  des  coeflicients  : 


1   «,-Ha'i,=iB,; 

i  «,  +  a  i,  +  3  c,^A„ 

a, -(-a'i,  +  3>c,  =  B„ 

In,  +  a  i»  +  3  Ct  +  4  rft  —  A». 
«4  +  a'  64  +  3'c»  +  4'rft  —  B.. 
a^  +  a'A4  +  3'c,  +  4'rf.^C., 
«i  +  a'/ti4-3'cj  +  4'rf4  =D,; 
^,  +  a  ft,  +  3  c,  -)-  4  rf.  -1-  5  e,  =  A„ 
fli  +  a'6,  +  3'c,  +  4V,  -+■  5'e,  =  B„ 
(7,  +  a* é,  +  3'Cj  +  4»(/.  -F  'l'es  =  C„ 
«[  +  a'  fr,  +  3'  c,  +  4'  ûf(  +  5'  e,  =  Dj, 
dj  +  a*i,  +  3*c,  +  4''/»  +  5'*i  —  E,; 


it  on  élimine  la  dernière  inconnue  p»,  au  moyen  des 
qui  conliennent  Aj,  Bj,  C,,  D,,  Ej,  ....  on  trouvera 

*  ^.5(5'  — a')  +  3  c.(5>-3')  +  4  rf.(5' -  4»)  ^  5'Ai  -  B., 
i'ft,(5*  —  a>)  +  3'c,(5'  —  3')  -+-  4»rf,(5»  —  4')  —  5"B,  —  C„ 
i'*,(5'  —  a')  +  3'c,(5'  -  3')  +  4*<'.(5'  —  4')  —  5*C,  -  1)., 
r*,(5'  —  a')  +  3'c,(5'  — 3')H-4'rf,(5=  — 4')^5*Dj  — Ej. 

i  déduire  ces  quaire  équations  des  quatre  qui  formenl 
:édent,  en  mettant  dans  ces  dernières 

-,)a„     (5'-a')fc..     (5'-3')c.,     {5'-4')^/. 

fl„     ô„     c„     H, 

'A.-Bs,     5-Bs-Ci,     5'C,  — D„     5*1), -E; 

A„     B„     Ci,     Dt. 


DigJtJzcd  by 


Google 


CHAPITRE  m.  -  SOLIDE  RECTiNGULAIRE  INFINI.  191 
On  pourra  toujours,  par  des  substitutions  semblables,  passer  du  cas 
qui  répond  à  un  nombre  m  d'inconnues  ii  celui  qui  répond  à  un 
nombre  m+i.  En  écrivant  par  ordre  toutes  ces  relations  entre  les 
quantités  qui  répondent  à  l'un  des  cas  et  celles  qui  répondent  au  cas 
suivant,  on  aura 

=  (7,(3'—  l),        fe,  =*3(3-—  2'), 

=  o.(ll'-i),     i.  =  ft.(4'-3'),     c,  =  c.(4'-3'), 

=  a,{5'  — I),     6,^6j(5'  — 2'),     Ci^c,(5'  — 3'),     rf,  -  ^^(S'  — .'i'), 

=  fl,{6'  — I),     *(  — i,(6'-2'),     Cj^cs(6'  — 3"),     £/5  =  rf„{6'  — 4'),     <;  =  ea{ 


on  aura  aussi 

ii,  =  2"A,  — II,, 
A,  =  3'A.  —  II,, 
A,  =  4'A,  -  II., 
A4  =  5'A,  — It„ 


-C„ 
-C„ 

-c„ 


=  4-0,- 
=  5'C,  - 


On  conclut  des  équations  (c)  que,  en  représentant  par  a,  b,  c,  rf, 
e,  ...  les  inconnues  dont  le  nombre  est  infini,  on  doit  avoir 


I  )13'- 


1  )(4'- 
ft,_ 


1  )((;■- 


1  ). 


)(6'~2')...' 

c, 

U'-3'H.i'-.3-)(6"-3')(7'-'3')-.-' 
cl, 

(5f-- 4=)  (6"  -  4")  (-■  -  4"')  (8'  -  4'). .  • 


(')  Les  produits  iiicliqu<5s  aux  déuomiiiaLcura  sont  infinis  cl  no  peuvent,  par  conséquent, 
i^lro  introduits  dans  les  raisonnetnenls.  C'est  une  difficiillé  do  plus,  dans  une  métliode  qui 
prête  déjà  ii  tant  ri' objection  s.  On  pourrait  l'éviter  do  la  manière  sulvanlc. 

Les  quatre  éiiiialions  de  la  page  igo  peuvent  être  déduites  de  celles  qui  formcnl  le  sys- 
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209. 


l  reste  donc  à  déterminer  les  valeurs  de  a,,  b„c„  (l^,  c,,  ,,.;  la 
imière  est  donnée  par  une  équation  dans  laquelle  entre  A,;  la  se- 
kIc  est  donnée  par  deux  équations  dans  lesquelles  entrent  A^,  B,  ; 
roisiême  est  donnée  par  trois  équations  dans  lesquelles  entrent  A,, 
Cj,  el  ainsi  de  suite.  Il  suit  de  là  que,  si  l'on  connaissait  les  valeurs 

A,;     A„  lï,:     A„  B„  C;     A.,  B^  Ci,  D^;      ... 
trouverait  facilement  a,  en  résolvant  une  équation,  a,,  A,  en  résol- 

p  précéJenl,  en  ineilanl  dans  ces  dernièr<'s 

(,_.)..,  (,_■;),,  (,_î;)...  (,  j;),, 

n»,     tt,    <\,    rf* 

,        B.  C.  D.  E. 

A,-.,,     B,--,     C,-jj,     0,-j^ 

iou  do 

At,     Bt,    Cl,     Di. 

lors  les  âysténK^s  de  la  page  191  prondroiil  la  Tonno 

..„.(,_.),      ...(,_^),      ,..(,_3;). 

...(,...),    ,.,(,_!;),    .,..(,_!;),    .....(,_|;^, 


■>.-A.-»|, 
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vaiil  deux,  équations,  a,,  è,,  c,  en  résolvant  trois  équations,  et  ainsi 
de  suite;  après  quoi  on  déterminerait  a.  h,c,d,e, Il  s'agit  main- 
tenant de  calculer  les  valeurs  de 

A,;     A„  B,;     Aj,  B„  C,;     A4,  B.,  Ci,  D4;     A^,  IJ„  C.,  D„  E»;     .... 

Au  moyen  des  équations  [d)  :  i"  on  trouvera  la  valeur  de  A,  en  Aj 
et  Bj  ;  2°  par  deux  substitutions  on  trouvera  cette  valeur  de  A,  en  A,, 
B,,  Cj;  3"  par  trois  substitutions  on  trouvera  la  même  valeur  de  A,  en 
A,,  Bj,  C,  D,,  et  ainsi  de  suite.  Ces  valeurs  successives  de  A,  sont 

A,:r=A,2'  — B,, 

A,  =  A,2'.3*  —  B,(2'  ■+-  3')  -I-  C„ 

A,  =  A4a'.3'.4'  — B»(2-.3-  +  2>.4'  +  3'.4')+CU2'  +  3'  +  .'|')-I)*, 
A,=  A,2',3'.4*.5'  —  B,(2*.3*.4'  +  a».3«.5'  +  a»,  k^.h'-  +  3'.4'.5*) 

+  C.(2'.3»+2'.4'+a'.5'+3'.4»+3V5"-h4».5')  — D.(2»+3'+4*H-5')  +  E;, 


dont  il  est  aisé  de  remarquer  la  loi.  La  dernière  de  ces  valeurs,  qui  est 

et,  par  suile, 


(-^)(-î=)(-i=)- 


Quant  aux  différenlos  valeurs  do  A|  données  à  l'arliclo  suivant,  ollos  devieudront 

On  opérera  do  mCmo  pour  Ai,  Bj,  A3,  ...,  cl  celte  partie  du  raisonnement  sera  aï 
rétablie  dans  loule  sa  rigueur.  G.  D. 

F.  25 
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(■«'Ile  qiit'  l'on  veut  dctormiiier,  contient  les  quantités  A,  B.C.  D,  E, ... 
avec  un  inilicc  infini,  et  ces  quantités  sont  connues;  elles  sont  les 
mêmes  (|nc  colles  qui  entrent  dans  les  équations  {a). 

En  <livisant  cette  dernière  valeur  de  A,  par  le  produit  infini 

on  a 


Les  coefficients  numériques  sont  les  sommes  des  produits  que  l'on  for- 
merait par  les  diverses  combinaisons  des  fractions  -^,  ;^.  -^r^i  y-^,  ^- 
^>  ■■•<  après  avoir  sépare  la  première  fraction  -^-  Si  l'on  représente 

ces  difi'érentes  sommes  de  produits  par  P,,  Q,,  R,,  S,,  T,.  ...  et  si  l'on 
emploie  la  première  des  équations  {e)  et  la  première  des  équa- 
tions (A),  on  aura,  pour  exprimer  la  valeur  du  premier  coefficient  o, 
l'équation 


0(5' 


--  A  -  BP,  +  CQ,  -  DR,  +  ES,  -  FT, 


or  les  quantités  P,,  Q,.  R,,  S,,  T peuvent  être  facilement  déter- 
minées comme  on  le  verra  plus  lias;  donc  le  premier  coefficient  a  sera 
entièrement  connu. 

210. 

Il  faut  passer  maintenant  à  la  recherche  des  coefficients  suivants,  b, 
c,  d,  e,  f,  . ..,  qui,  d'après  les  équations  [e],  dépendent  des  quantités 
b-i,  c^,  (/,,  e,,  yi On  reprendra  pour  cela  les  équations  (ft);  la  pre- 
mière a  déjà  été  employée  pour  trouver  la  valeur  de  a,;  les  deux  sui- 
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vailles  donnent  la  valeur  rie  b^  ;  les  trois  suivantes  la  valeur  de  c,  ;  les 
(juatre  suivantes  la  valeur  de  rf,  el  ainsi  de  suite. 

Kn  eirectuant  le  calcul,  on  trouvera,  à  la  seule  inspection  des  équa- 
tions, pour  les  valeurs  de  b.^,  c,,  d^,  e^,  ...  les  résultats  suivants  : 

Ti,(i'-a')  =  A,i'-B„ 

3c3(i=-3')(2'-3')^A,i'.2'-B,(i'  +  a')-l-C„ 
Ji</4(i'-V)(3'-.'i*)(3'-,',') 

=  Aii'.2».3'  — Hi(|î.a'. -Hi'.3=  +  2'.3')-+-Cai'-Ha>+3')-  \)„ 
5e,{i'-3')(2'-5')C3'-5')(4'-5») 

—  Aji*.a'.3'..V  — Bi(i'.2'.3»-f-  l^2*.4'  +  l'.3^.4'^-a^3^4'} 
+  Ci(i>.a*-hi'.3'H-i».4'  +  2U'4-2'.4'  +  3'4')  — D,(i'-(-2'  +  3'-+-4')-t-Ei, 

La  loi  que  suivent  ces  équations  est  facile  à  saisir;  il  ne  reste  plus 
qu'à  déterminer  les  quantités 

A;,     B,;     A,,     B,.     C,;     \„     Bs,     Ci 

Or  les  quantités  A,,  B^  peuvent  être  exprimées  en  Aj,  B,,  C,  ;  ces  der- 
nières en  A,,  B,,C4,  D, Il  sulTit  pour  cela  d'opérer  les  substitu- 
tions indiquées  par  les  équations  (d);  ces  changements  successifs 
réduiront  les  seconds  membres  des  équations  précédentes  à  ne  con- 
tenir que  les  quantités  A,  B,  C,  D,  ...  avec  un  indice  infini,  c'est-à-dire 
les  quantités  connues  A,  B,  C,  D, ...  qui  entrent  dans  les  équations  (a): 
les  coelficients  seront  les  différents  produits  que  l'on  peut  faire  en 
combinant  les  carrés  des  nombres  i',  2',  3^,  .'1',  5'  a  l'intîni.  Il  faut 
seulement  remarquer  que  le  premier  de  ces  carrés  1"  n'entrera  point 
dans  les  coefficients  de  la  valeur  do  a,;  que  le  second  carré  2-  n'en- 
trera point  dans  Içs  coefficients  de  la  valeur  de  b^;  que  le  troisièmt^ 
carré  3'  sera  seul  omis  parmi  ceux  qui  servent  à  former  les  coefficients 
de  la  valeur  de  c,,  ainsi  du  reste  à  l'infini.  On  aura  donc  pour  les  va- 
leurs de  6„  c,,  d^,  Cf,  ...  el  par  conséquent  pour  celles  de  b,  c,  d, 
e, ...  des  résultats  entièrement  analogues  à  celui  que  l'on  a  trouvé  plus 
haut  pour  la  valeur  du  premier  coefticienta,. 
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211. 

Si  maintenanl  on  représente  par  Pj,  Q^,  Rj,  Sj,  ...  les  quantités 


rpie  l'un  forme  par  les  comljlnaisons  des  fractions 


à  l'infini,  on  omettant  la  seconde  de  ces  fractions  -j.  on  aura,  poui' 
déterminer  ta  valeur  de  h^,  l'équation 

■X  b,  -T^r-'/  T- .-.., —  -  \,  —  HP.  +  CQ,  —  DU,  -t-  ES,  —  FT,  + . . . . 
l'.J'.  (■■■'■■"  .  ■  ■ 

Kn  représentant,  on  général,  par  P„,  Q„,  R,„  S,„  T„.  ...  les  sommes 

des  produits  que  l'on  peut  faire  en  combinant  diversement  toutes  les 

fractions  -.'-:>  ^.>  7;>  ^t  •••  à  l'infini,  après  avoir  seulement  omis  Va 
r'    2'    S'    4'    3-  ' 

fraction  — .  on  aura,  en  général,  pour  déterminer  les  quantités  «,,  b,. 

c.,,  c/,,  c,,  . . .,  les  équations  suivantes  ; 

A,  -  Bl>,  +  CQ,  —  DR,  -H  ES,  - ...  =    «,  ^3^/,  ,,  -    ' 

A,  -  DP,  -^  CQ,  -  DR,  -)-  ES.  -. . . -  a  ft,  -^^1^^^-    , 

A,  — Bf,  4-CQ,  —  DR, +  ES,  — . 

A,  -  DP,  +  CQt  ~  DR.  H-  ES,  - . 


(■'-3')(a'-3'l 


(  il^  4')(3'-4')(:i'-ii') 

i'.a'.3'.5*.6»... 
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Si  l'on  considère  maintenant  les  équations  (c)  qni  donnent  les  \ 
leurs  des  coefficients  a,  b,c,  d on  aura  les  résultats  suivants  : 


3= 


Ti-^  —^  ■■■-A-BP,  +  CQ,-DR,  +  ES,-FT, 
4-  a" 

-  3»  5' - 


3=       •  4*  5- 

-3»  9'  — 3»  V— 3'  5'  — 3' 


=  A-BP,  +  CO,  — DR.  +  ES,-.. 

-A-BP3  +  CQ.-DR,4-ES,-,. 
-A  — BPjM^  CQi  — DRi-HESi  — . 


En  distinguant  quels  sont  les  facteurs  qui  manquent  aux  numéra- 
teurs et  aux  dénominateurs  pour  y  compléter  la  double  série  des 
nombres  naturels,  on  voit  que  la  fraction  se  réduit,  dans  la  première 

équation,  ii  — ;  dans  la  seconde  à y-,  dans  la  troisième  ii  '-,•'-; 

dans  la  quatrième  à  —  j-^;  en  sorte  que  les  produits  qui  multiplient 
a,     2b,     3c,     4rf,     ■■■ 

sont  alternativement  -  Pt Il  ne  s'agit  donc  plus  que  de  trouver 

les  valeurs  de 

I'„     Q„     R„     S ;   P„   0„    R„    S„    ...;   P„   Q„   R„   S„    ...;    .... 

Pour  y  parvenir,  on  remarquera  que  l'on  peut  faire  dépendre  ces  va- 
leurs de  celles  des  quantités  P,  Q,  R,  S,  T,  .. .,  qui  représentent  les 
dilFérents  produits  que  l'on  peut  formeravcc  les  fractions  — i  — .  t.-,'  7-5' 
gi'gi'  ■■■  sans  en  omettre  aucune.  Quant  à  ces  derniers  produits, 
leurs  valeurs  sont  données  par  les  séries  des  développements  de  sinus. 
Nous  représenterons  donc  par 

P,    0,    R.    S,    ... 
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-    ir;   H-  .  .  .  , 


['.3'        l'-.'r       'A'.'i'       ^'.4'       3'. 4' 


'.a=.:i'  "^  i'.a>..',«  "^  i'."3'..','  "^  a'.3=.4' 


siii.c---;  J' T.-  -t- 


3        a.3.4.J        a. 3. 4-5. G. 7 

lira  les  (|uantitt's  P,  Q,  R,  S,  T Kn  offel,  la  valeur  da 

t  expriinéo  par  l'éqiiuliuii 


uiiclut  iiiiniédiatcmeDt 


s.J.4.a 


■j. 3. 4. 5. 6-7 

t:' 
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213. 

Supposons  inainlenant  que    P,„  Q„,  R„,  S„,  ...    l'epréseTitent  l<'s 
sommes  Je  produits  dilTércnts  que  l'on  peut  faire  avec  les  fraclions 

-î'  -^'  Ti'  r.'  -.'  ■■■'  dont  on  aura  séparé  la  fraction  — ,.  n  étant  nii 

I'       2'       i'       4-       ù'  '  «' 

nombre  entier  quelconque;  il  s'agit  de  détermiiiei'  P„,  Q„,  Il„,  S,;,  . .. 
au  moyen  de  P,  Q,  R,  S,  —  Si  l'on  désigne  par 

r  —  7P„  +  7'Q^— 7>R„4-7'S„— ... 

le  produit  des  facteurs 

(.~f)(.-S)(-^)(-J)-. 

parmi  lesquels  on  aurait  omis  le  seul  facteur  ■  —  -^>   il  faudra  (|u'eii 
mulliplianl  par  1  —  ^  la  quantité 

t  — '/P„  -r/On  — î'K,,  -1-7'S,,— . ... 

on  trouve 

i-?P  +  7'0-'/'R +  '/'»-.... 

Cotte  comparaison  donne  les  relations  suivantes 

l'«  +  li  =  P. 
Q„  +  P«  ^',  =  0, 
»«  +  0»  -,  =  R. 

S„  -t-  R„  i-  TT--  S, 
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R„  =  lt--,Q-h-!iP—  -,, 


employant  les  valcuis  connues  de  P,  Q,  R,  S  et  faisant  successi- 
nt  n  =  I,  2,  3,  4.  5,  ....  on  aura  les  valeurs  de  P,,  Oi«  Ru  S,,  ...; 
;  de  P,.  Q,.  R,.  S„  . . .;  celles  de  P„  Q„  R„  S, 

2H. 

Tsulle  de  tout  ce  qui  précède  que  les  valeurs  de  a,  b,  r,  d,c 

tes  des  équations 

n  +  'i  i  +  3  (■  +  S  (/  +  5  e  -h ...  —  A, 
„  H-  yi^  -)_  3V  -)-  ^irf  +  5'e  -+- . . .  -  It, 

rt  4- a*  i -4- 3*  r  1- 4' (/ -1- 5*  f  + . . .  —  C , 
rt  +  3'  &  +  3'c  +  Vd  +  5^ f  + . . .  =  I), 
«  +  2'*  +  3'c  -i-  ji'(/+  5V  +  ...!=£, 


exprimées  ainsi  : 

\a.3.4.5.(>.7        i'  2.3.^.5        t'  a. 3        i'/ 
Z  ^^^^ i  ir'  ^        TC* 
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\i.i        -i-j  \2.3.4.3        2'  2.3        27 

V2.3.4-Ô.6.7        2'  2.3.4.5        a'  2.3        2V 


V2-34.5.<J.7-S.9       a=  a. 3. 4. 5. (i. 7       2'  2.3.4.5  " 


3.4.5.6.7        3'  2.3.4.5        3*  2.3        3"y 

3. 4. T). 6. 7. 8. 9  ^  3»  2.3.4--Î.6.7  "^  3"'  2.3.4-5  ~  3» 


-A-B,;^-  ^j,-,^,-^^^_  -  __^, 


'"■"l^afr,   i:_u^         3i„a/ïfi_"'~3i~î/ê         3'  233"/ 


2  \2.3       4  /         \a.3.4.o 


"V^. 3. 4. 5. G. 7       4' 2.3.4.5^  4'  a. 3       4V 

_  ,       -  .       -.         . 


!. 3. 4. 5.6. 7. 8. 9       4'  2.3.4.5.6.7       4'  a. 3. 4. 5       4'  2.3       4V 


215. 

Connaissant  les  valeurs  de  a,  b,  c,  d,  e,  f,  ....  on  les  substituera 
dans  i'é(]uation  proposée 

(j)(x)  =«sinj;+  ifsin2.ïr  +  dsin3x  +  esin4a^  +  - . .; 

el  mettant  aussi  au  lieu  des  quantités  A,  B,  C,  D,  E,  ...  leurs  valeurs 
F.  26 
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i),  ....  on  aura  l'équation  générale 


î'(°). '/(").  f(o).î"'(o).-/'(" 
I   ?-ii?=         siti  X  [9» +  -,'(' 

sinaj-l  fj)'(o)  +  9'  (o) 

+  ?"■(»; 

-+-  ^sin3j;l9'(o)  +9'  (o; 

'^  9"'(. 
-  ^sinij    9'(o)  +  9''  {( 

+  9'"(< 


Va.34.V.(».7       3'  2.34.5  "^  3'  2.3       3V      '"J 

(;73-?)  +  ''c»U4.5-?5:;!  +  f.) 


î.3.i..'i.G.7      4*  2-3.1 


On  peut  se  servir  de  la  série  précédente  pour  réduire  en  série  de  sinus 
d'arcs  multiples  une  fonction  proposée,  dont  le  développement  ne  con- 
tient que  des  puissances  impaires  de  la  variable. 

216. 
Le  cas  qui  se  présente  le  premier  est  celui  où  l'on  aurait 

?(-r)^.r; 

on  trouve  alors 

?'(o)r=i,  <p"(o)^o,  ^■'(0)^0 

ainsi  du  reste.  On  aura  donc  la  série 


-  —  sinx sina 


T  sin3x—  -:  sin^ 


qui  3  été  donnée  par  Ëulcr. 
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Si  l'on  suppose  que  la  fonclion  proposée  soil  x^,  on  aura 

9'(o)  =  o,        ,,'(o)  =  i..3,        v'(o)  =  o,        ,™(o)  =  o, 
ce  qui  donne  l'équalion 

.H       /  i.3\     .  1  /  a.3\     .  1  /   ,        !i.3\     .    , 

-î  =  (,'''--rrj»'"-''-â(,'='"-^j"''"+3r"^r'     •""■■■■ 

On  parviendrait  à  ce  même  résultat  en  parlant  de  l'équation  précé- 

dcnle 

-1— sinj- sinaiT-t-  ;;  sinS^^—  7  sin4^  +  ..-- 

2  2  3  4 

En  eiïet,  en  multipliant  chaque  membre  par  dv  et  intégranl,  on  aura 


la  valeur  de  la  constante  C  est 


série  dont  on  sait  que  la  somme  est  -+-  -  — q-  Multipliant  par  tfx  le; 
deux  membres  de  l'équation 


ïï:-3-T  =  '=°"~5-'"°"''  +  3i" 

os3. 

et  intégrant,  on  aura 

1  n'-r        1    .r^          .              1     .                 i 
a  2.3        2  2.3"^'""^       2»^'"^-*  +  3ï' 

sin3 

Si  maintenant  on  met  au  lieu  de  x  sa  valeur  tirée  de  l'équation 


-  =  sinj- smaj"—  ^sinJ 


on  obtiendra  la  même  équation  que  ci-dessus,  savoir 
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On  parviendrait  de  la  môme  manière  à  développer  en  séries  de  sinus 
multiples  les  puissances  ce*,  ce'',  x',  ...  et,  en  général,  toute  fonction 
dont  le  développement  ne  contiendrait  que  des  puissances  impaires 
de  la  variable. 

217. 

L'équation  (A)  (art.  215)  peut  être  mise  sous  une  Torme  plus  simple 
que  nous  allons  faire  connaître.  On  remarque  d'abord  qu'une  partie  du 
coefficient  de  slnxcst  la  série 

,(o)+5Sl,-(o)+-î^.o'(o)+-3^;^,-(„)+.... 
<]ui  iftprésente  la  quantité  -9(1:).  En  effet,  on  a,  en  général, 

9(J-)  =  ij(o)+.i-j'(o)  +  ^ç-(o)-l-  ^9'(o) 

Or  la  fonction  ^{x)  ne  contenant,  par  hypotiii'se,  que  des  puissances 
impaires,  on  doit  avoir 

<f{o)^o,         /(o)^o.         9'(.i)-o, 

e(  ainsi  de  suite.  Donc 

ç(j-)  =:  jr  9'(o)  + -^  9"(0) -H  ^^ -.; -/(o)  +  . . .  . 

Une  seconde  partie  du  coeHicient  de  sino;  se  trouve  en  multipliant  par 
■ i  la  série 

dont  la  valeur  est  -  ^"(~).  On  déterminera  di;  cette  manière  les  diffé- 
rentes parties  du  coefficient  de  sina:  et  celles  qui  composent  les  coef- 
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licients  de  sin2^,  sinSar,  sin4.r,  sinaa? On  emploiera  pour  cela 

les  (-({iiations 


o"  (o)  +  ^3ç>^   t")+e3^n^  ?">>+. .3^5.6.7?"  <«)-^----^"  (^*' 
9"'(o)  +  ^9"  (o)+...  ^'^y'(r.). 


au  moyen  de  cette  réduction,  on  donnera  à  l'équation  (A)  la  forme  sui- 
vante 


Iç(j:)i=  sin    x    î|)(7r)--  -^'-/(r)^   ^  ^'''Cî)  ~  fs  9'''('r)  ^- . . .  1 

+  ^sin3a^  U(Tr)  — ^/(ît)-!-  ^,9"'(ît)    -  ^  <?"' in)  +  . . . 
—  7Sin4-r    9(îr)—  7!-,9"(7r)4-  -^j9"'(ji)  —  7-6  9'''('^)  ■^---- 


-■<p(x)3:9    (7r)lsin.r sina.r-  +  ^  sin3,c— ...j 

-  <])''  (7t)  (sin.!-  —  ;-5  sinax  -i-  ,-5  sin3j^  --. . .  1 

4-9"'(7t)  1  srnx ;  sina,i:+  ^  sin3j-  — , . .  1 

—  ip'''(7:)  1  sinx  —  ~  sina^  —  ^  sinS.r  ~. . .  J 
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218. 

On  peut  appliquer  l'une  ou  l'autre  Je  ces  furmules  toutes  les  fois 
<|ue  l'on  aura  à  développer  une  fonction  proposée  en  une  série  de  sinus 
d'arcs  multiples.  Si,  par  exemple,  la  fonction  proposée  est  e'  —  e"', 
(lunl  le  dévetoppeiiieni  ne  contient  que  des  puissances  impaires  de  x, 
un  aura 


mettant  au  lieu  de 


— ^  --  /sinj—  -  siiia.r-t-  q  sin3j--  . 

•) 

-(si„.--l.i„„+iiSi„3.-. 

•) 

+  [sin-i- j  siiia.t  ■+■  TisInS^— . 

■) 

-(-'•'■- j-'"  +  P -'S-- 

■) 

-H  Uiii.r-^    --  8ina.r-i-  ^-  sin3.r  — . 

■) 

S  coefficients  de  sino-,  sinax,  sin3x 

si 

-j  -t — : 5  -f- . . .  sa  valeur  - 

'  -i- 

On  pourrait  multiplier  ces  applications  et  en  déduire  plusieurs 
séries  remarquables.  On  a  choisi  l'exemple  précédent  parce  qu'il  se 
présente  dans  diverses  questions  relatives  à  la  propagation  de  la  clia- 

ieurC). 

I  ')  Bien  des  imiiits,  dans  cet  arliclc  ot  dans  los  prcL'édciUs,  appclleraicnl  oiicoro  les 
criti([ues.  Kouricr  dOcomiwsc  les  sérips  obicnucs  et  leurs  cnoflîcienla  d'une  manière  louL  !i 
fait  arbitraire.  Il  est  évidcnimonl  im[)os>ilile  do  juslilier  la  suhsU'lulion  de  la  valeur  \  )i  la 

t|iie  l'illuslro  auteur  opère  ici  pour  détcmiiner  le  coefllcienl  de  sinx.  G.  D. 
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Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  la  fonction  dont  on  demande  le 
développement  en  séries  de  sinus  d'arcs  multiples  peut  être  déve- 
loppée en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  la  variable  x, 
et  qu'il  n'entre  dans  cette  dernière  série  que  des  puissances  impaires. 
On  peut  étendre  les  mêmes  conséquences  à  des  fonctions  quelconques, 
même  à  celles  qui  seraient  discontinues  et  entitrement  arbitraires. 
Pour  établir  clairement  la  vérité  de  cette  proposition,  il  est  nécessaire 
de  poursuivre  l'analyse  qui  fournit  l'équation  précédente  (B)  et  d'exa- 
miner quelleest  la  nature  descoelïicientsqui  multiplient  stna:,  sina^i-, 

sinSo:,  sin4^ Bn  désignant  par  -  la  quantité  qui  multiplie  dans 

cette  équation  \  sinnic  si  n  est  impair,  et  —  t  sinna;  si  n  est  pair,  on 
aura 

Considérant  s  comme  une  fonction  de  it,  difTérentiant  deux  fois  et  com- 
parant les  résultais,  on  trouve 

équation  à  laquelle  la  valeur  précédente  de  s  doit  satisfaire.  Or  l'équa- 
tion 


dans  laquelle  s  est  considérée  comme  une  fonction  de  x,  a  pour  inté- 
grale 

s  —  (icosn^  ~\-  bsinnx  -h  «sinrt,r  /  if  (_x)  cos n  Jr  da: 

—  ncosnx  I  <f{x)  sin  njr  fi.r; 
n  étant  un  nombre  entier  et  la  valeur  de  x  étant  égale  à  -n,  on  a 
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Le  sif^iie  +  doit  Hrc  rlioisi  lorsque  n  rst  impair,  et  le  signe  —  lorsque 
ce  nombre  est  pair.  On  doit  supposer  x  égal  à  la  demi-circonférence  t., 
après  l'intégration  indiquée;  ce  résultat  se  vérifie  lorsqu'on  développe, 
au  moyen  de  l'intégration  par  parties,  le  terme 

/  9(-r)  sin«  j-rfj-, 

en  remarquant  que  la  fonction  9(-r)  ne  contient  que  des  puissances 
impaires  de  la  variable  et  en  prenant  l'intégrale  depuis  x  =  o  jusqu'à 

On  en  conclut  immédiatement  que  ce  terme  équivaut  à 

=t  l  9{7:.i  — v'it:!^,  -(-9"'(i:)  ~  —  9"(;:)-|-, -i- 9""(7:)^,  — ...     . 

Si  l'on  substitue  cette  valeur  de  -  dans  l'équation  (B),  en  prenant  le 
signe  +  lorsque  le  terme  de  cette  équation  est  de  rang  impair,  et  le 
signe  —  lorsque  n  est  pair,  on  aura,  en  général. 


/  ç(j-)sînnj(/j7 


pour  le  coefficient  de  sinn.r;  on  parvient  de  cette  manière  à  un  résultat 
très  remarquable  exprimé  par  l'équation  suivante 


O'J 


f  ^  siii3.r  /  sin3.r9{j-)(/.c-t-...-i-sin(>  /  sini>9(./-)rfj-4 


le  second  membre  donnera  toujours  le  développement  cbercbé  de  la 
fonction  ^{x)  si  l'on  effectue  les  intégrations  depuis  x  =  o  jusqu'à 


(I)  C'est  ici  que  Fouricr  eiilrc  dans  lu  vuic  qui  lui  a  permis  U'oLlenir  des  notions  exaclcs 
ot  complètes  sur  la  nature  des  séries  trigonomotriqucs  et  d'indiquer  la  solution  véritable 
d'une  question  célèbre  qui  avait  occupé  au  xviii*  siècle  Eulor,  d'Alombert,  D.  BornouUi  et 
Lagrango.  La  détermination  des  coofiicicnls  do  la  série  par  des  iulégraies  définies,  inté- 
grales qui  conservent  un  sens,  même  lorsijuc  la  fonction  est  discontinue,  est  due  tout 


DigitJzcd  by 


Google 


CHAPITRE  III.-  SOLIDR  RECTANr,UI,AIRE  INFINI.     20!» 


On  voit  parla  que  les  coefficicata  a,  b,  c,  d,  e,  /,  ....qui  entrent 
rfans  l'équation 

~if{x)^^as\nx -t-  bs'inia:  -i-  csinZx  +  d  s'in^-r  +..., 

el  que  nous  avons  trouvés  précédemment  par  la  voie  des  éliminations 
successives,  sont  des  valeurs  intégrales  définies  exprimées  par  le 
li'rme  général 


/., 


(  étant  le  numéro  du  terme  dont  on  cherche  le  coefficient.  Cette 
remarque  est  importante,  eu  ce  qu'elle  fait  connaître  comment  les 
fonctions  entièrement  arbitraires  peuvent  aussi  être  développées  en 
séries  de  sinus  d'arcs  multiples.  En  elïet,  si  la  fonction  ^{x)  est  repré- 
sentée par  l'ordonnée  variable  d'une  courbe  quelconque,  dont  l'ab- 
scisse s'étend  depuis  a;=o  jusqu'à  a:  =  it,  et  si  l'on  construit  sur  cette 
même  partie  de  l'axe  la  courbe  trigonométrique  connue  dont  l'or- 
donnée est  y  =  s'\i\.r,  il  sera  facile  de  se  représenter  la  valeur  d'un 
terme  intégral.  Il  faut  concevoir  que,  pour  chaque  abscisse  a- à  laquelle 
répond  une  valeur  de  !p{x)  et  une  valeur  de  sina;,  on  multiplie  cette 
dernière  valeur  par  ta  première,  et  qu'au  même  point  de  l'axe  on  élève 
une  ordonnée  proportionnelle  au  produit  cf{x)smx.  On  formera,  par 
cette  opération  continuelle,  une  troisième  courbe  dont  les  ordonnées 
sont  celles  de  la  courbe  trigonométrique,  réduites  proportionnelle- 
ment aux  ordonnées  de  la  courbe  arbitraire  qui  représente  0(^7).  Cela 

entière  A  Fourier;  elle  est  l'oHgine  des  progrès  fondamenUiix  que  lui  doit  cette  Ihéoric.  A 
la  vérité  les  propoeilions  auxquelles  il  s'est  trouvé  conduit  par  la  torniule  (D),  et  qui  aont 
formulées  au  commencement  de  larlicle  suivant,  n'uni  pas  été  démontrées  par  lui  d'une 
manière  rigoureuse;  mais  comme,  une  fois  énoncées,  elles  étaient  susoeptibles  au  moins 
(l'une  vériScalion  numérique,  elles  ont  été  admises,  après  quelque  hésitation,  par  tous  los 
géomètres,  avant  d'avoir  été  établies  par  Dirichlel.  La  tliéorie  de  Fourier  a  été  exposée  pour 
la  première  fois  dans  son  Mémoire  Sur  la  T/iébrie  de  la  c/wleur,  présenté  à  l'Académie  des 
Sciences  le  ai  décembre  1S07.  G.  D. 

F.  «7 
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posé,  l'aire  de  ia  courbe  rétluite,  étant  prise  depuis  x  =  o  jusqu'à 
,r  =:iî,  (tonnera  la  valeur  exacte  du  coefficient  de  sina;;  et,  quelle  que 
puisse  être  la  courbe  donnée  qui  répond  à  "^{-v),  soit  qu'on  puisse  lui 
assigner  une  équation  analytiqu<>,  soit  qu'elle  ne  dépende  d'aucune  loi 
régulière,  il  est  évident  qu'elle  servira  toujours  à  réduire  d'une  ma- 
nière quelconque  la  courbe  trigonomélrique;  en  sorte  que  l'aire  de  la 
courlie  réduite  a,  dans  tous  les  cas  possibles,  une  valeur  déterminée 
qui  donne  celle  du  coelTicient  de  sin.r  dans  le  développement  de  la  fonc- 
tion. Il  en  est  de  même  du  cocfticient  suivant  b  ou  1  o{x)sin2:r(lx. 
Il  faut,  en  général,  pour  construire  les  valeurs  des  coefficients  a.  b, 
r,  d,  e imaginer  que  les  courbes  dont  les  équations  sont 


ont  été  tracées  pour  un  même  intervalle  sur  l'axe  des  x,  depuis  j;  =  o 
jusqu'à  X  = -H,  et  qu'ensuite  on  a  cliangé  ces  courbes  en  multipliant 
toutes  leurs  ordonnées  par  les  ordonnées  correspondantes  d'une  même 
courbe,  dont  l'équalion  est  y  —  ?(^}-  ''«^s  équations  des  courbes  ré- 
duites sont 

_j-=9(.i:)sin^,    ^v^9(x)sincij-,     j  =  (f{x)iinijr,    j  =  i}.(j)  siiij.r 

Les  aires  de  ces  dernières  courbes,  prises  depuis  ir=  o  jusqu'à  .r  =  ir, 
seront  les  valeurs  des  coefficients  a,  b,  c,  d,  ...  dans  l'équation 

-o(,r  );::;«  sinx-t-fcsiiiar-t-csin3x-i-(/ si  n4J-(-.... 

221. 

On  peut  aussi  vérifier  l'équation  précédente  (D)  (art.  219),  en  déter- 
minant immédiatement  les  quantités  a,,  a..,ai, .  ..,aj,  ...  dans  l'équa- 
tion 

9(x)=iaiSinj:  -t- «iSinaj-  -h  a,  stii3j-  -h. .  .  +  ajS\nJx  -h...; 

pour  cela  on  miillipliera  cbacun  des  membres  de  la  dernière  équation 
par  sinixdv,  i  étant  un  nombre  entier,  et  l'on  prendra  l'intégrale 
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depuis  x=:  o  jusqu'à  ir  =  ::;  ou  aura 

/  <i{x)sîoi.rdj-  =  a,  j  sin  j- sin/x  rfj; 

■+  a,  I  sin2xs'inixdx  +. .  .-i-fij  j  s\iijxs\nt\rdjr~t- 

Or  on  peut  facilement  prouver  : 

1"  Que  toutes  les  intégrales  qui  entrent  dans  le  second  membre  ont 
uni!  valeur  nulle,  excepté  le  seul  terme  a,/  fi\nixs\niccdx; 

2"  Que  la  valeur  de  /  sin(.rsini.rrfir  est  -■ 

D'oîi  l'on  conclura  la  valeur  de  a/  qui  est 

^j^(x}sioixdx. 

Tout  se  réduit  à  considérer  la  valeur  des  intégrales  qui  entrent  dans  le 
second  membre,  et  à  démontrer  les  deux  propositions  précédentes. 
I,' intégra  le 

a  /  s'inj xs'in ixdx, 

prise  depuis  a;  =  o  jusqu'à  0^  =  1:,  et  dans  laquelle  t  et  j  son)  des 
nombres  entiers,  est 

^^-jsin{i~j)a:~  ^-1^  sin{* -i-y)x  +  C. 

L'intégrale  devant  commencer  lorsque  x  =  o,  la  constante  C  est  nulle. 
et,  les  nombres  i  etj  étant  entiers,  la  valeur  de  l'intégrale  deviendra 
nulle  lorsqu'on  fera  x  =  tc;  il  s'ensuit  que  chacun  des  termes  tels  que 


(T|  /  sinjsini'irrfj, 
«1  /  s'inzxsiaixdx, 
(Tj  /  sin3.r  &\nix  dx. 
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s'i'Viinouit,  et  que  cela  aura  lieu  toutes  les  fois  que  les  nombres  i  etj 
seront  (lilterentâ.  I)  n'en  est  pas  de  méiiie  lorsque  les  nombres  i  efy 
sont  égaux;  car  le  terme  -. — ^^sin(i — j)x  auquel  se  réJult  l'intégrale 
devient  -.  et  sa  valeur  est  «.  On  a,  par  conséquent, 

3  /  sinixsinijrtfj-  —  i:; 

on  obtient  ainsi,  de  la  manière  la  plus  briève,  les  valeurs  de  a,,  a^.a,, 
«,,  . ..,  «,, ....  qui  sont 

a,^-   /  ^(x)siiiij-rfj-. 


Kii  l<>s  substituant,  ou  a 

-  9(j:)  r^siuj'  /  ç(j:)sin.r(/j:  +  sinaj-  /  ç{j-)  siiiaxrfj- 


I^c  cas  le  plus  simple  est  celui  où  la  fonction  donnée  a  une  valeur 
constante  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  ^  comprises  entre  o 
(■(  T.  ;  dans  ce  cas,  l'intégrale  /  siaixdx  est  égale  à  -  si  le  nombre  i  est 
impair,  et  égale  iâ  o  si  le  nombre  i  est  pair.  On  en  déduit  l'équation 


que  l'on  a  trouvée  précédemment. 
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Il  faut  remarquer  que,  lorsqu'on  a  développé  une  fonction  ^ (x)  en 
une  suite  de  sinus  d'arcs  multiples,  la  valeur  de  la  série 

a  a'inx  +  b  sin^x  -h  c  i'tnSa:  ~i-  d s'in  i.i~\- . . . 

est  la  même  que  celle  de  la  fonction  ^{■r)  tant  que  la  variable  .r  est 
comprise  entre  o  et  ir;  mais  cette  égalité  cesse,  en  général,  d'avoir  lieu 
lorsque  la  valeur  de  x  surpasse  le  nombre  ti. 

Supposons  que  la  fonction  dont  on  demande  le  développement 
soit  x;  on  aura,  d'après  le  théorème  précédent, 

—^  =:  sin J^  j  a:  s\nx dx  +  s\n2x  j  xs\n2xdx 

-t-  siiiSx  I  xsinZxdjT-i-sin^x  i  xsin^xdx  +  , . . . 

L'intégrale  /  a: sini^cd^  équivaut  à  ±  -:;  les  indices  o  et  ir  qui  sont 
joints  au  signe  /  font  connaître  les  limites  de  l'intégrale;  le  signe  + 
doit  être  choisi  lorsque  i  est  impair,  et  le  signe  —  lorsque  i  est  pair. 
On  aura  dune  l'équation  suivante  : 

—  :=:sina7 sin2x4-  :;sin3j;— -7sin4-»'4-=-sin5a:— ....         ;«; 

a  3  i  4^3 

223. 

On  développera  aussi  en  séries  de  sinus  d'arcs  multiples  les  foue- 
ttons diiïérentes  de  celles  où  il  n'entre  que  des  puissances  impaires  de 
ta  variable.  Pour  apporter  un  exemple  qui  ne  laisse  aucun  doule  sur 
la  possibilité  de  ce  développement,  nous  choisirons  la  fooction  cosx, 
qui  ne  contient  que  des  puissances  paires  de  :r,  et  qu'on  développera 
sous  la  forme  suivante 

asinx-\-  bs'iWix  -h  cs\n3x  -h  ds'iù^x  +  es'inSx  +  . . ., 

quoiqu'il  n'entre  dans  cette  dernière  série  que  des  puissances  impaires 
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de  la  mviue  variable.  On  aura,  en  effet,  d'après  le  tliéorètnc  précé- 
deiil, 

-cosj-  =  siii.r  I  cosxsiii.rrf.r 

-t-  siii2j-  /  cos^sinaj^/^H-  siiiS.r  /  eos.csinS.ctlj:  +  . ... 

L'intégrale  /  cos.rsinixdx  équivaut  à  zéro  lorsque  /  est  un  nombre 
impair,  et  à  -^^ — -  lorsque  t  est  un  nombre  pair.  Bn  supposant  succes- 
sivement (  =  2,  4.  (J.  S,  ...,  on  aura  la  série  toujours eonvergen te 


"'"  =  l[     (7+3)''""*(s*5)'''"''-' 

4-  (  T-  H —  1  siiitij"  4-  (  — 1 —  )siri8aT-j  — 1 lsiiiioj--i-...  I. 

\^       7/  \7       D/  \9       "/  J 

4>  résultat  a  cela  de  remarquable  qu'il  oITre  le  développement  du  co- 
sinus en  une  suite  de  fonctions  dont  chacune  ne  contient  que  des 
puissances  impaires.  Si  l'on  fait  dans  l'équation  précédente  x  =:  j>  on 
trouvera 

Otte  dernière  série  est  connue  [Jntrod.  in  analysin  infinit.,  cap.  X). 


On  peut  employer  une  analyse  semblable  pour  développer  une  fonc- 
tion quelconque  en  série  de  cosinus  d'arcs  multiples.  Soit  '^{x')  la 


DigJtJzcd  by 


Google 


CHAPITRE  111.—  SOLIDE  RECTANGULAIRE  INFIM.     215 

ronclion  dont  on  demande  le  développement,  on  écrira 
^  <f{-r)  —  dijCOSO-r  +  a,  cos.r  +  n,cosi.r 

Si  l'on  mmlliplie  les  deux  membres  de  celle  équation  par  cosj.v  et  que 
l'on  inti'gre  chacun  des  termes  du  second  meiiibro  depuis  a-  =  o  jus- 
qu'à a7  =  ic,  il  est  facile  de  s'assurer  que  la  valeur  de  cette  intéf;rale 
sera  nulle,  excepté  pour  le  seul  terme  qui  contient  déjà  cosy'jr.  Celte 
remarque  donne  immédiatement  le  coeflicieiU  Oj-,  il  suffira,  en  général, 
de  considérer  la  valeur  de  l'inléfçrale  /  cosy-rcos/xrfr,  prise  depuis 
x  =  (>  jusqu'à  jr=:Ti,  en  supposant  que  y  cl  ('sont  des  nombres  entiers. 
On  a 

jcosjj:c<ysijrdx^^--'--j  5m(y-i-  0-^  +  ^-.--'"/j  s\ii(j  —  i).c  +  r.. 

Cette  intégrale,  prise  depuis  ir  =  (i  jusqu'à  x-—t.,  est  évidemment 
nulle  toutes  les  fois  quey  et  /  sont  deux  nombres  dllférents.  II  n'en  est 
pas  de  même  lorsque  ces  deux  nombres  sont  é^aux.  Le  dernier  terme 
— -.-  -.-  stnf  /  —  i)x  devient  ->  et  sa  valeur  est  -.  lorsque  l'ai'C  iv  esl 
égal  à  i:.  Si  donc  on  multiplie  les  deux  termes  de  l'équation  précé- 
dente (/h)  parcosix,  et  que  l'on  intègre  depuis  o  jusqu'à  -,  on  aura 


/  ç(  j)  Cfts/.rrfx  —  ^, 


équation  qui  fera  connaître  la  valeur  du  coefficient  a,-.  Pour  trouver  le 
premier  coefficient  a^,  on  remarquera  que,  dans  l'intégrale 

si  l'on  a 

y=^o       Cl       <  =  o, 

cliacun  des  termes  devient  -.  et  la  valeur  de  chaque  terme  esl   ^; 


DigJtJzcd  by 


Google 


•>iG  THÉORIE   DE  LA  CHALEUR. 

lÉiiisl  l'iiitéjtrale  /  cosyV  cos/xtir,  prise  depuis  r  =  o  jusqu'à  x  =  «, 
est  ruiilo  lorsque  les  deux  nombres  entiersy  et  i  sont  difTérenls;  elle 
l'sl  j  lorsque  les  nombres  y  et  r  sont  é^aux,  mais  dilTérenls  de  zéro  ; 
elle  est  éf^ale  à  it  lorsque  j  et  j'sonl  l'un  el  l'autre  égaux  à , zéro.  Oii 
oblienl  ainsi  ['équation  suivante  : 

l    '^  o{.r)  ^  -  j     ^  { J-)  du.-  -h  cosx  I     ç(./-)cosj//x 

I  -hcosiJrf    9(j-)coS'iJ-rf.c-+-cos3j- r    ^(j)  cos3j-rf,r +.... 

(le  ihéorème  et  le  précédent  conviennent  à  toutes  les  fonctions  pos- 
sibles, soit  que  l'on  en  puisse  exprimer  la  nature  par  les  moyens 
ronniis  de  l'Analyse,  soit  qu'elles  correspondent  à  des  courbes  (racées 
arbilraii-emenl. 

225. 

Si  la  fonction  proposée  dont  on  demande  le  développement  en  cosi- 
nus d'arcs  multiples  est  la  variable  x  elle-même,  on  écrira  l'équation 

-^  -  -  On-t-rt,  ciisj-  -Hrt,  rosa.r  +  <7jCOs3j-  +.  .  .+-«,■  cosi.r  -f-. . ., 
et  l'on  aura,  pour  déterminer  un  coefficient  quelconque  a,,  l'équation 

17,--;  /      .r  cnsij'ii.r. 

Cette  intégrale  a  une  valeur  nulle  lorsque  i  est  un  nombre  pair,  et  est 
é^ale  il  —  ^  lorsque  t  est  impair.  On  a  en  même  temps 


On  formera  donc  la  série  suivante  : 
TT        ,  cos.r       ,  cos3j- 
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On  peut  pemarquoi'  ici  que  nous  sommes  parvenus  à  trois  dévelop- 
pements difTcrcnts  de  -.  savoir 

-  :^  sinx  —  -siiia.r  -h  ;;sin3a-—  y  siri4.r  -t-  -.  siiiS.r  — .  . .     (arl.  222), 
3  ■;*  J  4  j 

-  —  —  siiij:  —  ijj— siiiS.r  -t-  ^rj— sinjj—  ^^  sinju^  -h. . .        (nrl.  181  ), 


-cos5.r  — 


Il  faut  remarquer  que  ces  trois  valeurs  de  -  ne  doivent  point  être 
considérées  comme  égales  pour  toutes  les  valeurs  de  a-;  les  trois  déve- 
loppements précédents  n'ont  une  valeur  commune  que  lorsque  la  va- 
riable a;  est  comprise  entre  o  et  -•  La  construction  des  valeurs  de 
ces  trois  séries  et  la  comparaison  des  lignes  dont  elles  expriment  les 
ordonnées  rendraient  sensibles  la  coïncidence  et  la  distinction  alterna- 
tives des  valeurs  de  ces  fonctions. 

Pour  donner  tin  second  exemple  du  développement  d'une  fonction 
en  série  de  cosinus  d'arcs  multiples,  nous  clioisirons  la  fonction  sinj' 
qui  ne  contient  que  des  puissances  impaires  de  la  variable,  et  nous 
nous  proposerons  de  la  développer  sous  la  forme 

«  +  bcosx-hccQS2a;  +  dcosZa:  -h 

En  faisant  à  ce  cas  particulier  l'application  Je  ['équation  générale,  on 
trouvera,  pour  l'équation  cberchéc, 

ir    .        ^1        cosa^       cos4'ï;       cos6.r       cosS.r 
4  ~  a  1.3  3.5  5-7  7.9 

On  parvient  ainsi  à  développer  une  fonction  qui  ne  contient  que  des 
puissances  impaires  en  une  série  de  cosinus  dans  laquelle  il  n'entre 
que  des  puissances  paires  de  la  variable.  Si  l'on  donne  à  ^  la  valeur 
particulière  ->  on  trouvera 

'^  —  i       J_       _L         '  ' 

4  "~  a        1.3        3.5        5.7        7.9 
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Or  (!e  IViquation  connue 


8  '    T.3        5.7        9. Il         i3.i5 

issi 

it       I         I  I  I  I 

outant  ces  deux  résultats,  on  a,  comme  précédemment, 


3:^  "  ^  "  7  :«  " 


226. 


inalyse  précédente  donnant  !e  moyen  de  développer  une  fonction 
:onque  en  série  de  sinus  ou  de  cosinus  d'arcs  multiples,  nous 
liquerons  facilement  au  cas  oii  la  fonction  à  développer  a  des  va- 
;  déterminées  lorsque  la  variable  est  comprise  entre  de  certaines 
es,  et  a  des  valeurs  utillcs  lorsque  la  variable  est  comprise  entre 
res  limites.  Nous  nous  arrêterons  a  l'examen  de  ce  cas  particulier 
;  qu'il  se  présente  dans  les  questions  physiques  qui  dépendeni 
équations  aux  différences  partielles,  et  qu'il  avait  été  proposé 
(fois  comme  un  exemple  des  fonctions  qui  ne  peuvent  être  déve- 
L'es  en  sinus  ou  cosinus  d'arcs  muUiples.  Supposons  donc  que  l'on 
réduire  en  une  série  de  celte  forme  une  fonction  dont  la  valeur 
onstante,  lorsque  x  est  comprise  entre  o  et  a,  et  dont  toutes  les 
irs  sont  nulles  lorsque  X  est  comprise  entre  a  eti:.  On  emploiera 
ation  générale  (m),  dans  laquelle  les  intégrales  doivent  élre  prises 
iis  X  =  0  jusqu'à  x  =  t:.  Les  valeurs  de  ff{x)  qui  entrent  sous  le 
!  /  étant  nulles  depuis  x  =  a  jusqu'à  a:  =  t:,  il  suffira  d'inlégrer 
is  a:  =  o  jusqu'à  œ  =  a.  Cela  posé,  on  trouvera,  pour  la  série 
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demandée,  en  désignant  par  h  la  valeur  constante  de  la  fonction. 


..(. 


+ 3 sm3.r+  _^-,.- s.n4^  +  . , .  j. 

Si  l'on  fait  A  =  - .  et  que  l'on  représente  le  sinus  verse  de  t'arc  x  par 
sinVx,  on  aura 

^{x)  ~  sinVasin-r  +  -sin  Vawsinaj:  -[-  ^sinV3^sin3-i.' 

-H  -TS\a\^xs\ti!iX-\-  T-sinV5a  sinS^  + 

4  5 

Cette  série  toujours  convergente  est  telle  que,  si  l'on  donne  à  œ  une 
valeur  quelconque  comprise  entre  o  et  a,  la  somme  de  ses  termes  sera 
-;  mais,  si  l'on  donne  à  x  une  valeur  quelconque  plus  grande  que  a 
et  moindre  que  if,  la  somme  des  termes  sera  nulle. 

Dans  l'exemple  suivant,  qui  n'est  pas  moins  remarquable,  les  valeurs 
de  ^{x)  sont  égaies  à  sin- —  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  o  et  a,  et  sont  nulles  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  «  et  t:.  Pour  trouver  la  série  qui  satisfait  à  cette  condition,  on 
emploiera  l'équation  (D). 

Les  intégrales  doivent  être  prises  depuis  x  =  o  jusqu'à  x  ^=t.;  mais 
il  suffira,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  de  prendre  ces  intégrales  depuis 
j7  =  o  jusqu'à  a:  =  a,  puisque  les  valeurs  de  '^[x)  sont  supposées 
nulles  dans  le  reste  de  l'intervalle.  On  en  conclura 


/sînasin  J 


Si  l'on  supposait  a  =  it,  tous  les  termes  de  la  série  s'évanouiraient 
excepté  le  premier,  qui  deviendrait  -  et  qui  a  pour  valeur  %\nx;  on 
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On  peut  ctemlrc  la  même  analyse  au  cas  où  l'ordonnée  représentée 
par  ç(.r)  serait  celle  d'une  ligne  composée  de  différentes  parties,  dont 
les  unes  seraient  des  arcs  de  courbes  et  les  autres  des  lignes  droites. 
Par  exempte,  si  la  fonction  dont  on  demande  le  développement  en 

séries  de  cosinus  d'arcs  multiples  a  pour  valeur  (- )  ~  ^t*  depuis  x  =  o 
jusqu'à  .r  =  -,  et  est  nulle  depuis  a- =  -  jusqu'à  .r  =  tc,  on  emploiera 
l'équation  générale  (7t)et,  en  effectuant  les  intégrations  dans  les  limites 
données,  on  trouvera  que  le  terme  général 


m 


est  égal  il  ^  sin  -^  lorsque  i  est  impair,  à  -^  lorsque  i  est  double  d'un 
nombre  impair,  et  à  ~  ^  lorsque  i  est  quadruple  d'un  nombre  impair. 
D'un  autre  côté,  on  trouvera  ^  ^  pour  la  valeur  du  premier  terme 
-  /  ^{x)dr.  On  aura  donc  le  développement  suivant  ; 


■^' 


Le  second  membre  est  représenté  par  une  ligne  composée  d'arcs  para- 
boliques et  de  lignes  droites. 


On  pourra  trouver  de  la  même  manière  le  développement  d'une 
fonction  de  x  qui  exprime  l'ordonnée  du  contour  d'un  trapèze.  Suppo- 
sons que  ■^{x)  soit  égale  à  x  depuis  œ  =  o  jusqu'à  x  =  a,  que  cette 
fonction  soit  égale  à  a  depuis  j7  =  a  jusqu'à  a;  =  i:  —  a,  et  enfin  égale 
à  TT  —  o",  depuis  x  =  «  —  a  jusqu'à  x  =  ti.  Pour  la  réduire  en   une 
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série  de  sinus  d'arcs  multiples,  on  se  servira  de  l'équation  générale  (D). 
Le  terme  général  /':^{x)s\nixtlx:  sera  composé  de  trois  parties  dilîé- 
rentes,  et  l'on  aura,  après  les  réductions,  -.;  sinia  pour  le  coefficient 
de  sin(>,  lorsque  /est  un  nombre  impair;  et  zéro  pour  ce  coefficient, 
lorsque  i  est  un  nombre  pair.  On  parvient  ainsi  à  l'équation 

l  y  ^(j:)  —  sinaîsinj-i-  i^sin3xsiii3j: 

Si  l'on  supposait  «  =  -,  le  trapèze  se  confondrait  avec  le  triangle  iso- 
scèle,  et  l'on  aurait,  comme  précédemment,  pour  l'équation  du  contour 
de  ço  triangle 

4^  3'  5'  7 

série  qui  est  toujours  convergente  quelle  que  soit  ta  valeur  de  x.  En 
général,  les  suites  trigonométriques  auxquelles  nous  sommes  parvenus 
en  développant  les  diverses  fonctions  sont  toujours  convergentes; 
mais  il  ne  nous  a  point  paru  nécessaire  de  le  démontrer  ici  :  car  les 
termes  qui  composent  ces  suites  ne  sont  que  les  coefficients  des  Icnnt's 
des  séries  qui  donnent  les  valeurs  des  températures;  el  ces  coefficients 
aiïectent  des  quantités  exponentielles  qui  décroissent  très  rapidemeni, 
en  sorte  que  ces  dernières  séries  sont  très  convergentes.  A  l'égard  de 
celles  où  il  n'entre  que  des  sinus  ou  des  cosinus  d'arcs  multiples,  il 
est  également  facilede  prouver  qu'elles  sont  convergentes,  (juoi(|u'clles 
représentent  les  ordonnées  des  lignes  discontinues.  Cela  ne  résulte 
pas  seulement  de  ce  que  les  valeurs  des  termes  diminuent  continuelle- 
ment; car  cette  condition  ne  suffit  pas  pour  établir  la  convergence 
d'une  série.  Il  est  nécessaire  que  les  valeurs  auxquelles  on  parvient, 
en  augmentant  continuellement  le  nombre  des  termes,  s'approchent  de 
plus  en  plus  d'une  limite  fixe  et  ne  s'en  écartent  que  d'une  quantité 
qui  peut  devenir  moindre  que  loufe  grandeur  donnée  :  cette  limite  est 
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la  valeur  de  ta  série.  Or  on  démontre  rigoureusernenl  que  les  suites 
dont  il  s'agit  satisfont  à  cette  dernière  condition. 

229. 

Nous  reprendrons  l'équation  précédente  (X],  dans  laquelle  on  peut 
donner  à  x  une  valeur  quelconque;  on  considérera  cette  quantité 
comme  une  nouvelle  ordonnée,  ce  qui  donnera  lieu  à  la  construction 
suivante. 

Ayant  tracé  sur  le  plan  des  .rv  (yf^'.  8)  le  rectangle  dont  la  base  Oz 


est  égale  à  la  demi-circonférence  et  dont  la  hauteur  est  -.  sur  le  mi- 
lieu m  du  côté  parallèle  à  la  base  on  élèvera  perpendiculairement  au 
pian  du  n'ctangle  une  ligne  égale  à  -  et,  par  l'extrémité  supérieure 
de  cette  ligne,  on  tirera  des  droites  aux  quatre  angles  du  rectangle.  On 
formera  ainsi  une  pyramide  quadrangulaire.  Si  l'on  porte  maintenant 
sur  le  petit  côté  du  rectangle,  à  partir  du  point  0,  une  ligne  quel- 
con(jue  égale  à  «,  et  que  par  l'extrémité  de  cette  ligne  on  mène  un  plan 
parallèle  à  la  base  0",  et  perpendiculaire  au  plan  du  rectangle,  la  sec- 
tion commune  à  ce  plan  et  au  solide  sera  le  trapèze,  dont  la  hauteur 
est  égale  à  «.  L'ordonnée  variable  du  contour  de  ce  trapèze  est  égale, 
comme  nous  venons  de  le  voir,  à 


|(s,.„s.. 


Il  suit  de  là  qu'en  appelant  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque <le  la  surface  supérieure  de  la  pyramide  quadrangulaire  que 
nous  avons  formée,  on  aura  pour  l'équalion  delà  surface  du  polyèdre, 
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entre  les  limites  x  =  o,  x  =  t:,  y  =  o,  y=-^ 

■Ks sin.rsin  V       sin3,rsin3>-       sin:jjrsin5v 

Cette  série  convergente  donnera  toujours  la  valeur  de  l'ordonnée  =,  ou 
de  la  dislance  d'un  point  quelconque  de  la  surface  au  plan  des  a^. 

Les  suites  formées  de  sinus  ou  de  cosinus  d'arcs  multiples  sont  donc 
propres  à  représenter,  entre  des  limites  déterminées,  toutes  les  fonc- 
tions possibles,  et  les  ordonnées  des  lignes  ou  des  surfaces  dont  la  loi 
est  discontinue.  Non  seulement  la  possibilité  de  ces  développements 
est  démontrée,  mais  il  est  facile  de  calculer  les  termes  des  séries;  la 
valeur  d'un  coefficient  quelconque  dans  l'équation 

9(;f)  =  a,  sina;  +û, siri'ij^  +  «jSinSj:  +. .  .-i-atsinijc  -\--. . . 

est  celle  d'une  intégrale  définie,  savoir 


^y<p(.r)sin/^rf.c. 


Quelle  que  puisse  être  la  fonction  '^{x),  ou  la  forme  de  la  courbe  qui 
la  représente,  l'intégrale  a  une  valeur  déterminée  qui  peut  être  intro- 
duite dans  le  calcul.  Les  valeurs  de  ces  intégrales  définies  sont  ana- 
logues à  celle  de  l'aire  totale  f'^{œ)dx  comprise  entre  la  courbe  et 
l'axe  dans  un  intervalle  donné,  ou  à  celles  des  quantités  mécaniques, 
telles  que  les  ordonnées  du  centre  de  gravité  de  cette  aire  ou  d'un 
solide  quelconque.  11  est  évident  que  toutes  ces  quantités  ont  des  va- 
leurs assignables,  soit  que  la  figure  des  corps  soit  régulière,  soit  qu'on 
leur  donne  une  forme  entièrement  arbitraire. 


Si  l'on  applique  CCS  principes  à  la  question  du  mouvement  des  cordes 
vibrantes,  on  résoudra  les  difficultés  qu'avait  d'abord  présentées  l'a- 
nalyse de  Daniel  Bernoulli.  La  solution  donnée  par  ce  géomètre  suppose 
qu'une  fonction  quelconque  peut  toujours  être  développée  en  séries  de 
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sinus  ou  de  cosinus  d'ares  muiliples.  Or,  de  toutes  les  preuves  de  cette 
proposition,  la  plus  complète  est  celle  qui  consiste  à  résoudre  en  effet 
une  fonction  donnée  en  une  telle  série  dont  on  détermine  les  coefii- 
cifiits. 

Dans  les  recherches  auxquelles  on  applique  les  é(|ualions  aux  diffé- 
rences partielles,  il  est  souvent  facile  de  trouver  des  solutions  don!  ia 
somme  compose  une  intéjçrale  plus  générale:  mais  l'emploi  de  ces 
intégrales  exigeait  que  l'on  en  déterminât  l'étendue,  et  que  l'on  put 
distinguer  clairement  les  cas  où  elles  représentent  l'intégrale  généralf! 
de  ceux  où  elles  n'en  comprennent  qu'une  partie.  Il  était  nécessaire 
surtout  d'assigner  les  valeurs  des  constantes,  et  c'est  dans  la  recherche 
des  coefficients  que  consiste  la  difiiculté  de  l'application.  Il  est  remar- 
<]uable  que  l'on  puisse  exprimer  par  des  séries  convergentes  et,  comme 
on  le  verra  dans  la  suite,  par  des  intégrales  définies  les  ordonnées  des 
lignes  et  des  surfaces  qui  ne  sont  point  assujetties  à  une  loi  continue. 
On  voit  par  \ht  qu'il  est  nécessaire  d'admettre  dans  l'analyse  des  fonc- 
tions qui  ont  des  valeurs  égales,  toutes  les  fois  que  la  variable  reçoit 
des  valeurs  quelconques  comprises  entre  deux  limites  données,  tandis 
qu'en  substituant  dans  ces  deux  fonctions,  au  lieu  de  la  variable,  un 
nombre  compris  dans  un  autre  intervalle,  les  résultats  des  deux  suh- 
stilulions  ne  sont  point  les  mêmes.  Les  fonctions  qui  jouissent  de  cette 
propriété  sont  représentées  par  des  lignes  différentes  qui  ne  coïncident 
que  dans  une  portion  déterminée  de  leur  cours  et  offrent  une  espèce 
singulière  d'oscuiation  finie.  Ces  considérations  prennent  leur  origine 
<lans  le  calcul  des  équations  aux  différences  partielles;  elles  jettentun 
nouveau  jour  sur  ce  calcul  et  serviront  à  en  faciliter  l'usage  dans  les 
théories  physiques. 

23i. 

Les  deux  équations  générales  qui  expriment  le  développement  d'une 
fonction  quelconque  en  cosinus  ou  en  sinus  d'arcs  multiples  donnent 
lieu  à  plusieurs  remarques  qui  font  connaître  le  véritable  sens  de  ces 
(héorèmes  et  en  dirigent  l'application. 
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Si,  dans  la  série 

a  •+-  bconj^  -h  c  C0S2W  +  d cos3j:  -{-  e cos.'\x  + . . ., 

on  rend  négative  la  valeur  de  x,  la  série  demeure  la  même,  ot  elle 
conser\'e  aussi  sa  valeur  si  l'on  augmente  la  variable  d'un  multiple 
quelconque  de  la  circonférence  27:.  Ainsi  dans  l'équation 

I  +cosaj  j  Q{.r)  C0S2J: dx  +  cos3x  Tçt^)  cosS.r  rfj- +  . . ., 

la  fonction  y  est  périodique  et  représentée  par  une  courbe  composée 
d'une  multitude  d'arcs  égaux,  dont  chacun  correspond  sur  l'axe  des 
abscisses  à  un  intervalle  égal  à  sic.  De  plus  chacun  de  ces  arcs  est 
composé  de  deux  branches  symétriques  qui  répondent  aux  deux  moi- 
liés  de  l'intervalle  égal  à  2t.. 

Supposons  donc  que  l'on  trace  une  ligne  d'une  forme  quelconque  ^sst 
et  qui  réponde  à  un  intervalle  égal  à  tt  [Jig.  9}.  Si  l'on  demande  une 
série  de  la  forme 

a  +  h  cosx  +  ccosaj-  -i-rfcos3a-  -h.  . 
telle  que,  en  mettant  au  lieu  de  .r  une  valeur  quelconque  X  comprise 

FlB.  9- 


entre  o  et  7:,  on  trouve  pour  la  valeur  de  la  série  celle  de  l'ordon- 
née Xç,  il  sera  facile  de  résoudre  cette  question  :  car  les  coefficients 
donnés  par  l'équation  (v)sonl 

-  I  (f(j:)d.r,     -    /  9(.r)c0SJrrfx,      -    /  ^(.r)  cosaxrfj- 

Les  diverses  intégrales,  qui  sont  prises  de  x  =  o  à  a:  =  ~,  ayant  lou- 
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jours  des  valt-urs  mesurables  comme  celle  de  l'aire  O^ott,  et  la  série 
formée  par  ces  coefiicieiits  étant  loujoiirs  convergente,  il  n'y  a  aucune 
forme  de  la  lif^ne  -^-^a  pour  laquolle  l'ordonnée  X9  ne  soit  exactement 
représentée  par  le  développement 


L'arc  ^^a  est  entièrement  aibitrairc;  mais  il  n'en  est  pas  de  même  des 
autres  parties  de  la  ligne;  elles  sont  au  contraire  déterminées  :  ainsi 
l'arc  9a  qui  répond  à  l'intervalle  de  o  à  —  ir  est  le  même  que  l'arc  ^a; 
et  l'arc  total  aç.«  se  répi'te  pour  les  parties  consécutives  de  l'axe  dont 
la  longueur  est  271. 

On  peut  faire  varier  dans  l'équation  (v)  les  limites  des  intégrales. 
Si  elles  étaient  prises  depuis  x  =  —  t.  jusqu'à  x  =  T.,h  résultat  serait 
douille;  il  le  serait  aussi  si  les  limites  des  intégrales  étaient  o  et  2;:, 
au    lieu  d'être  o  et  1:.  Nous  désignons  en  général  par  le  signe  / 

l'intégrale  qui  commence  lorsque  la  variable  équivaut  à  a,  et  qui  est 
complète  lorsque  la  variulde  équivaut  à  t>;  et  nous  écrirons  l'équa- 
tion (ri)  sous  la  forme  suivante  : 

l  -  9(j-)=  -   /     if{j.-)djr  +  cos,r  /     o(.r)  cosjrrfj: 

j  -i-  cosa-c  i      9(,r)cosa,re/j;  +  cos3j^  j      <f(x)  c os Zj:  tir  ■+■ 

Au  lieu  de  prendre  les  intégrales  depuis  x=o  jusqu'à  x=^t:,  on 
pourrait  les  prendre  depuis  37  =  0  jusqu'à  x=  2tc,  ou  depuis  .t  =  —  t: 
jusqu'à  ^  =  it;  mais,  dans  cliacun  de  ces  deux  cas,  il  faut  écrire  au 
premier  membre  T.fi[x)  au  lieu  de  ^î.(,r). 

232. 

Dans  l'équation  qui  donne  le  développement  d'une  fonction  quel- 
conque en  sinus  d'arcs  multiples,  la  série  change  de  signe  et  conserve 
la  même  valeur  absolue  lorsque  la  variable  x  devient  négative;  elle 
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conserve  sa  valeur  el  son  signe  lorsque  la  variable  est  augmentée  ou 
diniîtiuée  d'un  multiple  quelconque  de  la  circonférence  2t:.  L'arc  cp^a 
[fig.  )o),  qui  ré|>ond  à  l'intervalle  de  o  à  7:,  est  arhitraire;  toutes  les 


-X- 

K 


autres  parties  de  la  ligne  sont  déterminées.  L'arc  j^a,  qui  répond  à 
l'intervalle  de  o  à  —  t:,  a  la  même  forme  que  l'arc  donné  ^^rt;  mais  11 
est  dans  une  situation  opposée.  L'arc  total  a^;p-.^rt  est  cépélé  dans 
l'intervalle  de  ït  à  St:,  et  dans  tous  les  intervalles  semblables.  Nous 
écrirons  celte  équation  comme  il  suit  ; 


(H) 


-ip(jr}^sin-r   /     9(jr)sinxrfj;  +  sin2.r  /     ç{j;)sin2.rrf.i 
f  +Sin3,r  ^    o(.r}  sm3.rrf,. 

On  pourrait  changer  les  limites  des  intégrales,  et  écrir 


au  lieu  de  /    ;  mais,  dans  chacun  de  ces  deux  cas,  il  faut  écrire  au 
premier  membre  t.  if  (a;)  au  lieu  de  -  9(.^). 


233. 

La  fonction  "^{oc),  développée  en  cosinus  d'arcs  multiples,  est  repré- 
sentée par  une  ligne  formée  de  deux  arcs  égaux  placés  symétriquement 
do  pari  et  d'autre  do  i'axe  des ^  dans  l'intervalle  de  —  t:  à  -+-ï:  {fig.  1 1); 
celte  condition  est  exprimée  ainsi 

9(x)  =  tp(-x). 
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La  li(;ne  (pli  rcprésenlc  la  fonction  '|^x),  développée  en  sinus  d'arcs 
iiiuhiples,  esl  au  contraire  formée  dans  le  même  inlen-alle  de  deux 
arcs  opposés,  re  qu'exprime  l'équation 

l'no  fonction  quelconque  F(.r),  représentée  par  une  ligne  tracée  arbi- 
trairement dans  l'intervalle  de  —  t:  à  -t-i:,  peut  toujours  être  partagée 
en  deux  fonctions  telles  que  ^(x)pt  ■^{■r).  En  effet,  si  la  ligne  F'F'mFF 


i     % 


représente  la  fonction  F(x),  et  que  l'on  élève  par  le  point  0  l'ordon- 
née Ont,  on  tracera  par  le  point  m  à  droite  de  l'axe  Om  l'arc  m^ sem- 
blable à  l'arc  mP'F'  de  la  courbe  donnée,  et  à  gaucbe  du  même  axe  on 
tracera'l'arc  m/'/'  semblable  à  l'arc  mFF;  ensuite  on  fera  passer  par 
le  point  m  une  ligne  ç'^'mçç  qui  partagera  en  deux  parties  égales  la 
différence  de  chaque  ordonnée  x¥  ou  x'f'  à  l'ordonnée  correspon- 
dante ^ou  -r'F'.  On  tracera  aussi  la  ligne  '|''']''0'|''j',  dont  l'ordonnée 
mesure  la  demt-différence  de  l'ordonnée  de  F'F'niFFàcelle  de/ym^. 
Cela  posé,  les  ordonnées  de  la  ligneF'F'mFF  et  de  la  ligne/'/'m^étant 
désignées  l'une  par  y{x)  et  la  seconde  pary(x},  on  aura  évidemment 
/(j:)  =  F(— .r);  désignant  aussi  l'ordonnée  de  ^'^'m^^  par  ^(.t).  et 
celle  de  ■j/''|''0'|'^  par  ■\-{x),  on  aura 

F(.r)i=9(x)-t--|(x) 

et 
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donc 

on  en  conclut 

?(-c)  =  9(--^)        et       ^}.(x)=-'|{-j-), 
ce  (|ue  la  construction  rend  d'ailleurs  évident. 

Ainsi  les  deux  fonctions  ^(a-)  el  •^(x),  dont  la  somme  équivaut  ii 
F(a^),  peuvent  être  développées  l'une  en  cosinus  d'arcs  multiples  e( 
l'autre  eii  sinus. 

Si  l'on  applique  à  la  première  fonction  l'équalion  (v).  et  à  la  se- 
conde l'équation  ([x),  en  prenant  dans  l'une  et  l'autre  les  intégrales 
depuis  x=  —  Tc  jusqu'à  x  =  tz,  et  si  l'on  ajoute  les  deux  résultats,  on 
aura 

~[?(-^)  +^(j-)]— ;rF(j:)—  -  /  (f(j)t/,c  -Hcosx  /  tf  {x)cos Jrdji:  -t-cosaj-  /  ^{j-)  cos .*,(■( 

+  sin.r  /  '\i(x)  sin^rfj^  +  sinaj-  /  il^t  j)  siiifJd 

les  intégrales  doivent  être  prises  depuis  œ^  —  r.  jusqu'à  ,r  ==  7t.  Il 
faut  remarquer  maintenant  que  dans  l'intégrale  j  <^{x)cosxda;  on 
pourrait,  sans  en  changer  la  valeur,  mettre  f{x)-\-<\i{jc)  au  lieu  de 
9(a-)  ;  car  la  fonction  cosx  étant  composée,  à  droite  et  à  gauche  de 
l'axe  des  J7,  de  deux  parties  semblables,  el  la  fonction  '\>{x)  étant  au 
contraire  formée  de  deux  parties  opposées,  l'intégrale  /  ij'l^)  cosa-rf;»- 
est  nulle.  Il  en  serait  de  même  si  l'on  mettait  cosaa;  ou  cos3x  et  en 
général  cost\r  au  lieu  de  cosx,  i  étant  un  des  nombres  entiers  depuis  i> 
jusqu'à  l'infini.  Ainsi  l'intégrale  /  >f{x)cosia;dx  est  la  même  que 
l'intégrale 

/        [?(■*")  +  •\'iJ:)]cosixdj:     ou       /        F(x)cos(J-(/.r; 
on  reconnaîtra  aussi  que  l'intégrale  j      •\>(x)stnixdx  est  égale  à  l'in- 
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li'},'ralc  /       \-'(x)siTiix{ljr,  parce  que  l'intégrale 

/        ç(x)siii(.rrfjr 

est  nulle.  On  olitienl  par  là  l'équation  suivante,  <|ui  sert  à  développer 
une  function  quelconque  en  une  suite  forinée  de  sinus  et  de  cosinus 
il'iirrs  multiples  : 

\  rF(.r)=-    /  F(.r)(/j^  +  cosj- /  F{a;)cos:ct/x  +  cosax  /  F(x)c0S2 jrfj-  + 
•+-  sin.r  /  F(j-)  sinj-  rfjr  +  sinax  /  F{j-)  sin2J:dx  + 

23 'i. 

La  fonction  ¥{ar)  qui  entre  dans  celte  équation  est  représentée  par 
une  lifjne  F'F'FF,  d'une  forme  quelconque.  L'arc  F'F'FF,  qui  répond 
à  l'intervalle  de  —  -  ii  +  ir,  est  arbitraire;  toutes  les  autres  parties  de 
h  lijjne  sont  déterminées,  et  l'arc  F'F'FF  est  répété  dans  tous  les 
intervalles  consécutifs  dont  la  longueur  est  37:.  Nous  ferons  des  appli- 
cations fréquentes  de  ce  théorème  et  des  équations  précédentes  (m) 
H{„). 

Si  l'on  suppose  dans  l'équation  (/?)  que  ta  fonction  F(^)  est  repré- 
sentée, dans  l'intervalle  de  —  t:  à  +7:,  par  une  ligne  composée  de 
deux  arcs  égaux  symétriquement  placés,  tous  les  termes  qui  contien- 
nent les  sinus  s'évanouiront  et  l'on  trouvera  l'équation  [m).  Si,  au 
contraire,  la  ligne  qui  représente  la  fonction  donnée  F(.t)  est  formée 
de  deux  arcs  égaux  de  situation  opposée,  tous  les  termes  qui  ne  con- 
tiennent point  les  sinus  disparaissent  et  l'on  trouve  Téquation  («).  En 
assujettissant  la  fonction  F(.r)  à  d'autres  conditions,  on  trouverait 
d'autres  résultats. 

On  écrira  dans  l'équation  générale  (/>),  au  lieu  de  la  variable  a:.  In 
quantité  -^.  x  désignant  une  autre  variable,  et  2r  ta  longueur  de 
l'intervalle  dans  lequel  est  placé  l'arc  qui  représente  F{a');  celte  fonc- 
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lion  spra  ff-V)'  qu*  nous  désignerons  par /(a^).  Les  limites,  qui 
('lJMei)t  a:=  —T.etx  =  -x,  seront  fournies  parles  équations  -~  =  —t.. 
~  =  t:  ;  on  aura  donc,  apriîs  la  substilution, 

i  r/{.r)  =  L  f      /(^)dx  +  cos^  r/(jc)cos~dj^-t-cosi~    f/{x}cOS2-ytL- 

(  +sinî^y*/(x)sin^d'j-  +  siii2Î^j"/(.r)sin:..?^</.r- 

toutos  les  intégrales  doivent  être  prises,  comme  la  première,  de 
■T  =  ~  r  îi  X  =^-hr.  Si  l'on  fait  ia  même  substitution  dans  les  c(]ua- 
lions  (v)  et  ([x),  on  aura 

(N)  '-/{.r)=  f  /{x)<ix  +  œ&~  r  /{x)cos^dj;-tCOSi'^  f  /(j)cosa —  '/-■  +  . .. 


Dans  la  première  équation  (P),  les  intégrales  pourraient  être  prises 
depuis  X  =  o  jusqu'à  x  =  2r,  et,  en  représentant  par  X  l'Intervalle 
total  ar,  on  auni 

l^/W^^/   /{■^)dx  +  cos--^j  /(j-)cos^rfx  +  co32^y /(j-)cosa:''J-</.: 
f  -f-sin-^/    y(j-)  sin -r^rfj-t- sina-^  /    /(.r)  siiia ''^'it/.c 


^35. 

Il  résulte  de  tout  ce  qui  a  été  démontré  dans  cette  Section  concer- 
nant le  développement  des  fonctions  en  séries  trigonométriques  que, 
si  l'on  propose  une  fonction  /{x]  dont  la  valeur  est  représentée,  dans 
un  intervalle  déterminé,  depuis  .r  =  o  jusqu'à  x  =.  X,  par  l'ordonnée 
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(l'une  ligne  courhe  tracée  arbitrairement,  on  pourra  toujours  di've- 
lopper  cette  fonction  en  une  série  qui  ne  contiendra  que  les  sinus  ou 
les  rosinus,  ou  les  sinus  et  cosinus  des  arcs  multiples,  ou  les  seuls 
f-osinus  des  multiples  impairs.  On  emploiera,  pour  connaitre  les 
termes  de  ces  séries,  les  équations  (M),  (N),  (P). 

On  ne  peut  résoudre  entièrement  les  questions  fondamentales  de  la 
théorie  de  la  chaleur,  sans  réduire  à  cette  forme  les  fonctions  qui 
représentent  l'état  initial  des  températures. 

t:es  séries  trigonométriques,  ordonnées  selon  les  cosinus  ou  les 
sinus  des  multiples  de  l'arc,  appartiennent  à  l'analvse  élémentaire 
comme  les  séries  dont  les  termes  contiennent  les  puissances  succes- 
sives de  la  variable.  Les  coefRcients  des  séries  trigonométriques  sont 
des  aires  définies,  et  ceux  des  séries  de  puissances  sont  des  fonctions 
données  par  la  dilTérentiation,  et  dans  lesquelles  on  attribue  aussi  à  la 
variable  une  valeur  définie.  Nous  aurions  à  ajouter  plusieurs  remarques 
concernant  l'usage  et  les  propriétés  des  séries  trigonométriques;  nous 
nous  bornerons  à  énoncer  brièvement  celles  qui  ont  un  rapport  plus 
direct  avec  la  théorie  dont  nous  nous  occupons. 

i"  Les  séries  ordonnées  selon  les  cosinus  ou  les  sinus  des  arcs  mul- 
tiples sont  toujours  convergentes,  c'est-à-dire  qu'en  donnant  à  la  va- 
riable une  valeur  quelconque  non  imaginaire,  la  somme  des  termes 
converge  de  plus  en  plus  vers  une  seule  limite  fixe,  qui  est  la  valeur 
de  la  fonction  développée; 

2"  Si  l'on  a  l'expression  de  la  fonction  y"(r)  qui  répond  à  uuc  série 
ilonnée 

(7  +  icos.r  -i-ccoscu-  h-  rfcos3x  +  ecos4  J-t-, , ., 

et  celle  d'une  autre  fonction  9(<r),  dont  le  développement  donné  est 

a  -4-  |3cosx  + J'Cosax-^5cos3x  +  i  cos'i^  -h.  . ., 

il  csl  facile  de  trouver  en  termes  réels  la  somme  de  la  série  composée 

ax-h  bp-i-c-/-i-d6-\-  et-\-. .., 
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et,  plus  généralement,  celle  de  la  série  (  '  ) 

ns(  +  ô[3cosx+  070052^+  dà  cosix  -t-  et  cos^x  + . . ., 

que  l'on  forme  en  comparant  terme  à  terme  les  deux  séries  données. 
Cette  remarque  s'applique  h  un  nombre  quelconque  de  séries. 

3"  La  série  {p)  (art.  233)  qui  donne  le  développement  d'une  fonc- 
tion T{x;)  en  une  suite  de  sinus  et  de  cosinus  d'arcs  multiples  peut 
être  mise  sous  cette  forme 


r.¥(x)=ijF(.cc)ù 


cosx  /  F(a)  cosadx  +  0033^  /  F(a)cosawrfot 
sin.r  /  F  (a)  sînec  rfa  +  sin  a  j^  i  F(a)sin 


2xdx  +  ... 


«  étant  une  nouvelle  variable  qui  disparait  après  les  intégrations.  On  a 
donc 


t:F(x)=  f      f{a)dixi    2 


;  +  cosxcosa-i-  cosa^r  cosase  -i- cosSxcosSx -t 
-  sin.r5in  a  +  sinaxsinQix  +  sina^sinSsc-f 


F(j-)=  -   /        F(a)(/o(l  -  +  cos(a!  —  a)  ■+-  cos2(j  — a)  -1-  cos3(^  —  <x)+...    . 

Donc,  en  désignant  par 

2cos((vr  —  a) 

la  somme  de  la  série  précédente,  prise  depuis  i  =  t  jusqu'à  /  =  «>,  on 


('  )  Si  l'on  se  propose,  en  elTel,  de  calculer  l'intégrale 


on  trouvera  aisément,  on  remplaçant /(j:)  et  f(j:-t-/i)  par  leurs  développemenis,  Tex 
pression 

ni  -!-  -  bpeos/i  ■+■  -cy  cosa/i  -h.  .., 

ce  qui  équivaut  au  résultat  énoncé  par  Fourier.  U.  D. 

F.  3o 
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I  1') 


¥l.r)-^   '-jV(si)dx\^ 


L'expression  — h  »  c«si(x  —  st)  représente  une  fonction  de  x  et  de  a, 

telle  que,  si  on  la  multiplie  par  une  fonction  quelconque  K(a)  et  si, 
après  avoir  écrit  (h,  on  intègre  entre  les  limilos  a  =  —  -  et  «  —  -n,  on 
aura  clian^é  la  fonction  proposée  F(a)  en  une  pareille  fonction  de  .r, 
multipliée  par  la  demi-circonférence -n.  On  verra,  par  la  suilc,  quelle 

est  la  nature  de  ces  quantités,  telles  que  ~  -+■  ^cosi{.r  —  «),  qui  jouis- 
sent (le  la  propriété  que  l'on  vient  d'énoncer. 

/)"  Si,  dans  les  équations  (M).  (N)  et  (P)  (art.  234)  qui,  étantdivi- 
sées  parr,  donnent  le  développement  d'une  fonction  /(-r),  on  suppose 
que  l'intervalle  r  devient  infiniment  grand,  chaque  terme  de  la  série 
est  un  élément  infiniment  petit  d'une  intégrale;  la  somme  de  la  série 
est  alors  représentée  par  une  intégrale  définie.  Lorsque  les  corps  ont 
des  dimensions  déterminées,  les  fonctions  arbitraires  qui  représentent 
les  températures  initiales  et  qui  entrent  dans  les  intégrales  des  équa- 
tions aux  dilTércnces  partielles  doivent  être  développées  en  séries  ana- 
logues à  celles  des  équations  (M),  (N),  (P);  mais  ces  mêmes  fonctions 
prennent  la  forme  des  intégrales  définies  lorsque  les  dimensions  des 

*  (')  riii9  cxactoiDonl.  F(.r)  osl  la  limite  do  l'expreasion 


j    /F(.)rf>K]co.,(x-^l*i 


lorsque  /)  fiiij>n)ctilc  iiidcrinimoiit.  La  série 

'^  -!-COs(.r--i)-t-coaj(,j-  — ï)-(-... 
ayant  «ne  somme  inJélorminée,  on  ne  peut  aliachcr  aucun  sens  à  l'expression 


■i-^eos/Cj:-:.! 
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corps  ne  sont  point  déterminées,  comme  on  rexpli(|uera  dans  la  suite 
de  cet  Ouvrage,  en  traitant  de  la  diffusion  libre  de  la  chaleur. 


SECTION    VII. 

•l'UCATION   A   L*   (JUE9TC0S    ACTUELLE. 


Nous  pouvons  maintenant  résoudre  d'une  manière  générale  la  ques- 
tion de  la  propagation  de  la  chaleur  dans  une  lame  rectangulaire  BAC 
dont  la  base  A  [fig.  7  his)  est  constamment  échauffée,  pendant  que 
SOS  de«\  arêtes  infinies  B  et  C  sont  retenues  à  la  température  <>. 


Supposons  que  la  température  initiale  de  tous  les  points  de  la  table 
BAC  soit  nulle,  mais  que  celle  de  chaque  point  m  de  l'arête  A  soit  con- 
servée par  une  cause  extérieure  quelconque,  et  que  cette  valeur  fixe 
soit  une  fonction  /{x)  de  la  distance  du  point  m  à  l'extrémité  0  de 
l'arête  A,  dont  la  longueur  totale  est  r;  soit  c  la  température  con- 
stante du  point  M  dont  les  coordonnées  sont_y  ei  x\  il  s'agit  de  déter- 
miner c  en  fonction  de  y  et  oc,  La  valeur 


satisfait  à  l'équation 
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a  et  m  sont  des  quantités  quelconques.  Si  l'on  prend  m  =  i-_,  et  que 
(  soit  un  nombre  entier,  lu  valeur  ae  '~sini—  deviendra  nulle 
lorsque  x  sera  égal  à  zéro  ou  à  r,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  valeur 
de  y.  On  pourra  donc  prendre,  pour  une  valeur  plus  générale  de  v, 

- -^   .     JT.c  -*^J-   ■       lîJ'  -'^   .    ^tj: 

i-.r  a.e     "^  sin \-a.e       "^  sina h  a,  e       "^  sin3 —  -V- 

r  r  r 

Si  l'on  suppose  V  nulle,  la  valeur  de  v  sera,  d'après  l'Iiypothèse,  égale 
à  la  fonction  connue  f{x).  On  aura  donc 

On  délerniinera  les  coeflîctents  a,,  a^,  a^  a^,  a^,  ...  au  moyen  de 
l'équation  (M)  et,  en  les  substituant  dans  la  valeur  de  c,  on  aura 

I  V    ■    itJ:   /■'',.    .    .    T.x  ,  -»^    .       Tr.r   /",,    ,    ,       ttj-   , 

-rv^e    "^  sin —  (    /(x)sin- — ax-hc      '  sina —  (/{j-fsina  —  dx 

+  e      *"  sin3 —  /  /{j;)8in3  —  rfx-h.,.. 


En  supposant  dans  l'équation  précédente  rrsn,  on  aura  la  même 
solution  sous  une  forme  plus  simple,  savoir 

I  -Ttt'^e-ysinx  1     f{x)  %\ajr  dx  +  e-*y  siaix  j  /(a:)s\n2j:dx 
(a)  .  ^  •'•  -^ 

I  4-c-'ysîn3x  r/(j;)sin3j;rfj;+... 

OU 

-■nv=  I    /(3:)(/s((«-''sinJSin«  +  e-=J'sinaxsin3«-he-*^sin3j;sin3s(-h...); 

a  est  une  nouvelle  variable  qui  disparait  après  l'intégration.  Si  l'on 
détermine  la  somme  de  cette  série  et  si  l'on  en  fait  la  substitution  dans 
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la  dernière  équation,  on  aura  la  valeur  de  v  sous  une  forme  finie.  Le 
double  de  la  série  équivaut  à 

e-î"[cos(:r  —  a)  —  cos(:i:-*-  a)]  4-e-=J'[c0S2(x—  a)  —  cosa(jr-+-  «)] 

+  «-»)- [cos3(^-  x)  — cos3{x+3!)]4-...; 

désignant  par  P{y,p)  la  somme  de  la  série  infinie 

e-y  cosp  +  e~^y  cosnp  +  e-*''cos3/3  +  , . ., 

on  en  conclura 

On  a 

-i-  e-(y-p^)  -i-  e-^y-P'f^)  +e"»(>'-Pv'^)+... 

I  —  e-ir-^"^-')        i  —  ^-(y-PV^) 

OU 

cosp  —  e-y 


FC/.P) 


"  ey—icosp  +  «"' 


_  r"^,        .   r       cos{^ -- ot)  ^  e-y cos(x  +  a)-e-y       1 

'^''"J^    -'^"^    '^[eJ  — acosCx— ot)  +  e-^       «'_  a  cos(jr  +  «)  +  e  r  J 

OU 

r"  (  2(er  — e-y)sina^sing  ) 

OU,  en  décomposant  le  coefficient  en  deux  fractions, 
(ey-e^  r\      l 1 _J 1 

3  J     ■"■    'l^e»"— acos(jr  — a)-f-e-J'       ey  —  i  co&(x  +  a) -h  e^y  ] 

Cette  équation  contient,  sous  la  forme  finie  et  en  termes  réels,  l'inté- 
grale de  l'équation 
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appliquée  à  la  (fuestion  tlu  mouvement  uniforme  de  la  clialeur  dans  un 
solide  rectangulaire  exposé  par  sa  liaso  à  Taetion  constante  d'un  seul 
foyer. 

Il  est  facile  de  reconnaître  les  rapports  de  celle  intégrale  avec  l'iii- 
tégralo  générale,  qui  a  deux  fonctions  arbitraires;  ces  fonctions  se 
trouvent  déterminées  par  la  nature  même  de  la  question,  et  il  ne  reste 
d'arhitraire  que  la  fonction /(a,,  considérée  entre  les  limites  a  =  o  et 
«  =  ~.  L'équation  (ai  représente,  sous  une  forme  simple,  propre  aux 
applications  numériques,  cette  même  valeur  de  i-  réduite  en  une  série 
convergente. 

Si  l'on  voulait  déterminer  la  quantité  de  clialeur  que  le  solide  con- 
tient lorsqu'il  est  parvenu  à  son  état  permanent,  on  prendrait  l'inté- 
grale fdj:  fvdy  depuis  x  =  o  jusqu'à  .r  =  t:  et  depuis  ,v  =  o  jusqu'à 
v  =  3c;  le  résultat  serait  proportionnel  à  la  quantité  clierchée.  lîln  géné- 
ral, il  n'y  a  aucune  propriété  du  mouvement  uniforme  de  la  chaleur 
dans  une  lame  rectangulaire  qui  ne  soit  exactement  représentée  par 
cette  solution.  Nous  envisagerons  maintenant  les  questions  de  ce  genre 
sous  un  autre  point  de  vue,  et  nous  déterminerons  le  mouvement  varié 
de  la  chaleur  dans  les  différents  corps. 
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I)L-  MOUVEMENT  LINÉAIRE  ET  V.ARIE  DE  LA  CHALEUR  DANS  UNE  ARMILLE. 


SECTION    I. 

SOLUTION    C.£n£!14LB    DE   LA  Ql-ESTIO:«. 


L'équation  qui  exprime  le  mouvement  de  la  chaleur  dans  une  nr- 
mille  a  été  rapportée  dans  l'article  105  ;  elle  est 

'    '  àt  —  CD  d.r*       CDS''" 

Il  s'agil  maintenant  d'intégrer  cette  équation;  on  écrira  seulement 

ai'       ,d'v       , 
dt  ()j-'  ' 

lu  valeur  de  k  représentera  p|r,  colle  de  h  sera  t^w^',  -io  désigne  la  lou- 
giieur  de  l'arc  compris  entre  un  point  m  de  l'anneau  et  l'origine  o; 
('  est  la  température  que  l'on  observerait  en  ce  point  m  après  un 
temps  donné  /.  On  supposera  d'abord  v  =  e~'"u,  u  étant  une  nouvelle 
indéterminée;  on  en  tirera 

or  cette  dernière  équation  convient  au  cas  où  l'irradiation  serait  nulle 
à  la  surface,  puisqu'on  la  déduirait  de  la  précédente  on  y  faisant/*  —  o: 
on  conclut  de  là  que  les  différents  points  de  l'anneau  se  refroidis- 
sent successivement,  par  l'action  du  milieu,  sans  que  cette  circon- 
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stancc  trouble  en  aucune  manière  la  loi  de  la  distribution  de  la  cha- 
leur. En  cfTet,  en  intégrant  l'équation 

du    _,  tà'ii 

on  trouverait  les  valeurs  de  u  qui  répondent  aux  différents  points  de 
l'anneau  dans  un  même  instant,  et  Ton  connaîtrait  quel  serait  l'état 
du  solide  si  la  chaleur  s'y  propageait  sans  qu'ihy  eut  aucune  déperdi- 
tion à  la  surface;  pour  déterminer  ensuite  quel  aurait  été  l'état  du 
solide  au  même  instant  si  cette  déperdition  eût  eu  lieu,  il  suflirait  de 
multiplier  toutes  les  valeurs  de  »,  prises  pour  les  divers  points  et  pour 
un  même  instant,  par  une  même  fraction  qui  est  e'"'.  Ainsi  le  refroi- 
dissement qui  s'opi-re  à  la  surface  ne  change  point  la  loi  de  la  distribu- 
tion de  la  chaleur;  il  en  résulte  seulement  que  la  température  de 
chaque  point  est  moindre  qu'elle  n'eût  été  sans  cette  circonstance;  et 
elle  diminue,  pour  cette  cause,  proportionnellement  aux  puissances 
successives  de  la  fraction  e'"". 

239. 

La  question  étant  réduite  à  intégrer  l'équation 

on  cherchera,  en  premier  lieu,  les  valeurs  particulières  les  plus  simples 
que  l'on  puisse  attribuer  à  la  variable  u;  on  en  composera  ensuite  une 
valeur  générale,  et  l'on  démontrera  que  cette  valeur  est  aussi  étendue 
que  l'intégrale,  qui  contient  une  fonction  arbitraire  en  x,  ou  plutôt 
qu'elle  est  cette  intégrale  elle-même,  mise  sous  la  forme  qu'exige  la 
question,  en  sorte  qu'il  ne  peut  y  avoir  aucune  solution  différente. 

On  remarquera  d'abord  que  l'équation  est  satisfaite  si  l'on  donne 
à  u  la  valeur  particulière  ae"'s\nnx,  m  et  n  étant  assujettis  à  la  con- 
dition m=— *tn'.  On  prendra  donc  pour  une  valeur  particulière 
de  u  la  fonction 
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Pour  que  cette  valeur  de  u  convienne  à  la  question,  il  faut  qu'elle  ne 
change  point  lorsque  la  distance  ce  est  augmentée  de  la  quantité  27ir, 
rdésignant  le  rayon  moyen  de  l'anneau.  Donc  aoTcr  doit  être  un  mul- 
tiple (  de  la  circonférence  ai:,  ce  qui  donne  n  =  -■  On  peut  prendre 
pour  l'un  nombre  entier  quelconque  ;  on  le  supposera  toujours  positif 
parce  que,  s'il  était  négatif,  il  suffirait  de  changer  dans  la  valeur 
ag-im'c  gj„  „^  [g  signe  du  coellicient  a.  Cette  valeur  particulière 


ne  pourrait  satisfaire  à  la  question  proposée  qu'autant  qu'elle  repré- 
senterait l'état  initial  du  solide.  Or,  en  faisant  ;  =  o,  on  trouve 


supposons  donc  que  les  valeurs  initiales  de  u  soient  exprimées  en  eflet 
par  a  sin-.  c'est-à-dire  que  les  températures  primitives  des  différents 
points  soient  proportionnelles  aux  sinus  des  angles  compris  entre  les 
rayons  qui  passent  par  ces  points  et  celui  qui  passe  par  l'origine;  le 
mouvement  de  la  chaleur  dans  l'intérieur  de  l'anneau  sera  exactement 
représenté  par  l'équation 

u-=ae  '"sin  —  i 

et,  si  l'on  a  égard  à  la  déperdition  de  la  chaleur  par  la  surface,  on 
trouvera 

c^zroe   ^      "^  '  sin  — ■ 

Dans  te  cas  dont  il  s'agit,  qui  est  le  plus  simple  de  tous  ceux  que  l'on, 
puisse  concevoir,  les  températures  variables  conservent  leurs  rapports 
primitifs,  et  celle  d'un  point  quelconque  diminue  comme  les  puis- 
sances successives  d'une  fraction,  qui  est  la  même  pour  tous  les 
points. 
On  remarquera  les  mêmes  propriétés  si  l'on  suppose  que  les  tempé- 
F.  3i 
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ratures  initiâtes  sont  proportionnelles  au  sinus  du  double  de  l'arc  -; 

et  cela  a  lieu,  eo  général,  lorsque  les  températures  données  sont  repré- 

-sentées  par  a  sin  —  •  i  étant  un  nombre  entier  quelconque. 

On  arrivera  aux  mêmes  conséquences  en  prenant,  pour  valeur  parti- 
culière de  u,  la  quantité  air*"'' cosnx;  on  a  aussi   3mtr=  aii:  et 

/i  =  -;  donc  l'équation 


exprimera  le  mouvement  de  la  chaleur  dans  l'intérieur  de  l'anneau, 
si  les  températures  initiales  sont  représentées  par  a  cos  — • 

Dans  tous  ces  cas,  où  les  températures  données  sont  proportion- 
nelles aux  sinus  ou  aux  cosinus  d'un  multiple  de  l'arc  ->  tes  rapports 

établis  entre  ces  températures  subsistent  conliniiellement  pendant  la, 
durée  infinie  du  l'efroidisscment.  Il  en  serait  de  même  si  les  tempéra- 
tures initiales  étaient  représentées  par  la  fonction  asin—  -+■  ôcos  — . 
l'étant  un  nombre  entier,  a  et  é  des  coefficients  quelconques. 

■240. 

Venons  maintenant  au  cas  général,  dans  lequel  les  températures 
initiales  n'ont  point  les  rapports  que  l'on  vient  de  supposer,  mais  sont 
représentées  par  une  fonction  quelconque  ^{x).  Donnons  à  cette  fonc- 
tion laforme^l  ■^  ji  en  sorte  qu'on  aitF(x)  =  of- j»  et  concevons  que 
la  l'onction  7  {  -;  )  est  décomposée  en  une  série  de  sinus  ou  de  cosinus 
d'arcs  multiples  affectés  de  coefficients  convenables.  On  posera  l'é- 
quation 

L  (f  (  —  I  :^ff|,sino 1-  AiSin  I  — 1-  «iSina  — h, , . 

(0  l  ^  ^ 

1  -+-iocoso-  +fc|COSi  —^  -h  6,  cos  a-  -t- 
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âU 


Les  nombres  «a»  (^x  «^^  -■  ■;  ^«i  ^i<  K^  •••  sont  regardés  comme  con- 
nus et  calculés  d'avance.  Il  est  visible  que  la  valeur  do  u  sera  alors 
représentée  par  l'équation 


En  eiïet  : 

i"  Cette  valeur  de  u  satisfera  à  l'équation 


parce  qu'elle  est  la  somme  de  plusieurs  valeurs  particulières; 

2°  Elle  ne  changera  point  lorsqu'on  augmentera  la  distance  x  d'un 
multiple  quelconque  de  la  ctrconférence  de  l'anneau; 

'V  Elle  satisfera  à  l'état  initial,  parce  que,  en  faisant  /  =  o,  on  trou- 
vera l'équation  (e). 

Donc  toutes  les  conditions  de  la  question  seront  remplies;  et  il  ne 
restera  plus  qu'à  multiplier  par  e-'"  cette  valeur  de  u. 

241. 

A  mesure  que  le  temps /augmente,  chacun  des  termes  qui  composent 
la  valeur  de  u  devient  de  plus  en  plus  petit;  le  système  des  tempéra- 
tures tend  donc  continuellement  à  se  confondre  avec  l'état,  régulier  et 
constant,  dans  lequel  la  différence  de  la  température  u  à  la  constante  b„ 
est  représentée  par 

Ainsi  les  valeurs  particulières  que  nous  avons  considérées  précédem- 
ment, et  dont  nous  composons  la  valeur  générale,  tirent  leur  origine  dt; 
la  question  elle-même.  Chacune  d'elles  représente  un  étal  élémentaire 
<|ui  peut  subsister  de  lui-même  dès  qu'on  le  suppose  formé;  ces  va- 
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leurs  ont  une  relation  naturelle  ef  nécessaire  avec  les  propriétés  pby- 
siques  de  la  chaleur  (' ). 

Pour  déterminer  les  coefficients  do,  a,,  a,,  a ;è„  6,,  6„  6, 

on  emploiera  l'équation  (II)  (art.  234),  qui  a  été  démontrée  dans  ta 
dernière  Section  du  Chapitre  précédent. 

L'abscisse  totale  désignée  par  X  dans  cette  équation  sera  an  r,  x  sera 
l'abscisse  variable  et  /{x)  représentera  l'état  initial  de  l'anneau  ;  les  . 
intégrales  seront  prises  depuis  x  =  o  jusqu'à  a:=  airr;  on  aura  donc 

j  C09^   lcOSj/(x)dx  +  COS'i^    CzOSi-/(j:)dj!+.. 

\  sin  ~  I  sin  -/{x)dx-^  sina  —  /  sin  2-/(x)  dx  +. . 

Connaissant  ainsi  les  valeurs  dea„  a,,  a^,  a ;  6„  b,,  b,,  b„  ....  on 

les  substituera  dans  l'équalion  et  l'on  aura  l'équation  suivante,  qui 
contient  la  solution  complète  de  la  question  : 


[sin  -  /  sin  —/(x)dj 

LA'-'--  "Jr  : 


sina  —  /  sina  —f{x)dx 
cosa-  f  cos2-/(x)dx 


Toutes  les  intégrales  doivent  être  prises  depuis  ;r^o  jusqu'à  07=  2Ttr. 
Le  premier  terme  — ^  /  f{x)dx,  qui  sert  à  former  la  valeur  de  c,  est 
évidemment  la  température  moyenne  initiale,  c'est-à-dire  celle  qu'au- 
rait  chaque  point  si  toute  la  chaleur  initiale  était  également  répartie 
entre  tous  les  points. 

242. 

On  peut  appliquer  l'équation  précédente  (E),  quelle. que  soit  la 
forme  de  la  fonction  donnée  f{x).  Nous  considérerons  deux  cas  parti- 
culiers, savoir  :  i°  celui  qui  a  lieu  lorsque,  l'anneau  ayant  été  élevé 
par  l'action  d'un  foyer  à  des  températures  permanentes,  on  supprime 

(1)  FiHF,  pour  plus  de  netleté,  les  développements  donnés  à  celte  idée  â  la  lin  de  l'ar- 
ticle 246.  G.  D. 
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tout  à  coup  le  foyer;  2"  le  cas  où  la  moitié  de  l'anneau,  échaufTée  égu- 
lenient  dans  tous  ses  points,  serait  réunie  subitement  à  l'autre  moitié. 
qui  aurait  dans  toutes  ses  parties  la  température  initiale  o. 

On  a  vu  précédemment  (art.  106)  que  les  températures  permanentes 
de  l'anneau  sont  exprimées  par  l'équation 

et  la  quantité  a  a  pour  valeur  e  "^j  /  est  le  contour  de  ta  section 
génératrice  et  S  la  surface  de  cette  section.  Si  l'on  suppose  qu'il  y  ail 
un  seul  foyer,  il  sera  nécessaire  que  l'on  ait  l'équation  j-;  =  o  au 
point  opposé  à  celui  qui  est  occupé  par  le  foyer.  La  condition 

sera  donc  satisfaite  en  ce  point.  Regardons,  pour  plus  de  facilité  dans 
le  calcul,  la  fraction  -^  comme  égale  à  l'unité,  el  prenons  le  rayon  r 
de  l'anneau  pour  le  rayon  des  Tables  tngonométriques;  on  aura 

.'  =  ae'  -t-  6e-'  ; 
donc  l'état  initial  de  Tanneau  est  représenté  par  l'équation 

Il  ne  reste  plus  qu'à  appliquer  l'équation  générale  (K)  et,  en  dé!>i' 
gnant  parM  (')  lacbaleur  (']  moyenne  initiale,  on  aura 


COSiJ^ 


Cette  équation  exprime  l'état  variable  d'uti  anneau  solide  qui,  ayant 


{')  Ed  faisant  les  calculs  supprimas  par  Fourier,  oa  Irouve  que  la  valeur  de  M  esl  liée 
â  celle  de  la  constante  b  par  la  relation 


(*)  Ici  et  dans  quelques  autres  passages,  Pourier  emploie  le  mot  chaleur  pour  indique 
la  température.  G-  D- 
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été  échauiïé  par  un  do  ses  points  et  élevé  à  des  températures  station- 
naires.  se  refroidit  dans  l'air  après  la  suppression  du  foyer. 

243. 

Pour  faire  une  seconde  application  de  l'équation  générale  (E),  nous 
supposerons  que  la  chaleur  initiale  est  tellement  distribuée  qu'une 
moitié  Je  l'anneau,  comprise  depuis  a^  =  o  jusqu'à  ^  =:';:,  a,  dans  tous 
SCS  points,  la  température  i  et  que  l'autre  partie  a  la  température  a.  Il 
s'a{2;it  de  déterminer  l'état  de  l'anneau  après  un  temps  écoulé  /. 

La  fonction  /(^)  qui  représente  l'état  initial  est  telle,  dans  ce  cas, 
que  sa  valeur  est  i  toutes  les  fois  que  la  variable  est  comprise  entre  o 
et  7c.  Il  en  résulte  que  l'on  doit  supposer 

et  ne  prendre  les  intégrales  que  depuis  o;  =  o  jusqu'à  j:  =  t:;  les  autres 
parties  des  intégrales  sont  nulles  d'après  l'hypotUèse.  On  obtiendra 
d'abord  l'équation  suivante  qui  donne  te  développement  de  la  fonction 
proposée,  dont  la  valeur  est  i  depuis  {r  =  o  jusqu'à  cr  =  tc,  et  nulle 
depuis  œ  =  Tz  jusqu'à  x  =  air, 

f(x)  —  -  +  -  I  sin  j'  +  s  sin3.r+  psin5j+  -sin;^--!-. . .  J. 

Si  maintenant  on  substitue  dans  l'équation  générale  les  valeurs  qu'on 
vient  de  trouver  pour  les  coefficients  constants,  on  aura  l'équation 


qui  exprime  la  loi  suivant  laquelle  varie  la  température  à  cbaque  point 
de  l'anneau,  et  fait  connaître  son  état  après  un  temps  donné. 

Nous  nous  bornerons  aux  deux  applications  précédentes  et  nous 
ajouterons  seulement  quelques  observations  sur  la  solution  générale 
exprimée  parTéqualion  (Ë). 
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244. 
i"  Si  l'on  suppose  k  intîni,  l'état  de  t'anncau  sera  exprimé  ainsi 

ou,  en  désignant  par  M  la  température  moyenne  initiale, 


La  température  d'un  point  quelconque  deviendra  subitement  égale  à 
la  température  moyenne  et  les  différents  points  conserveront  toujours 
des  températures  égales,  ce  qui  est  une  conséquence  nécessaire  de 
l'hypothèse  où  l'on  admet  une  conducibilité  infinie. 

3"  On  aura  le  même  résultat  si  le  rayon  r  de  l'anneau  est  infmimenl 
petit. 

y  Pour  trouver  la  température  moyenne  de  l'anneau  après  un 
temps  t,  il  faut  prendre  l'intégrale  f  v  dx,  depuis  a;  =  o  jusqu'à 
ar=  2Trr,  et  diviser  par  2i:r.  En  intégrant  entre  ces  limiles  les  difTé- 
rentes  parties  de  la  valeur  de  ç  et  supposant  ensuite  x  =  2T.r,  on  trou- 
vera que  les  valeurs  totales  des  intégrales  sont  nulles,  excepté  pour  le 
premier  terme;  la  température  moyenne  a  donc  pour  valeur,  après  le 
temps  t,  la  quantité  Mc~^'.  Ainsi,  la  température  moyenne  de  l'anneau 
décroit  de  la  même  manière  que  si  la  conducibilité  était  infinie;  les  va- 
riations occasionnées  par  la  propagation  de  la  chaleur  dans  ce  solide 
n'influent  point  sur  la  valeur  de  cette  température. 

Dans  les  trois  cas  que  nous  venons  de  considérer,  la  température  dé- 
croit proportionnellement  aux  puissances  de  la  fraction  e-^'  ou,  ce  qui 
est  la  même  chose,  à  l'ordonnée  d'une  courbe  logarithmique,  l'abscisse 
étant  égale  au  temps  écoulé.  Cette  loi  est  connue  depuis  longtemps; 
mais  il  faut  remarquer  qu'elle  n'a  lieu,  en  général,  que  si  les  corps 
ont  une  petite  dimension.  L'analyse  précédente  nous  apprend  que,  si 
le  diamètre  d'un  anneau  n'est  pas  très  petit,  te  refroidissement  d'un 
point  déterminé  ne  serait  pas  d'abord  assujetti  à  cette  loi;  il  n'en  est 
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pas  de  même  de  la  température  moyenne,  qui  décroît  toujours  propor- 
tionnellement aux  ordonnées  d'une  logarithmique.  Au  reste,  il  ne  faut 
point  perdre  de  vue  que  la  section  génératrice  de  l'armille  est  supposée 
avoir  des  dimensions  assez  petites  pour  que  les  points  de  la  même  sec- 
tion ne  différent  point  sensiblement  de  température. 

4°  Si  l'on  voulait  connaître  quelle  est  la  quantité  de  chaleur  qui 
s'échappe  dans  un  temps  donné  par  la  superficie  d'une  portion  donnée 
lie  l'anneau,  îl  faudrait  employer  l'intégrale  hli  dt  jvdx,  et  prendre 
cette  intégrale  entre  les  limites  qui  se  rapportent  au  temps.  Par 
exemple,  si  l'on  choisît  o,  an  pour  les  limites  de  or  et  o.  oo  pour  les 
limites  de  /.  c'est-à-dire  si  l'on  veut  déterminer  toute  la  quantité  de 
chaleur  qui  s'échappe  de  la  superficie  entière  pendant  toute  la  durée 
du  refroidissement,  on  doit  trouver,  après  les  intégrations,  un  résultat 
égal  à  toute  la  chaleur  initiale  ou  anrMCDS,  M  étant  la  température 
moyenne  initiale. 

5"  Si  l'on  veut  connaître  combien  il  s'écoule  de  chaleur  dans  un 
temps  donné,  à  travers  une  section  déterminée  de  l'anneau,  il  faudra 
employer  l'iotégrale  —  KS  /  -r-dt,  en  mettant  pour  -^  la  valeur  de 
cette  fonction,  prise  au  point  dont  il  s'agit. 

245. 

G"  La  chaleur  tend  à  se  distribuer  dans  l'anneau  suivant  une  loi  qui 
doit  être  remarquée.  Plus  le  temps  écoulé  augmente  et  plus  les  termes 
qui  composent  la  valeur  de  v  dans  l'équation  (E)  deviennent  petits  par 
rapport  à  ceux  qui  les  précèdent.  Il  y  a  donc  une  certaine  valeur  de  t 
pour  laquelle  le  mouvement  de  la  chaleur  commence  à  être  sensible- 
ment représenté  par  l'équation 


sî).-. 


Cette  même  relation  continue  à  subsister  pendant  la  durée  infinie  du 
refroidissement.  Si,  dans  cet  état,  on  choisit  deux  points  de  l'anneau 
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situés  aux  deux  extrémités  d'un  même  diamètre,  en  représentant  par 
X,  et  a-j  leurs  distances  respectives  à  l'origine,  par  c,  et  t-,  leurs  tem- 
pératures correspondantes  au  temps  ;,  on  aura 


4'-(--?" 


',  ^^  I  ij  +  I  n,  sin  -;7  -t-  ^1  cos  - 

',  =  I  ft„  +  1  rti  sin  ~  +  b,  cos  '- 


Les  sinus  des  arcs  —  et  —  ne  diflerent  que  par  le  signe,  et  il  en  est  de 
même  des  quantités  cos  -7  et  cos  -7  ;  donc 


Ainsi  la  demi-somme  des  températures  des  points  opposés  donne  une 
quantité  /»(,«**',  qui  serait  encore  la  même  si  l'on  avait  clioisi  deux 
points  situés  aux  extrémités  d'un  autre  diamètre.  Cette  quantité 
A.e-*'  est,  comme  on  l'a  vu  plus  haut,  la  valeur  de  la  tempéralurr 
moyenne  après  le  temps  l.  Donc  la  demi-somme  des  températures  des 
deux  points  opposés  quelconques  décroit  continuellement  avec  la  tem- 
pérature moyenne  de  l'anneau  et  en  représente  la  valeur  sans  erreur 
sensible,  après  que  le  refroidissement  a  duré  un  certain  temps.  Exami- 
nons plus  particulièrement  en  quoi  consiste  ce  dernier  état,  qui  est 
exprimé  par  l'équation 

,.=  [...  (.si„^.Mos?)rS].-.,. 

Si  l'on  cherche  d'abord  le  point  de  l'anneau  pour  lequel  on  a  la  con<li- 
tron 

rti  sin  —  -ht/,  ces  —  =  o 
ou 


on  voit  que  la  température  de  ce  point  est,  à  chaque  instant,  la  tempé- 
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nitiirc  Dioyeiiiii*  (le  l'anneau.  Il  en  est  de  même  du  point  diamétralf- 
mont  oppos)',  car  l'abscisse  -r  do  ce  dernier  poinl  satisferait  encore  ii 
réi|(utlinn  précéilenle 

-  —arc  lanfrl  —   -  )■ 

Désifînons  par  X  la  distance  à  laquelle  le  premier  de  ces  points  est 
placé,  ou  a 


et.  en  substituant  cette  valeur  de  b„ 


M-r 


-7)''^]' 


Si  l'on  prend  maintenant  pour  origine  des  abscisses  le  point  qui  ré- 
pondait à  l'abscisse  X,  et  que  l'on  désigne  par  «  la  nouvelle  abscisse 
r  —  X,  on  aura,  &  désignant  une  nouvelle  constante, 


A  l'origine,  où  l'abscisse  u  est  o,  et  au  point  opposé,  la  température  v 
est  toujours  égale  à  la  température  moyenne;  ces  deux  points  divisent 
la  circonTérencc  de  l'anneau  en  deux  parties  dont  l'étal  est  pareil, 
mais  de  signe  opposé.  Cbaque  point  de  l'une  de  ces  parties  a  une  tem- 
pérature qui  exciîde  ia  température  moyenne,  et  la  quantité  de  cet 
excès  est  proportionnelle  au  sinus  de  la  dislance  à  l'origine;  cbaque 
point  de  l'autre  partie  a  une  température  moindre  que  la  température 
moyenne,  et  la  dilTérence  est  ta  même  que  l'excès  dans  le  point  opposé. 
Cette  distribution  symétrique  de  la  cbalcur  subsiste  pendant  toute  la 
durée  du  rerroidissement.  Il  s'établit,  aux  deux  extrémités  de  la  moitié 
écbaufl'ée,  deux  flux  de  cbaleur  dirigés  vers  la  moitié  froide,  et  dont 
l'elFct  est  de  rapprocher  continuellement  l'une  et  l'autre  moitié  de 
l'armille  de  la  température  moyenne. 
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On  remarquera  inaintenanl  que,  dans  i'équation  générale  qui  donne 
la  valeur  de  c,  cliacun  des  termes  est  de  la  forme 


(  «,  sini—  4-  i(COSi'-  je 


on  |)ourra  donc  tirer,  par  rapport  à  chaque  terme,  des  conséquence; 
analogues  aux  précédentes.  En  efTet,  désignant  par  X  la  distance  pou 
laquelle  le  cuefficlent 

«,  sini—  +  6,cos(- 

est  nul,  on  aura  l'équation 


et  cette  substitution  donne,  pour  la  valeur  du  coefiicient, 

a  étant  une  constante.  Il  suit  de  là  que,  en  prenant  pour  l'origine  de: 
coordonnées  le  point  dont  l'abscisse  était  X,  et  désignant  par  u  l. 
nouvelle  abscisse  x  —  X,  on  aura,  pour  exprimer  les  changements  di 

cette  partie  de  la  valeur  de  c,  la  fonction  ae-'"sia  —  e     ''. 

Si  cette  même  partie  de  la  valeur  de  f  subsistait  seule,  en  sorte  qu' 
les  coefficients  de  tontes  les  autres  fussent  nuls,  l'état  de  l'anneau  se 
rail  représenté  par  la  fonction 


et  la  température  <le  chaque  point  serait  proporlionncUe  au  sinus  di 
multiple  I  de  la  distance  angulaire  de  ce  point  à  l'origine.  Cet  étal  es 
analogue  à  celui  que  nous  avons  décrit  précédemment;  11  en  diflere  ei 
ce  que  le  nombre  des  points  qui  ont  une  même  température  toujour 
égale  à  la  température  moyenne  de  l'anneau  n'est  pas  2  seulement 
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mais  osl  en  général  égal  à  21'.  Chacun  de  ces  points  ou  nœuds  sépare 
deux  portions  contiguës  de  l'anneau,  qui  sont  dans  un  état  semblable, 
mais  de  signe  opposé.  La  circonférence  se  trouve  ainsi  divisée  en  plu- 
sieurs parties  égales  dont  l'état  est  alternativement  positif  ou  négatif. 
Le  (lux  de  la  chaleur  est  le  plus  grand  possible  dans  les  nœuds;  il  se 
dirige  toujours  vers  la  portion  qui  e^t  dans  l'état  négatif  et  il  est  nul 
dans  le  point  qui  est  à  égale  distance  de  deux  nœuds  consécutifs.  Les 
rapports  qui  existent  alors  entre  les  températures  se  conservent  pen- 
dant toute  la  durée  du  refroidissement,  et  ces  températures  varient 
ensemble  très  rapidement,  proportionnellement  aux  puissances  succes- 
sives de  la  fraction 


Si  l'on  donne  successivement  à  /  les  valeurs  o,  1,  2,  3,  4 o" 

connaîtra  tous  les  états  réguliers  et  élémentaires  que  la  chaleur  peut 
affecter  pendant  qu'elle  se  propage  dans  un  anneau  solide.  Lorsqu'un 
de  ces  modes  simples  est  une  fois  établi,  il  se  conserve  de  lui-même  et 
les  rapports  qui  existaient  entre  les  températures  ne  changent  point; 
mais,  quels  que  soient  ces  rapports  primitifs  et  de  quelque  manière 
qne  l'anneau  ait  été  échauffé,  le  mouvement  de  la  chaleur  se  décom- 
pose de  lui-même  en  plusieurs  mouvements  simples,  pareils  à  ceux 
que  nous  venons  de  décrire,  et  qui  s'accomplissent  tous  a  la  fois  sans 
se  troubler.  Dans  chacun  de  ces  états,  la  température  est  proportion- 
nelle au  sinus  d'un  certain  multiple  de  la  distance  à  un  point  fixe.  La 
somme  de  toutes  ces  températures  partielles,  prises  pour  un  seul  point 
dans  un  même  instant,  est  la  température  actuelle  de  ce  point.  Or  les 
parties  qui  composent  cette  somme  décroissent  beaucoup  plus  rapide- 
ment les  unes  que  les  autres;  il  en  résulte  que  ces  états  élémentaires 
de  l'anneau,  qui  correspondent  aux  difTérentes  valeurs  de  i  et  dont  la 
superposition  détermine  le  mouvement  total  de  la  chaleur,  dispa- 
raissent en  quelque  sorte  les  uns  après  les  autres.  Ils  cessent  bientôt 
d'avoir  une  influence  sensible  sur  la  valeurde  la  température,  et  laissent 
subsister  seul  le  premier  d'entre  eux,  pour  lequel  la  valeur  de  i  est  la 
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moindre  de  toutes.  On  se  formera  de  cette  manière  une  idée  exacte  de 
la  loi  suivant  laquelle.  la  chaleur  se  distribue  dans  une  armille  et  se 
dissipe  par  sa  surface.  L'état  de  l'armille  devient  de  plus  en  plus  symé- 
trique; il  ne  tarde  pointa  se  confondre  avec  celui  vers  lequel  il  a  une 
tendance  naturelle,  et  qui  consiste  on  ce  que  les  températures  des  dlt- 
férenls  points  doivent  être  proportionnelles  aux  sinus  d'un  même  mul- 
tiple de  l'arc  qui  mesure  la  distance  à  l'origine.  La  disposition  initiale 
n'apporte  aucun  changement  à  ces  résultats. 

SECTION  H. 

DE    LA   COMVMCATION    DK   LA  CHALKUR   EKTHB   DES   MASSES   DISJOINTES. 


Nous  avons  maintenant  à  faire  remarquer  la  conformité  de  l'analyse 
précédente  avec  celle  que  l'on  doit  employer  pour  déterminer  les  lois 
de  la  propagation  de  la  chaleur  entre  des  masses  disjointes;  nous 
arriverons  ainsi  à  une  seconde  solution  de  la  question  du  mouvement 
de  la  chaleur  dans  une  armille.  La  comparaison  des  deux  résultats  fera 
connaître  les  véritnbles  fondements  de  la  méthode  que  nous  avons  sui- 
vie pour  intégrer  les  équations  de  la  propagation  de  la  chaleur  dans 
les  corps  continus.  Nous  examinerons  en  premier  lieu  un  cas  exlrè-" 
memcnt  simple,  qui  est  celui  de  la  communication  de  la  chaleur  entre 
deux  masses  égales. 

Supposons  que  deux  masses  cubiques  m  et  n,  d'égale  dimension  et 
de  même  matière,  soient  inégalement  échaufîées,  que  leurs  tempéra- 
tures respectives  soient  a  et  b,  et  qu'elles  soient  d'une  conducibilité 
infinie.  Si  l'on  mettait  ces  deux  corps  en  contact,  la  température 
deviendrait  subitement  égale  dans  l'une  et  l'autre  Si  la  température 
moyenne  ^  (<i  +  b).  Supposons  que  les  deux  masses  soient  séparées  par 
un  très  petit  intervalle,  qu'une  tranche  infiniment  petite  du  premier 
corps  s'en  détache  pour  se  joindre  au  second,  et  qu'elle  retourne  au 
premier  immédiatement  après  te  contact.  En  continuant  ainsi  de  se 
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porter  alternativement,  et  dans  des  temps  égaux  et  infiniment  petits, 
de  l'une  des  masses  à  l'autre,  la  tranche  interposée  fait  passer  succes- 
sivement la  chaleur  du  corps  le  pluséchaulfé  dans  celui  qui  l'est  moins; 
il  s'agit  de  déterminer  quelle  serait,  après  un  temps  donné,  la  tempé- 
rature de  chaque  corps,  s'ils  ne  perdaient  par  leur  surface  aucune  par- 
lie  de  la  chaleur  qu'ils  contiennent.  On  ne  suppose  point  que  la  trans- 
mission de  la  chaleur  dans  les  corps  solides  continus  s'opère  d'une 
manière  semblable  à  celle  que  l'on  vient  de  décrire;  on  veut  seule- 
ment déterminer  par  le  calcul  le  résultat  d'une  telle  hypothèse. 

Chacune  des  deux  masses  jouissant  d'une  conducibilité  parfaite,  lu 
i|uanlité  de  chaleur  contenue  dans  la  tranche  infiniment  petite  s'a- 
joute subitement  à  celle  du  corps  avec  lequel  elle  est  en  contact,  et  11 
en  résulte  une  température  commune,  égale  au  quotient  de  la  somme 
des  quantités  de  chaleur  par  la  somme  des  masses.  Soit  u  la  masse  de 
la  tranche  infiniment  petite  qui  se  sépare  du  corps  le  plus  échautTé, 
dont  la  température  est  a;  soient  a  et  ^  les  températures  variables  qui 
correspondent  au  temps  t,  et  qui  ont  pour  valeurs  initiales  a  et  A. 
Lorsque  la  tranche  (o  se  sépare  de  la  masse  m,  qui  devient  m  —  <a,  elle 
a,  comme  cette  masse,  la  température  a  et,  dès  qu'elle  louche  le  se- 
cond corps  affecté  de  la  température  ^,  elle  prend  en  même  temps  que 
lui  une  température  égale  à 


La  tranche  w,  retenant  cette  dernière  température,  retourne  au  pre- 
mier corps,  dont  la  masse  est  m  —  o)  et  la  température  a.  On  trouvera 
donc,  pour  la  température  de  ce  corps  après  le  second  contact. 


«(«.-.,)-+-'. 


Les  températures  variables  «  et  p  sont  donc  devenues,  après  l'in- 
stant <//, 
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on  trouve  ces  v<ileurs  en  supprimant  les  puissances  supérieures  de  w. 
On  a  aiusi 

la  niasse  qui  avait  la  température  initiale  ^  a  reçu,  dans  un  instant, 
une  quantité  de  chaleur  égale  a  md^  ou  (a  —  P)w,  laquelle  a  été  per- 
due dans  le  même  temps  par  la  première  masse.  On  voit  par  là  que  la 
quantité  de  chaleur  qui  passe  en  un  instant  du  corps  plus  échauffé 
dans  celui  qui  l'est  moins  est,  toutes  choses  d'ailleurs  égales,  propor- 
tionnelle à  la  diirérence  actuelle  des  températures  de  ces  deux  corp-^. 
Le  temps  étant  divisé  en  intervalles  égaux,  la  quantité  infiniment 
petite  o)  pourra  être  remplacée  par  Kdt.  K  étant  le  nomhre  des  unités 
de  masse  dont-Ia  somme  contient  o>  autant  de  fois  que  l'unité  de  temps 
contient  (//,  en  sorte  que  l'on  a  —  —  -j--  On  ohtient  ainsi  les  équations 

,/^  .^-  (a  -  ;3}  ^  fil,        d^  -  (^  ~  ?)  ^^  'It. 

218. 

Si  l'on  attribuait  une  plus  grande  valeur  au  volume  coqui  sert,  pour 
ainsi  dire,  à  puiser  la  chaleur  de  l'un  des  corps  pour  la  portci'  « 
l'autre,  la  transmission  serait  plus  prompte;  il  faudrait,  pour  exprimer 
cette  condition,  augmenter  dans  la  même  raison  la  valeur  de  K  qui 
entre  dans  les  équations.  On  pourrait  aussi  conserver  la  valeur  de  w 
el  supposer  que  cette  tranche  accomplit  dans  un  temps  donné  ui» 
plus  grand  nombre  d'oscillations,  ce  qui  serait  encore  indiqué  par 
une  plus  grande  valeurdeK.  Ainsi  ce  coefficient  représente  en  quelque 
sorte  la  vitesse  de  la  transmission,  ou  la  facilité  avec  laquelle  la  cha- 
leur passe  de  l'un  des  corps  dans  l'autre,  c'est-à-dire  leur  conducihiMté 
réciproque. 

Kn  ajoutant  les  deux  équations  précédentes,  on  a 

rfa  -t-  (/,3  =  o. 


DigJtJzcd  by 


Google 


^56  THÉOltlE  DE  LA  CHALEUR. 

ft,  si  l'on  retranclie  l'une  des  équations  de  l'autre,  on  a. 

ou,  en  faisant  a  —  ^  =  v, 

Inti'graiit  et  délerminanl  la  constante  par  la  condition  que  la  valeur 
initiale  soit  a  —  b,  on  a 

La  dilîérencc^  des  températures  diminue  donc  comme  l'ordonnée 
d'une  logarithmique,  ou  comme  tes  puissances  successives  de  la  frac- 
tion e    '".  On  a  pour  les  valeurs  de  a  et  p 

«.=  !(«  +  /,)  + l(„_i)e"'™',  ;3^i(a  +  A)-l(rt-fc)r'™'. 

250. 

On  suppose,  dans  le  cas  qui  précède,  que  la  masse  intiniment  pe* 
tite  bi  au  moyen  de  laquelle  s'opère  la  transmission  est  toujours  la 
même  partie  de  l'unité  de  masse  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  que  k- 
coefficient  K  qui  mesure  ta  conducibilité  réciproque  est  une  quantité 
constante.  Pour  rendre  la  recherche  dont  il  s'agit  plus  générale,  il 
faudrait  considérer  le  coefficient  K  comme  une  fonction  des  deux  tem- 
pératures actuelles  a  et  ^.  On  aurait  alors  les  deux  équations 

rfa -  _  (a  — 13)  -  dl,         dp=(:i  —  ^)-dl, 

dans  lesquelles  K  serait  égal  à  ta  fonction  de  a  et  ^,  que  nous  dési- 
gnons par  9(a,^].  11  sera  facile  de  connaître  la  loi  que  suivent  les 
températures  variables  a  et  ^  lorsqu'elles  approchent  extrêmement  de 
leur  dernier  état.  Soit  y  une  nouvelle  indéterminée,  égale  à  la  dilTé- 
rence  entre  a  et  la  dernière  valeur,  qui  est  ^{a  +  b)  ou  r.  Soit  =  une 
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seconde  indétcrniÎDéc.  égale  à  la  difTérence  c  —  ^.  On  substituera,  au 
lieu  de  a  et  p,  leurs  valeurs  c  —  y  el  c  —  z;  et,  comme  il  s'agit  de 
trouver  les  valeurs  de^'  et  de  s  lorsqu'on  les  suppose  très  petites,  on 
ne  doit  retenir  dans  les  résultats  des  substitutions  que  la  première 
puissance  dey  et  de  s.  On  trouvera  donc  les  deux  équations 

-tO-  =  — {;-/)!  ç(c— y,  c -=)(//. 

Hn  développant  les  quantités  qui  sont  sous  le  signe  9  et  omettant  ies 
puissances  supérieures  de  y  et  de  z,  on  trouvera 

<<r=(--v)^j<p(c,c)rf(,         dz  =  -(s-y)i.^^ic,c)dl. 

La  quantité  ^(c.c)  étant  constante,  il  s'ensuit  que  les  équations  pré- 
cédentes donneront,  pour  la  valeur  de  la  différence  s  —y,  un  résultat 
semblable  à  celui  que  l'on  a  trouvé  plus  haut  pour  la  valeur  de  a  —  ^. 

On  en  conclut  que,  si  le  coefTicient  K,  que  l'on  avait  d'abord  sup- 
posé constant,  était  représenté  par  une  fonction  quelconque  des  tem- 
pératures variables,  les  derniers  changements  qu'éprouvent  ces  tem- 
pératures, pendant  un  temps  infini,  seraient  encore  assujettis  ù  la 
même  loi  que  si  la  conducibilité  réciproque  était  constante. 

Il  s'agit  actuellement  de  déterminer  les  lois  de  la  propagation  de- 
là chaleur  dans  un  nombre  indéfini  de  masses  égales  qui  ont  actuel- 
lement des  températures  différentes. 

251. 
Un  suppose  que  des  masses  prismatiques,  en  nombre  n,  et  dont 
chacune  est  égale  à  m,  sont  rangées  sur  une  même  ligne  droite,  et 
affectées  de  températures  différentes  a,  b,  c,  d,  ...;  que  des  tranches 
inlîniment  petites,  qui  ont  chacune  la  masse  ta,  se  séparent  de  ces  dif- 
férents corps,  excepté  du  dernier,  et  se  portent  en  même  temps  du 
premier  au  second,  du  second  au  troisième,  du  troisième  au  quatrième, 
F.  33 
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ain^i  <le  suito;  que,  aussitôt  apriis  le  contact,  ces  mêmes  tranches 
retotirnent  aux  masses  dont  elles  s'étaient  séparées.  Ce  double  mou- 
vement ayant  lieu  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'instants  infiniment  pe- 
tits dt,  on  demande  à  quelle  loi  sont  assujettis  les  changements  de 
température. 

Soient  a,  3.7.0 p,  îles  températures  variables  qui  cor- 
respondent au  même  temps  t  et  qui  ont  succédé  aux  valeurs  ini- 
tiales a.  b.  c,  d Lorsque  les  tranches  tu  se  seront  séparées  des 

n  —  I  premières  masses  cl  mises  en  contact  avec  les  masses  voisines, 
il  est  aisé  de  voir  que  les  températures  seront  devenues 


OU,  en  supprimant  dans  la  dernière  les  puissances  supérieures  de  (o, 

a,      3  +  (3.^^)^_.       y  +  yp--/)'^^,      g'^(-^_5)£,      ....       ^  +  (p_,)^^. 

Lorsque  les  tranches  b>  seront  revenues  à  leurs  premières  places,  on 
trouvera  les  valeurs  des  nouvelles  températures  en  suivant  la  même 
règle,  qui  consiste  à  diviser  la  somme  des  quantités  de  chaleur  par  la 

,sommc  des  masses,  et  l'on  aura,  pour  les  valeurs  de  a,  p,  y,  0 

après  l'instant  dt, 

y-t-l^-y-r/-^''],^'     ■■■'      ^  +  ip-^)'^; 

le  coefficient  de  —  est  la  différence  de  deux  différences  consécutives 

prises  dans  la  suite  a,  ^,  y p,  7.  Quant  au  premier  et  au  dernier 

coefficient  de  — .  ils  peuvent  être  considérés  aussi  comme  des  diffé- 
rences du  second  ordre;  il  suffit  de  supposer  que  le  terme  a  est  pré- 
cédé d'un  ferme  égal  à  a,  et  que  le  terme  ?  est  suivi  d'un  terme  égal 
à  7.  On  aura  donc,  en  substituant  comme  précédemment  K</<  à  u,  les 
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équations  suivantes  : 


252. 
Pour  intégrer  ces  équations,  on  fera,  suivant  la  méthode  connue. 

/i,  a,,  a^,  a,,  . . .,  a„  étant  des  quantités  constantes  qu'il  faudra  déler- 
inlner.  Les  substitutions  étant  faites,  on  aura  les  équations  suivantes  : 


Si  l'un  regarde  a,  comme  une  quantité  connue,  on  trouvera  l'expres- 
sion de  a.j  en  ti,  et  h,  puis  celle  de  a,  en  a.^  et  A;  il  en  est  de  même  de 

toutes  les  autres  indéterminées  a,,  a, La  première  et-  la  dernière 

équation  peuvent  être  écrites  sous  cette  forme 

«,A^^[(«,-a,)-(«.-«.)]. 
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pourvti  que  l'on  retienne  ces  deux  conditions 


La  valeur  de  «j  contiendra  la  première  puissance  de  A;  la  valeur  de  «, 
contiendra  la  seconde  puissance  de  A,  ainsi  de  suite  jusqu'à  a„^,  qui 
contiendra  la  puissance  n'™' de  A.  Cela  posé.rt,^.,  devant  être  égala  a., 
on  aura,  pour  déterminer  h,  une  équation  du  n'''°"*  degré,  et  a,  demeu- 
rera indéterminé  ('). 

Il  suit  de  là  que  l'on  pourra  trouver  pour  A  un  nombre  n  de  valeur, 
et  que,  d'après  la  nature  des  équations  linéaires,  la  valeur  générale 
de  «  sera  composée  d'un  nombre  n  de  termes,  en  sorte  que  les  quan- 
tités a,  p.  Y,  ...  seront  déterminées  au  moyen  des  équations 


Les  valeurs  A.  A',  A',  ...  sont  en  nombre  n  et  égales  aux  n  racines  de 
l'équation  algébrique  du  n''™'  degré  en  A,  qui  a,  comme  on  le  verra 
plus  bas,  toutes  ses  racines  réelles.  Les  coefficients  de  la  première 
équation  a,,  a\,  a\,  a',  ...  sont  arbitraires;  quant  aux  coefTicients 
des  lignes  inférieures,  ils  sont  déterminés  par  un  nombre  n  de  systèmes 
d'équations  semblables  aux  équations  précédentes.  Il  s'agit  maintenant 
de  former  et  de  résoudre  ces  équations. 

253. 

Écrivant  la  lettre  q  au  lieu  de  -jt-i  on  aura  les  équations  sui- 

<  >  )  Il  importe  de  remarquer  que,  Loules  les  équalions  étant  homogènes  par  rapport  aux 
coofTicJenls  «/,  le  rapport  -^  sera  indépendant  de  «i  et,  par  con^uent,  l'équation  qui 
détermine  b  sera  toujours  la  même,  quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  i  ni-        G.  D. 
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=  a,(?  +  3)  — a,, 
=  a,(ç  +  a)  — «,. 


On  voit  que  ces  quantités  appartiennent  à  une  série  récurrente  dont 
réchelle  de  relation  a  les  deux  termes  (^  +  2)  et  —  i .  On  pourra  donc 
exprimer  le  terme  général  a„  par  l'équation 

a„=As'\nmu  +  Bsin(»i  —  i)it, 

eu  déterminant  convenablement  les  quantités  A,  B  et  u.  On  trouvera 

d'aburd  A  et  B  en  supposant  m  égal  à  o  et  ensuite  égal  à  1 ,  ce  qui 

donne 

o,=  a,  =  -BsînH,        fl,— Asinw 

et,  par  conséquent, 

a„=  -r-^[s\Rmu~s\n(m~i)ii]. 

En  substituant  ensuite  les  valeurs  de  a„,  a„_,,  a,„^t  dans  l'équation 
générale 

on  trouvera 

sinnt'a  =  {//  +  a)sin(m'~i)M  —  sin(«i'— -))"> 

«'désignant  m  —  ^. 
En  comparant  cette  équation  à  celle-ci  : 

sinm'«  =  ac09MSin(/n'— 1)«  —  sin(»i'—  a)«, 

qui  exprime  une  propriété  connue,  on  en  conclut 

9  +  3=:'iC0s«        OU        .7=;  — asinVw     ('); 
il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  la  valeur  de  l'arc  u. 

(■)  La  nolation  sînVu,  employée  ici  et  dans  la  Butte,  indique  le  sinus  verso  de  l'arc  n. 
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La  valeur  (j[éiiéraIo  de  a,„  élant 

on  aura,  pour  satisfaire  à  la  condition  a„^y  =  a„,  l'équation 


d'où  l'on  tire 


sinnii^o 


t:  étant  lu  demi-circonférence  et  i  un  nombre  entier  quelconque,  tel 

que  o,  t,  2,  3,  4 n  —  I.  On  en  peut  déduire  les  n  valeurs  de  q 

on  -^;  ainsi,  toutes  les  racines  de  l'équation  en  h,  qui  donnent  les 
valeurs  de  h,  h',  h',  h",  ...  sont  réelles,  négatives  et  fournies  par  les 
équations 

A  =  —  a  —  sîii  V  f  o  -  i, 


A' 


A<.-n,__,^,inv|^(„-,)^|. 

Supposons  donc  qu'on  ail  divisé  la  demi-circonférence  tz  en  un 
nombre  n  de  parties  égales,  et  que  l'on  prenne  pour  former  l'arc  u  un 
nombre  entier  <  de  ces  parties,  /étant  moindre  que  n;  on  satisfera  aux 
équations  difTérentielles  en  choisissant  pour  a,  une  quantité  ipiel- 
conque  et  faisant 
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Comme  il  y  a  itn  nombre  h  d'arcs  tliiTérents  qtic  l'on  pi'Ut  prentlrc 
pour  u.  savoir  o-.  i-i  2-1  ■■  -,  (n—  r)-.  il  y  a  aussi  un  nomliro  « 
lie  systèmes  de  valeurs  partie iilihres  pour  a,  |3,  y,  0,  . . .;  et  les  valeurs 
(générales  de  ces  variables  sont  les  sommes  des  valeui's  particti- 
liëi-Gs. 

On  voit  d'abord  que,  si  Tari;  u  est  nnl,  les  quantités  qui  multiplient 
a,  dans  les  valeurs  de  a,  ^,  y,  â, ...  deviennent  toutes  égales  à  l'unité: 
car  - — -^ a  pour  valeur  i  lorsque  l'arc  h  est  nul,  et  il  en  est  de 

5111»  •  ' 

même  des  quantités  qui  se  trouvent  dans  les  équations  suivantes.  On 
ronclut  de  là  qu'il  doit  entrer  dans  les  valeurs  générales  de  a,  p,  y, 

^ ïdes  termes  constants  qui  sont  égaux. 

De  plus,  en  ajoutant  toutes  les  valeurs  particulières  correspondantes 
de  «.  ^,  y,  ....  on  aura 


équation  dont  le  second  membre  se  réduit  à  o  toutes  les  fois  que 
l'arc  u  n'est  pas  nul;  tandis  que,  dans  ce  cas,  on  trouvera  n  pour  la 

valeur  de  — . On  a  donc,  en  général, 

«  +  ?  +  /  +  o +  ■■  —  «".: 

or,  les  valeurs  initiales  des  variables  étant  a.  b,  c,  d,  .. .,  il  est  néces- 
saire que  l'on  ait  no,  =  «  h-  A  h-  c  +  rf  -f-  .. .  ;  Il  en  résulte  que  le 
terme  constant  qui  doit  entrer  dans  cbacune  des  valeurs  générales  de 
5c,  p,  Y.  0,  ...,  ff  est 

J(„  + J  +  C-f-rf-H...), 

c'c8t-à-(llre  la  température  moyenne  entre  toutes  les  températures  ini- 
tiales. 

Quant  aux  valeurs  générales  de  «,  p,  *'.  . . .,  o-,  elles  sont  exprimées 
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s  équations  suivantes  : 

,    sinH'— sino«'    -t  = 


l{a+b-^c-i-...)  +  a,  -^    ■ 
«'  '        '  sin« 

sina»' — sinn 


sintii — sin« 


^  sin/i»'-siii(«-i)H'^-»^" 
'  sin«' 

sinnu'— sin(« — i)ii'    -•^" 


'/',  m",  ...  désignent  les  muldplesde  -- 


255. 


rdélerminer  les  coDsiantcs  a,,  b,,  c,,  d il  faut  considérer 

nitial  du  système.  En  eirct,  lorsque  le  temps  est  nul,  les  valeurs 
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de  a,  p.  Yt  S,  ...  doivent  être  égales  à  a,  b,  c,  d,  .. .;  on  aura  donc 
n  équations  semblables  pour  déterminer  les  n  constantes.  Les  quan- 
tités 

8in«  —  sinoi/,  sinaH  — sin«,  sinSH  — sina»*,  . . .,  sinnu  — sin(/i  —  i)tt 
peuvent  être  indiquées  de  celte  manière 

AsinoH,     dsinu,     Âsina»,     ...,     Asin(/i  — i)h; 

les  équations  propres  a  déterminer  les  constantes  sont,  en  représentant 
par  C  la  température  moyenne  initiale, 

_  Asinu  Asini/  Asinu' 

""  '    sinM  '     sinw'  '     sinM'  '" 

„  Asinau       ,   Asinaw'  Asin^u" 


Asin3H 


l^s  quantités  a,,  6,,  c,,  (^,,  ...  et  C  étant  déterminées  par  ces 
équations,  on  connaît  entièrement  les  valeurs  des  variables  a,  p.  y. 

S (T. 

On  peut  elfectuer,  en  général,  l'élimination  des  inconnues  dans 

ces  équations  et  déterminer  les  valeurs  des  quantités  a,,i|,c,,rf , 

même  lorsque  le  nombre  des  équations  est  inlini;  on  emploiera  ci- 
procédé  d'élimination  dans  les  articles  suivants. 

256. 

En  examinant  les-  équations  qui  donnent  les  valeurs  générales  des 

variables  a,  p,  y ^.  on  voit  que,  le  temps  venant  it  augmenter,  les 

termes  qui  se  succèdent  dans  la  valeur  de  chaque  variable  décroissent 
très  Inégalement;  car,  les  valeurs  deo,  u',  u",  u",  ...  étant 
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Ips  roplticients  sinVu,  sinVu',  sinVu",  sinVu",  .. .  deviennent  de  plus 
en  plus  grands.  Si  l'on  suppose  que  le  temps  /  est  înBni,  le  premitr 
terme  de  chaque  valeur  subsiste  seul,  et  la  température  de  chacune 
des  masses  devient  égale  à  la  température  moyenne  -{a  +  b-i-c-h...]. 
Lorsque  le  temps  t  augmente  continuellement,  chacun  des  termes 
do  la  valeur  d'une  des  variables  diminue  proportionnellement  aux 
puissances  successives    d'une  fraction  qui  est   :  pour  le  deuxième 

terme,  e  "  ;  pour  le  troisième  terme,  e  "  ;  et  ainsi  de 
suite.  La  plus  grande  de  ces  fractions  étant  celle  qui  répond  à  la 
moindre  des  valeurs  de  u,  il  s'ensuit  que,  pour  connaître  la  loi  que 
suivent  les  derniers  changements  de  température,  on  ne  doit  consi- 
dérer  que  les  deux  premiers  termes;  car  tous  les  autres  deviennent 
incomparablement  plus  petits  à  mesure  que  le  temps  i  augmente.  Les 
dernières  variation?!  de  température  a,  ^,7,  3,  ...  sont  donc  expri- 
mées par  les  équations  suivantes  : 

I  ,         ,               ,          ,           sinw  — sinoH    -i-(.i=ï" 
a  =  -(n-v-  6-1-  c -+-*■(  +  ...)-*-  rtj  : e      "  — 

„        f  .  stna«  — sioK    -ti/.i.vn 

3  =  —  ((7  -r  i  -t-C-i-  rf  -t-.  .  .)  +  17.   ^ '. «       "■  -i-..,. 

I,         ,               ,           ,           sin3»~sin3u   -)^<uit« 
y  =  — (a  +  PH-c -r  a -t-. . .)  +  «I ^ ——  e      "*  -î-,,,. 


257. 

Si  l'on  divise  la  dcmi-circonterence  en  un  nombre  n  de  parties 
égales  et  que,  ayant  abaissé  les  sinus,  on  prenne  les  difierences  entre 
deux  sinus  consécutifs,  ces  n  dilTérences  seront  proportionnelles  aux 

coefficients  Ae  e    "  ou  aux  seconds  termes  des  valeurs  de  a,  ^, 

Y, ...,  5.  C'est  pourquoi  les  dernières  valeurs  de  a,  p.  y,  ....  rs  sont 
telles  que  les  différences  entre  ces  températures  finales  et  la  tempéra- 
ture moyenne  initiale  -(a-f-6  +  c+...)  sont  toujours  proportionnelles 
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aux  difl'érences  des  sinus  consécutifs.  De  quelque  manière  que  les 
masses  aient  d'abord  été  échauffées,  la  distribution  de  la  chaleur 
s'opère  à  la  fin  suivant  une  loi  constante.  Si  l'on  mesurait  les  tempé- 
ratures dans  les  derniers  instants  où  elles  diBerent  peu  de  la  tempéra- 
ture moyenne,  on  observerait  que  la  différence  entre  la  température 
d'une  masse  quelconque  et  cette  température  moyenne  décroit  conti- 
nuellement comme  les  puissances  successives  de  la  même  fraction  ;  e(, 
en  comparant  entre  elles  les  températures  des  différentes  masses 
prises  pour  un  même  instant,  on  verrait  que  ces  différences  entre  les 
températures  actuelles  et  la  température  moyenne  sont  proportion- 
nelles aux  différences  des  sinus  consécutifs,  la  demi-circonférence 
étant  divisée  en  un  nombre  n  de  parties  égales. 


Si  l'on  suppose  que  les  masses  qui  se  communiquent  la  chaleur  sont 
en  nombre  infini,  on  trouve  pour  l'arc  u  une  valeur  infiniment  petite  ; 
alors  les  différences  des  sinus  consécutifs,  prises  dans  le  cercle,  sont 
proportionnelles  aux  cosinus  des  arcs  correspondants  ;  car  on  a 


sin(m~.)^ 


lorsque  l'arc  u  est  infiniment  petit.  Dans  ce  cas,  les  quantités  dont  les 
températures,  prises  au  même  instant,  diffèrent  de  la  température 
moyenne  à  laquelle  elles  doivent  toutes  parvenir  sont  proportion- 
nelles aux  cosinus  qui  correspondent  aux  différents  points  de  la  cir- 
conférence divisée  en  une  infinité  de  parties  égales.  Si  les  masses  qui 
se  transmettent  la  chaleur  sont  situées  à  distances  égales  les  unes  des 
autres  sur  le  périmètre  de  la  demi-circonférence  u,  le  cosinus  de  l'arc 
à  l'extrémité  duquel  une  masse  quelconque  estplacée  est  la  mesure  de 
la  quantité  dont  la  température  de  cette  masse  diffère  encore  de  la 
température  moyenne.  Ainsi  le  corps  placé  au  milieu  de  tous  les 
autres  est  celui  qui  parvient  le  plus  promptement  à  cette  température 
moyenne;  ceux  qui  se  trouvent  situés  d'un  même  côté  du  milieu  ont 
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tous  une  température  excédante,  et  qui  surpasse  d'autant  plus  la  tem- 
pérature moyenne  qu'ils  sont  plus  éloignés  du  milieu;  les  corps  qui 
sont  placés  de  l'autre  côté  ont  tous  une  température  moindre  que  la 
température  moyenne,  et  ils  s'en  écartent  autant  que  ceux  du  côté 
opposé,  mais  dans  un  sens  contraire.  Enfin  ces  difTérences,  soit  posi- 
tives, soit  négatives,  décroissent  toutes  en  même  temps  et  proportion- 
netlement  aux  puissances  successives  de  la  même  fraction,  en  sorte 
qu'elles  ne  cessent  pas  d'être  représentées  au  même  instant  par  les 
valeurs  des  cosinus  d'une  même  demi-circonférence.  Telle  est,  en 
général  et  si  l'on  en  excepte  les  cas  singuliers,  la  loi  à  laquelle  sont 
assujetties  les  dernières  températures.  L'état  initial  du  système  ne 
cliange  pointées  résultats. 

Xous  allons  présentement  traiter  une  troisième  question  du  même 
genre  que  les  précédentes,  et  dont  la  solution  nous  fournira  plusieurs 
remarques  utiles. 

259. 

On  suppose  un  nombre  n  de  masses  prismatiques  égales,  placées  à 
des  distances  égales  sur  ta  circonférence  d'un  cercle.  Tous  ces  corps, 
qui  jouissent  d'une  conducibilité  parfaite,  ont  actuellement  des  tempé- 
ratures connues,  différentes  pour  chacun  d'eux;  ils  ne  laissent  échapper 
à  leur  surface  aucune  partie  de  la  chaleur  qu'ils  contiennent.  Une 
tranche  infiniment  mince  se  sépare  de  la  première  masse  pour  se  réunir 
à  la  seconde,  qui  est  placée  vers  la  droite;  dans  le  mênie  temps,  une 
tranche  parallèle  se  sépare  de  la  seconde  masse,  en  se  portant  de  gauche 
à  droite,  et  se  joint  à  la  troisième:  il  en  est  de  même  de  toutes  les 
autres  masses,  de  chacune  desquelles  une  tranche  infiniment  mioce  se 
sépare  au  même  instant  et  se  joint  à  la  masse  suivante.  Enfin,  les 
mêmes  tranches  reviennent  immédiatement  après  et  se  réunissent  aux 
corps  dont  elles  avaient  été  détachées.  On  suppose  que  la  chaleur  se 
propage  entre  les  masses  au  moyen  de  ces  mouvements  alternatifs,  qui 
s'accomplissent  deux  fois  pendant  chaque  instant  d'une  égale  durée; 
il  s'agit  de  trouver  suivant  quelle  loi  les  températures  varient;  c'est- 
à-dire  que,  les  valeurs  initiales  des  températures  étant  données,  il  faut 
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connflitre,  après  un  temps  quelconque,  la  nouvelle  température  de 
chacune  des  masses. 

On  désignera  par  a,.  «»,  a,,  ....  a„  ...,  a„  les  températures  ini- 
tiales dont  les  valeurs  sont  arbitraires,  et  par  %,,  a.^,  a„  ....  a,,  ....  a„ 
les  valeurs  de  ces  mêmes  températures  après  le  temps  écoulé  i.  Il  est 
visible  que  chacune  des  quantités  a  est  une  fonction  du  temps  t  et  de 
toutes  tes  valeurs  initiales  a,,  a,,  a,,  ...,  a„:  ce  sont  ces  fonctions 
qu'il  s'agit  de  déterminer. 

260. 

On  représentera  paru  la  masse  infiniment  petite  de  la  tranche  qui 
se  porte  d'un  corps  à  l'autre.  On  remarquera  en  premier  lieu  que, 
lorsque  les  tranches  ont  été  séparées  des  masses  dont  elles  faisaient 
partie  et  mises  respectivement  en  contact  avec  les  masses  placées  vers 
la  droite,  les  quantités  de  chaleur  contenues  dans  les  différents  corps 
sont 

(«I  —  w)a,+ wai. 


en  divisant  chacune  de  ces  quantités  de  chaleur  par  la  masse  m,  on 
aura,  pour  les  nouvelles  valeurs  des  températures. 


-(Xi^,-^X,), 


c'est-à-dire  que,  pour  trouver  le  nouvel  état  de  la  température  après  1 
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■emirr  (ronlact,  il  Taut  ajoutera  la  valeur  qu'elle  avait  auparavant  le 
•oduil  (le  —  par  l'excès  de  la  température  du  corps  dont  la  tpanche- 
pst  séparée  sur  celle  du  corps  auquel  elle  s'est  jointe.  On  trouvera, 
ir  b  même  règle,  que  les  températures,  après  le  second  contact,  sont 


îrA"'-'- 


^  (a-, -«-)  +  £(«,     -«.). 


).e  temps  étant  divisé  en  instants  égaux,  on  désignera  par^A  la  duréo 
'  cet  instant  et,  si  l'on  suppose  que  ta  soit  contenu  dans  un  nombreK 
unités  de  masse  autant  de  fois  que  di  est  contenu  dans  l'unité  di' 
mps,  on  aura  ta  =  Kfil.  En  appelant  t^a,,  t/a^,  </«,.  ....  da/,  ...,  r/a, 
s  accroissements  infiniment  petits  que  reçoivent  pendant  l'instant  dl 

s  températures  a,,  a,,  , . .,  a,- a.„,  on  aura  les  équations  différeii- 

flles  suivantes  : 

rfa,  =  — rff(«„-aa,-(-a,). 

dx,=.  —dt(,a,  —  3  a, -1-  a,). 


rf«(  :::^'~dl  {a,,  i  —  a  «,-  +  a/+,  ), 


da„-\^^  —  dt{Xa-t —  aa,_|-i-«,). 


dx„  =  -dt(a„.i—2x„     -i-«,). 
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Pour  résoudre  ces  équalions,  on  supposera  en  premier  lieu,  suivant 
la  méthode  connue. 


Les  quantités  b,,  h^,  b^,  ....  &,  sont  des  constantes  indéterminées, 
ainsi  que  [''exposant  h.  Il  est  facile  de  voir  que  ces  valeurs  de  a,,  a^,, 
a,,  ...,  a.„  satisfont  aux  équations  différentielles,  si  l'on  a  tes  condi- 
(ions  suivantes  : 


b,h  = 

■■~{l',^ 

-24,+ 

■'•.), 

l,,h  = 

■Is'- 

,-34, 

+  4,«), 

^-l''- 

-W 

.— 24„. 

-1+4.). 

b„h  = 

-l'-"- 

.-34. 
km 

+  4,). 

on  aura,  en  commençant  par  la  dernière  équation, 


b,=b„ 

(7  +  2)- 

bi  —  bi. 

-.('/+0 

—  Vi. 

b„=  K 

-.(7  +  a) 

-  /'«-. 

(■)  On  peut  présenter  d'une  manière  moins  synthétique  le  raisonnement  par  lequel  Fou- 
rier  obtient  les  différentes  solutions  de  ce  système.  Substituons  à  ^  ta  variable  u  définie 
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Il  en  résulte  que  l'on  peut  prendre  pour  A,,  ''it  *» i,.  ■■■t  A. 

in  sinus  consécutifs  que  l'on  obtienben  divisant  la  circonrérence  en- 
Tc  3T.  en  un  nombre  n  de  parties  égales.  En  eflet,  en  appelant  m 
rc2  -<  les  quantités 

sinoH,     sin  I  n,     sins»,     ...,    sin(n— i)m, 

:i  sont  en  nombre  n,  appartiennent,  comme  on  le  sait,  à  une  série 
currcnte  dont  l'échelle  de  relation  a  deux  termes,  savoir  a cos«  et 
I.  en  sorte  que  l'on  a  toujours  la  condition 

sin('w=;  3cos«sm(t  —  i)h  —  sin(t  —  a)». 

1  prendra  donc  pour  b,,  bj,  b bg,  ...,  &„  les  quantités 

sinoH,     siniH,     ixntit,     ..'.,    sin(n--i)M, 

■  1m  relation 

7-t-  a  =-icosu; 

«ra  toujours  possible  do  trouver  doux  conslanles  A  el  B,  tellos  que  l'on  ait 
ù,=  Acoso«-4-B  sino»  =  A, 
6i=  ACOSIK  +  Dsiiuu; 

r»  les  équations  précédentes,  employées  à  partir  de  ta  troisiëine.  nous  donneront 


Oj  =  Acos(i  —  t)u  -i-  Beia(i  —  i)a, 

b„=  AC08(/i  — i)«-t-D8in(«— i)K. 
'■  deux  promiëres  équations  nous  donneraient  onsuite 

l>,  =  A  cnsnu  -+-  fi  sin»u, 

(.,=  Acos(«  +  .)«-*-fl8io(«-i)«. 

:n  égalant  les  deux  expressions  différentes  auxquelles  on  ost  ainsi  conduit  pour  6,  cl 
ir  6],  on  trouve 

sin— JAsin —        —  Dcoa—  =o, 

Bin  —  I  A  sin  — ; —  n  —  B  cos  — -_ —  «  J  ==  o, 

lomme  les  constantes  A  et  B  ne  sont  pas  nulles  simultanément,  on  reconnaîtra  aisémeai 
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et  l'on  aura  ensuite 


93;—  asinVw,        bi^=  sintu. 

On  a  mis  précédemment  la  lettre  7  au  lieu  àe-^,  en  sorte  que  la  val 

de  A  est sinV — ;  en  substituant  dans  les  équations  ces  valeurs 

h/et  de  A,  on  aura 

-lîLl.inT  — 

se,  ^sino»  e      ""  "  , 

a,  ^  siniu  e      '"  "  , 

-  »  -  i  Un  V  — 

«a  —  sinaH  e      ""  "  , 


«„  =  sin(«~i)«  e      '" 
que  ces  deux  équations  ne  peuvent  être  vérifiées  que  si  Ton  a 


('  désignanl  un  nombre  entier.  A  chaque  valeur  de  u  correspondent  une  inlinitâ  de  systé 
de  valeurs  pour  bt,  &><  ■■  -,  b„  qui  sont  donnés  par  les  formules 

b,  =  AcoBou  +  Bsinou, 
&t  =  A  cos  1 H  +  B  sin  t  «, 


ft„=  Acos(«  — i)m-B8in(«  — i)tt, 

où  A  cl  B  sont  deux  conslanies  arbitraires.  C'osi  le  résultat  de  Pourier. 

Pour  ce  qui  concerne  le  nombre  des  sysLËmes  distincts  que  l'on  obtient  ainsi,  il  est 
de  voir  que,  si  n  est  impair  ot  égal  h  ai  -+-  1 ,  la  valeur  o  de  i  donne  un  système  de 
lulions  pour  bf,  Ift,  ...,  ^n;  les  valeurs  i,;,  3,  ...,  1  de  i  donnent  chacune  deux  systë 
de  solutions;  quant  aux  valeurs  de  i  supérieures  à  X,  elles  doivent  être  négligées,  cai 
peut  toujours,  sans  altérer  une  solution,  changer  i  en  11  —  i.  Il  y  a  donc  en  tout 

systèmes  distincts,  linéairement  indépendants,  de  solutions  particulières. 
Dans  le  cas  où  1  est  pair,  les  valeurs  o,  -  de  (donnent  chacune  une  solution;  lesvalt 

I ,  a,  ■■■,  \ 1  en  donnent  chacune  deux  :  ce  qui  Tait  encore  11  systèmes  distincts  de  si 

lions.  G.  D. 

F.  3-. 
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26-2. 


Ces  (liîmtères  équations  ne  fournissent  qu'une  solution  très  particu- 
ère  do  la  question  proposée  :  car,  si  l'on  suppose  ^  =  o,  on  aura  pour 

s  valeurs  initiales  de  a,,  a,,  oc, a»  hs  quantités  sinou,  siniii, 

nau,  . . .,  sin(/i  —  i)m  qui,  en  «général,  dilTèrent  des  valeurs  données 
I,  a.j,  flj,  ...,  a„;  mais  la  solution  précédente  mérite  d'être  remarquée 
irce  qu'elle  exprime,  comme  on  le  verra  par  la  suite,  une  circonstance 
Lii  appartient  à  tous  les  cas  possibles,  et  représente  les  dernières  va- 
ations  des  températures.  On  voit  par  celte  solution  que,  si  les  tem- 
i^ralures  initiales  a, ,  a,,  a a„  étaient  proportionnelles  aux  sinus 

sino — ,     sini  ~i     sma  — ,       ■■,     sin(«— i)  —  i 

les  demeureraient  continuellement  proportionnelles  à  ces  mêmes 
nus  et  l'on  aurait  les  équations 


C'est  pourquoi,  si  les  masses  qui  sont  placées  à  distances  égales  sur 
circonférence  du  cercle  avaient  des  températures  initiales  propor- 
onnclles  aux  perpendiculaires  abaissées  sur  le  diamètre  qui  passe 
ir  le  premier  point,  les  températures  varieraient  avec  le  temps  en 
^meurant  proportionnelles  à  ces  perpendiculaires  et  ces  températures 
iminueraienl  toutes  à  la  fois  comme  les  termes  d'une  même  progres- 

on  géométrique  dont  la  raison  est  la  fraction  e     "*  "    ". 

■J63. 

Pour  former  la  solution  générale,  on  remarquera  en  premier  lieu  que 

an  pourrait  prendre  pour  h,,  h,.  6, b„  les  /t  cosinus  correspon- 

ints  aux   points  de  division  de   la    circonférence  partagée  en  un 


DigJtJzcd  by 


Google 


i:hapitbe  IV.  -  armille.  275 

nombre  n  de  parties  égales.  Ces  quantités 

COSOW,      COSIH,       COS2U,       ...,      COS(/i  —  l)", 

dans  lesquelles  u  désigne  l'arc  —^,  Torment  aussi  une  série  récurrente 
dont  l'échelle  de  relation  a  les  deux  ternies  2cosu  et  —  i;  c'est  pour- 
quoi l'on  pourrait  prendre,  pour  satisfaire  aux  équations  différen- 
tielles, les  équations  suivantes  : 

«1  -;  COSOH  e       '"  , 


a„  —  cas(«  —  i)((  e      '" 
Indépendamment  des  deux  solutions  précédentes,  on  pourrait  choi- 
sir, pour  les  valeurs  de  ft,,  6,,  6j b,„  les  quantités 

sino.2H,     sini.arf,     siiia.s»,     ...,     sin(/i— i)3(/ 
ou  celles-ci 

COS0.3»,  cosi.aH,  casi.iii,  ...,  cos(/i  —  i)-*"- 
En  effet,  chacune  de  ces  séries  est  récurrente  et  formée  de  n  ternies; 
l'échelle  de  relation  a  les  deux  termes  acosau  et  —  i;  et.  si  l'on  con- 
tinuait la  série  au  delà  de  n  termes,  on  en  trouverait  n  autres  qui 
seraient  respectivement  égaux  aux  n  précédents.  En  général,  si  l'on 
désigne  par  H,,  u^,  ...,«„  les  arcs  o  — .  i  — .•■-,(«— 1)—:.  on  pourra 
prendre,  pour  les  valeurs  do  b,,  b^,  b,,  .. .,  b,„  les  n  quantités 
sinoi/,,     sin  i  «,-,     siiiaw/,     , . .,     siii("  —  i)Ui 

ou  celles-ci 

COSOH,-,     cosi  ui,     r,0S3H|-,      ....     cos(«  —  i)  «,; 

la  valeur  de  h  correspondante  à  chacune  de  ces  séries  l'sl  donnée  par 
l'équation 
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peut  donner  n  valeurs  différentes  à  (',  depuis  i=  i  jusqu'à  i  —  n. 

substituant  ces  valeurs  de  6,,  b.^,  b^,  ...,  b,  dans  les  équations  de 
rticle  261,  on  aura,  pour  satisraire  aux  équations  dilTércntielles  di> 
rlicle  260,  les  résullals  suivants  : 


1 


=  COS(/l  —  i)m,«     " 


264. 

}n  satisferait  également  aux  équations  de  l'article  260  en  cunipo- 
it  les  valeurs  de  chacune  des  variables  a,,  a,,  ...,  a,  de  la  somme 
plusieurs  valeurs  particulières  que  l'on  aurait  trouvées  pour  cette 
me  variable,  et  l'on  peut  aussi  multiplier  par  des  coefllcients  con- 
nts  quelconques  chacun  des  termes  qui  entrent  dans  la  valeur  j^éné- 
e  d'une  des  variables.  Il  suit  de  là  qu'en  désignant  par  A,,  B,,  A,. 
A,,B,, ...,  A„,  B„  des  coefficients  quelconques,  on  pourra  prendre, 
ir  exprimer  la  valeur  générale  d'une  des  variables,  par  exemple  de 
_,,  l'équation 

*,„^i  =  {A|Siiim«,  -t-  H,  cos/««i)e~' """'*"' 
+  (AtSinwiM,  H-H,cos»iH,)e     " 


.es  quantités  A,,  A^,  A,,  ...,  A„;  B,,  B^,  B,,  ....  B„  qui  entrent 
is  celte  équation  sont  arbitraires,  et  les  arcs  u,,  »,,  m,,  ...,  u„  sont 
mes  par  les  équations 
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Les  valeurs  générales  des  variables  a,,  a,,  a,,  ....  «„  sont  donc  expri- 
mées par  les  équations  suivantes  : 


a,  =  (A|  sinou,  ■+-  B,  cosoi(i)e  "■ 
-H{A,sino«,  +  BiCOsoM,)e  "• 
-t-(Ajsino«,  +  B»eosoHi)c     '" 

a,  =  (A|Sini«, +BiCOSi«i)e     "■ 

-1*  Ir 

-h  (AtSini  M,  +  B,coBi  «,)«     "■ 
+  {A,  sini«»  +  BïCOsiH,)e     "• 

a,  ^(A,sin2((|-l-  B,cos2tt|)e  " 
-<- (Aisinaut +  B,cosau,)e  " 
+  (A,8ina«,  +  B,cos2H,)''''^' 


«,  — [A,sin{/i  — i)«,  +  BiCos{n  — i)«,]e     " 

-t  -<iIiiVh 

-h  [A,sin(/(  — 1)«,  +  B,  cos(n  —  t)«»]e     " 

+  [A,sin(«-.)«,  +  B.cos(/»-i)«,]e"'""'"'"'   . 

265. 

Si  l'on  suppose  le  temps  nul,  les  valeurs  a,,  a^,  ....  a„  doivent  se 

confondre  avec  les  valeurs  initiales  a,,  a^ a„.  On  tire  de  là  un 

nombre  n  d'équations  qui  doivent  servir  à  déterminer  les  coeDicients 
A,,  B,,  Aj,  Bî,  ....  A„,  B„.  On  reconnaîtra  facilement  que  le  nombre 
des  inconnues  est  toujours  égal  à  celui  des  équations.  Rn  ellet,  le 
nombre  des  termes  qui  entrent  dans  la  valeur  de  chacune  des  va- 
riables dépend  du  nombre  des  quantités  dilTérentcs  sinVu,,  sinVu^,, 
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sinVH.,,  ...  qu'on  trouve  en  divisant  la  circonférence  a-r  en  un 
nombre  »  de  parties  égales.  Or  le  nombre  des  quantités  sinVo  —, 
sinVi  — ,  sinVa  — ^,  ■■■  est  beaucoup  moindre  que /i.  si  l'on  ne  compte 
que  celles  qui  sont  différentes.  En  désignant  le  nombre  n,  par  ii  +  i 
s'il  est  impair,  et  par  ai  s'il  est  pair,  t-l-i  désignera  toujours  le  nombre 
ties  .sinus  verses  différents.  D'un  autre  côté,  lorsque,  dans  la  suite  des 
quanltlés 

siii\'o — ^1     sinVi— ^1     sinVa — ^i     ■■■! 

on  parviendra  à  un  sinus  verse,  sinVX~i  égal  à  l'un  des  précédents 

sinVX'— ^.  les  deux  termes  des  équations  qui  contiendront  ce  même 

sinus  ver-se  n'en  formeront  qu'un  seul;  les  deux  arcs  différents  «>  et  ity 
qui  auront  le  même  sinus  verse  auront  aussi  le  même  cosinus,  et  les 
sinus  ne  différeront  que  par  le  signe.  Il  est  aisé  de  voir  que  ces  arcs 
ii\  et  ity  4|ui  ont  le  même  sinus  verse  sont  tels  que  le  cosinus  d'un  mul- 
tiple quelconque  de  u;^  est  égal  au  cosinus  du  même  multiple  de  uy 
et  que  le  sinus  d'un  multiple  quelconque  de  «>  ne  diffère  que  par  le 
.signe  du  sinus  du  multiple  de  uy.  Il  suit  de  là  que,  lorsqu'on  réunit 
en  un  scj]  les  deux  termes  correspondants  de  chacune  des  équations, 
les  deux  indéterminées  h\  et  Av  qui  entrent  dans  les  équations  sont 
remplacées  par  une  seule  indéterminée,  savoir  Ax  —  Aj,'.  Quant  aux 
deux  indéterminées  B^^  et  B^',  elles  sont  aussi  remplacées  par  une  seule, 
qui  est  Bx+Ux'!  il  o  résulte  que  le  nombre  des  indéterminées  est 
égal,  dans  tous  les  cas,  au  nombre  des  équations.  Car  le  nombre  des 
termes  est  toujours  i  +  i;  il  faut  ajouter  que  l'indéterminée  A,  dispa- 
raît d'elle-même  dans  tous  les  premiers  termes,  parce  qu'elle  multiplie 
le  sinus  d'un  arc  nul.  De  plus,  lorsque  le  nombre  n  est  pair,  il  se 
trouve,  il  la  fin  de  cbaque  équation,  un  terme  dans  lequel  une  des  indé- 
terminées disparaît  encore  d'elle-même,  parce  qu'elle  y  multiplie  un 
sinus  nul;  ainsi  le  nombre  des  inconnues  qui  entrent  dans  les  équa- 
tions est  égal  à    3(1 -l- i)  ~  ^  lorsque   le    nombre   n  est   pair  et  à 
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3(1 -H  i)  —  i  lorsque  le  nombre  est  impair;  par  conséquent,  le  nombre 
des  inconnues  est,  dans  tous  les  cas,  le  même  que  le  nombre  de?^ 
équation!!. 

266. 

L'analyse  précédente  nous  fournit,  pour  exprimer  les  valeurs  (géné- 
rales des  températures  a,,  a^,  «j,  ...,  «„,  les  équations 


,  — )  A,  sino.. 

-+'('A,sino. 


I-  Bicoso.o- 
-  B,coso. r - 


(  -iT.  "XT.X     -l-li.nït  — 

-(AiSÎno.a — ^  +  R3COSO.2  — ^  le      '"  " 

-lAiSmi.o h  B|COSi  .0—  le      "'  " 

-I  A,sin  i.i (-  B,cosi.i  —  le      '"  " 

/.        ,  aJt         n  2Jt\    -l^'ilBVl^ 

hl  Ajsin  i.a^  -H  BjCOSi  .a—  le     '"  " 

-lAiSina.o hD,cosa.o — le     "" 

hfAiSina.i — ^-i-B,cos2.i — '-\e     *"  " 

/.      ,          2T^       „  3i:\    -'^'■'"*''^ 

hl  AjSina.a h  B,cos3.a  —  le     "  " 


«„  ^=  j  A,sin(rt  —  r)o^ h  B,cos(/i  —  1)0^ —  le     '"  " 

r  air  STrl     -i-/iiiivi  Î2 

-1-    .\,sin(H  — 1)1-^  -HB,cos(n  — 1)1  7^  U     '" 

-+-rA,sin(/i— i}a^  +  B,cos(rt  —  i)a  — le~'™"'°*^'"^ 
Pour  former  ces  équations,  il  faut  continuer  dans  chacune  la  suite  des 
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{Ut  eonliennent  sin  Vo— ^j  sinVi  — ^.  sinVa  — )  ■  ■■>  jusqu'k  ce 
il  épuisé  tous  les  sinus  verses  dilTcrenls,  et  omettre  tous  les 
4ul)séquentâ,  en  commençant  par  celui  où  il  entrerail  un  sinus 
;al  b  l'un  des  précédents.  Le  nombre  des  équations  est  n.  Si  n 
ombre  pair  égal  à  -îi,  le  nombre  des  termes  de  chaque  équation 
;  si  le  nombre  n  des  équations  est  un  nombre  impair  représenté 
-  I ,  le  nombre  des  termes  est  encore  égal  à  i  -n  i .  Enfin,  parmi 
ilités  A,,  B,,  Al,  Bj,  ...  qui  entrent  dans  ces  équations,  il  y 
i  doivent  être  omises  et  disparaissent  d'elles-mêmes,  comme 
ant  des  sinus  nuls. 

267. 
déterminer  les  quantités  A,,  B,,  A,,  B,,  A,.  B,,  ...  qui  entrent 
:  équations  précédentes,  il  faut  considérer  l'état  initial  qui  est 
on  supposera  r=oet  l'on  écrira,  au  lieu  de  se,,  a^,  a,,  ...,  les 
',s  données  a,,  a^,  ai,  ...,  qui  sont  les  valeurs  initiales  des  tem- 

>s.  On  aura  donc,  pour  déterminer  A,,  B,,  Aj,  Bj,  A,,  B, 

(ions  suivantes  : 


=  A,sino.o—  +A,sino. 

I-  Rjcoso.o 1-  R,coso. 

-  Aism  i.u h  A,siii  I. 

h  B,cosi  .0— '  +  Rjcosr. 

.        .  3Tt  .         . 

-A|SII13.0^  +A,SIII2. 

hB.cosa.o h  BiCos3. 


-  -h  Bjcoso.a  ~  H 

-  -1-  Atsm  1  .a 

■  -f-  Bjfos  1.2 1 

T       .      .  -ir. 

-  -h  AiSina.a—  H 

-  -\~  Bjcosa.a 1 


,—  A,sin(H  —  i)o— ^  -1-  A,  sin(/j  —  i)i— ^  +  A,  siii(/t  —  i)a h... 

+  B,COs(n  -  1)0— -f- B,COS(/i  -  0' —  +  B.co5(«  -  i)a  i^ +.... 
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268. 


Dans  ces  équations,  dont  le  nombre  est  n,  les  quantités  inconnues 
sont  A,,  B,,  Aa,  Bi,  Â,,  Bj,  ...;  il  s'agit  d'cfTectuer  les  éliminations  e( 
de  trouver  les  valeurs  de  ces  indéterminées.  On  remarquera  d'aboi'd 
que  la  même  indéterminée  a  tin  multiplicateur  difTérent  dans  cliaquc 
équation,  et  que  la  suite  de  ces  multiplicateurs  compose  une  série 
récurrente.  En  effet,  cette  suite  est  celle  des  sinus  croissants  en  pro- 
l^ression  arithmétique,  ou  celle  des  cosinus  des  mêmes  arcs;  elle  peut 
être  représentée  par 

sinou,     sin  m,     sina»,     . . .,     sin(rt  —  i)h, 

ou  par 

cosoH,     cosiH,     cosaH,     ...,     cos(n— 1)«. 

L'arc  u  est  égal  à  i —  si  l'indéterminée  dont  il  s'agit  est  A;..,  ou 
B,.n.  Cela  posé,  pour  déterminer  l'inconnue  Aj+,  au  moyen  des  équa- 
tions précédentes,  il  faut  comparer  à  la  suite  des  équations  la  série  des 
multiplicateurs  sinou,  siniu,  sinau,  sin3a sin(n  —  i)it  et  multi- 
plier chaque  équation  par  le  terme  correspondant  de  la  série.  Si  l'on 
prend  la  somme  des  équations  ainsi  multipliées,  on  éliminera  toutes 
les  inconnues,  excepté  celte  qu'il  s'agit  de  déterminer.  Il  en  sera  de 
même  si  l'on  veut  trouver  la  valeur  deB,_n;  il  faudra  multiplier  chaque 
équation  par  le  multiplicateur  de  B,+,  dans  cette  même  équation,  et 
prendre  ensuite  la  somme  de  toutes  les  équations.  Il  s'agit  de  démon- 
trer qu'en  opérant  de  cette  manière  on  fera  disparaître  en  elfet  des 
équations  toutes  les  inconnues,  excepté  une  seule.  Pour  cela,  il  sulUt 
de  faire  voir  : 

1°  Que,  si  l'on  multiplie  terme  à  terme  les  deux  suites 


sinoH,     siniw,     sin^w,     .... 

sin(/i  — 1 

)". 

sinoc,     sinic,     sinai',     ..., 

sin(«-. 

)'•- 

la  somme  des  produits 

sîno«sinoc-(-siniMsinii'  +  sin2(#sm2i^-K. 

..-^sin(« 

-1 
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Ile,  excepté  lorsque  les  arcs  u  et  v  seront  les  mêmes,  chacun  df 
.  étant  d'ailleurs  supposé  un  multiple  d'une  partie  de  la  circon- 
égalc  à  ^; 
ue,  si  l'on  multiplie  terme  à  terme  les  deux  séries 

cosoH,     cosi«,     cosau,      ....     cos{n  —  i)u, 
l'osoi',     cosii',     cosar,      ..,,     cos(n  —  i)i', 

ne  des  produits  sera  nulle,  excepté  le  cas  où  u  est  égal  à  v, 
ue,  si  l'on  multiplie  terme  à  terme  les  deux  suites 

sino«,     sin  m,     sîiiau,     ....     sin(M  — 1)«, 

COSOf,      C03I1',       COSaC,       ...,      COS(«—  [)l', 

ne  des  produits  sera  toujours  nulle. 


Bsignera  par  9  l'arc  — .  par  y.q  l'arc  u,  et  par  vy  l'arc  r,  ijl  el  v 
)S  nombres  entiers  positifs  moindres  que  n.  Le  produit  de  deux 
correspondants  des  deux  premières  séries  sera  représenté  par 

sinyf:i7sinyv./ 

-cosy(/x  — v)7—  -cosyCp-t-'j)?, 

i  j  désignant  un  terme  quelconque  de  la  suite  o,  i,  2 

i  —  I.  Or  il  est  facile  de  prouver  que,  si  l'on  donne  à  j  ses 
rs  successives  depuis  o  jusqu'à  n  —  1 ,  la  somme 

v)7+  icosi(fi  — v)9  +  ^cosa(H  —  >')7 -(-■■. +  ^cosC/*-i)  {fjL^vJy 

e  valeur  nulle,  et  qu'il  en  sera  de  même  de  la  suite 

v)q-h  ^  cos  I  (^ -h  v)7  +  i  cosa  (;^ +  v)7+...+  ^C0S(«— !)(/*  + V)'/. 
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En  effet,  en  représentant  para  l'arc  (jjl  — v)^,  qui  est  un  multiple  de 
~^>  on  aura  la  suite  récurrente 

cosoa,     cosia,     coS3«,     ....     cos(«  — 1)«, 

dont  la  somme  est  nulle.  Pour  le  faire  voir,  on  représentera  cettt? 

somme  par  S  et,  les  deux  termes  de  l'éclielle  de  relation  étant  a  cosa 

et  —  r ,  on  multipliera  successivement  les  deux  membres  de  l'équation 

S  —  cosoa-t-  cosi  a  +  cosa«-)-. . .+  cos(rt  —  i)a 

par  I,  —  2Cosa  et  par  +i;  puis,  ajoutant  les  trois  équations,  on  con- 
naîtra que  les  termes  intermédiaires  se  détruisent  d'eux-mêmes  d'après 
la  nature  de  la  série  récurrente.  Si  Ton  remarque  maintenant  que,  «« 
étant  un  multiple  de  la  circonférence  entière,  les  quantités 

cos(/i  —  i)a,     cos(/i  —  a)  oc,     co8{«  —  3)  a,     ... 
!4ont  respectivement  les  mêmes  que  celles  que  l'on  désignerait  par 
cos(—  a),    cos(— 2a),     cos(—  3a),     , . ., 

on  en  conclura 

aS  —  aScosa^o; 

ainsi  la  somme  cherchée  S  doit  en  général  être  nulle  ('). 

On  trouvera  de  même  que  la  somme  des  termes  dus  au  développe- 
ment de  -cosy(|A-l-v)y  est  nulle.  Il  faut  excepter  le  cas  où  l'arc  repré- 
senté par  a  serait  nul  ;  on  aurait  alors 

1  —  cosa  =  o; 
c'est-à-dire  que  les  arcs  u  et  c  seraient  les  mêmes.  Dans  ce  cas,  le 
terme  -  cosy([^  +  v]y  donne  encore  un  développement  dont  la  somme 

(■>  De  l'idenlilé 

coaia  — aco8aco8((  — i)i-t-  cos{i —  a)»  =  o, 

applicable  à  looies  les  valeurs  de  i,  on  déduit  généralement 


^^  [cosi  a  —  aC09aC03{i  —  l)oH-COB(i  ■ 
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lulle;  mais  la  quantité  -  coBy'([x  —  v)y  fournit  des  termes  égaux 
,  chacun  a  pour  valeur-;  donc  la  somme  des  produits  terme  a  (eniif 
ieux  premières  séries  est  -n. 

I)  trouvera  de  la  même  manière  la  valeur  de  la  somme  des  produits 
te  à  terme  des  deux  secondes  séries,  ou  Scos/ixy  cosj'vq;  en  effpt, 

iibstitucra  à 

cosy^A^cos/vi/ 
nanti  té 

-cosyC/A  — •j)9+  -cosy(f/  +  v)7 

on  en  conclura,  comme  dans  le  cas  précédent,  que 

-^cosy(^n-v)7 
oujours  nulle,  et  que 

l'-COSj(_lJ.-v)ç 

lulle,  excepté  le  cas  où  [jl  =  v.  Il  suit  de  là  que  la  somme  des  pi-o- 
s  terme  à  terme  des  deux  secondes  séries,  ou 

oujours  nulle  lorsque  les  arcs  u  et  v  sont  diiîérents,  et  égale  ii 

2;'c../.  -  «.,.2™(,-  - ,).  +2.o,(,  - ,). = o. 

is  lo  CM  iraité  par  Fouricr,  im  est  un  multiple  de  tT:  ol  l'on  3,  par  coiiséiiuenL, 

\'cOs/a  —\'cO8{i~l)a:=c0S[ii—l)i  —  Cl>a(—il    —a. 

.  trois  sommos  qui  Tigurenl  dans  l'équolion  (a)  sont  donc  égales  et,  en  Iqb  rempliii,'^i)i 

3ur  valeur  commune  S,  on  Irouvo  bien 

aS(i  — C08i)=o.  G.  D. 
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-n  lorsque  u  =  c.  Il  ne  faut  plus  que  distinguer  les  cas  où  les  aicR  u.^ 
et  Vf  sont  tous  les  deux  nuls;  alors  on  a  zéro  pour  la  valeur  de 


qui  désigne  la  somme  des  deux  produits  terme  à  terme  des  deux  pre- 
mières séries.  Il  n'en  est  pas  de  même  de  la  somme 

Scos/f/^  cosjvç, 

prise  dans  le  cas  où  jj.q  et  \q  sont  nuls;  cette  somme  des  protluils 
terme  à  terme  des  deux  secondes  séries  est  évidemment  égale  à  «. 
Quant  à  la  somme 

Ico&jjiq  siny'v^, 

elle  est  nulle  dans  tous  les  cas,  ce  qu'il  est  facile  de  reconnaître  par 
l'analyse  précédente. 

270. 

La  comparaison  de  ces  séries  fournit  donc  les  conséquences  sui- 
vantes. Si  l'on  partage  la  circonférence  2t.  en  un  nombre  n  de  parties 
égales,  que  l'on  prenne  un  arc  u  composé  d'un  nombre  entier  u.  de  ces 

parties,  et  que  l'on  marque  les  extrémités  des  arcs  u,  au,  3u,  4" 

(n  —  i)«,  il  résulte  des  propriétés  connues  des  quantités  trigonomé- 
triques  que  les  quantités 

sinoif,      âiniH,      sina»,     ...,     sin(n-~i)(/, 
ou  celles-ci 


forment  une  série  récurrente  périodique,  composée  de  n  termes;  si 
l'on  compare  une  de  ces  deux  séries,  correspondante  à  un  arc  Moufi— - 
à  une  série  correspondante  à  un  autre  arc  r  ou  v  —  et  qu'on  multiplie 
terme  à  terme  les  deux  séries  comparées,  la  somme  des  produits  sera 
nulle  lorsque  les  arcs  u  et  i*  seront  dilTérenls.  Si  les  arcs  »  et  v  sont 
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û^aux,  la  somme  des  produits  est  égale  k-n  lorsque  l'on  compare  deux 
séries  de  sinus,  ou  lorsque  l'on  compare  deux  séries  de  cosinus;  mais 
rette  somme  est  nulle,  si  l'on  compare  une  série  de  sinuB  à  une  série 
(le  cosinus.  Si  l'on  suppose  nuls  les  arcs  u  et  i>,  il  est  manifeste  que  la 
somme  des  produits  terme  à  terme  est  nulle  toutes  les  fois  que  l'une 
des  deux  séries  est  formée  de  sinus  et  lorsqu'elles  le  sont  toutes  les 
deux  ;  mais  la  somme  des  produits  est  n  si  les  deux  séries  composées 
sont  formées  de  cosinus.  En  général,  la  somme  des  produits  terme  à 
terme  est  égale  à  o,  ou  -n,  ou  n;  au  reste,  les  formules  connues  conduis 
raient  directement  aux  mêmes  résultats.  On  les  présente  ici  comme 
des  conséquences  évidentes  des  théorèmes  élémentaires  de  la  Trigono- 
métrie. 

27i. 

Il  est  aisé  d'cfl'ectuer  au  moyen  de  ces  remarques  l'élimination  des 
inconnues  dans  les  équations  précédentes.  L'indéterminée  A,  dispa- 
rait d'elle-même  comme  ayant  des  coefficients  nuis;  pour  trouver  B,, 
on  multipliera  les  deux  membres  de  chaque  équation  par  le  coefficienl 
do  B,  dans  cette  même  équation  et  l'on  ajoutera  toutes  les  équations 
ainsi  multipliées;  on  trouvera 


Pour  déterminer  A^,  on  multipliera  les  deux  membres  de  chaque 
équation  par  le  coefficient  de  Ai  dans  cette  équation  et,  en  désignant 
l'arc  —  par  q,  on  aura,  après  avoir  ajouté  les  équations, 

n,  s'moq  -t-  a,s'in  iq  -h  a,  sina^  +.  . .  +  «„  sîn(«  —  1)7  =  -«Ai. 

On  aura  pareillement,  pour  déterminer  B^, 

fliC0SO7-i-n,  cosiy  ■+■  a,  cosa^  -H. .  .-ha^cosin  —  i)q^L  -/iB,. 

Kn  général,  on  trouvera  chaque  indéterminée  en  multipliant  les 
tieux  membres  de  chaque  équation  par  le  coefficient  de  l'indéterminée 
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dans  cette  même  équation  et  en  ajoutant  les  produits.  On  parvient 
ainsi  aux  résultats  suivants  : 


/lA,: 

nB,—  a, 

nA,  — <7| 

jnB, 

A.  =  <t| 


+« 

+  a 

+  . 

.=2-. 

sino 

'"+"■ 

sin  1 

.,îî  +  a. 

sin  2 

■¥+• 

.=2-^i" 

,--,|. 

coso 

271 

1  —  -ha 

cos 

.,î^  +  a 

COS. 

,'-î+. 

■-^«/cos 

.-,). 

slno 

a hrt 

sin 

.3 \-  a 

sina 

"ÎI+. 

.=2;".si" 

■  -,)» 

coso 

air 

cos 

aît 

cos  2 

,iï+. 

.  =2""=»' 

,•-,). 

slno 

3^+«, 

•in, 

■  3~  +  a 

sin  à 

3i;+. 

.— ^d/Sin 

(-1)3 

COSO 

3—  + a 

COS 

.3  — -hfl 

cos  2 

3H  +  . 

.=2fl,cos 

(-1)3 

Il  Taut,  pour  trouver  le  développement  indiqué  par  te  signe  V,  don- 
ner à  I  ses  n  valeurs  successives  i,  3,  3,  ....  net  prendre  la  somme;  on 
aura  en  général 

iu\j  —  '^aisia{i—t){j—i)^, 

Si  l'on  donne  au  nombre  entier  y  toutes  les  valeurs  successives  1,  2, 
3,  . . .  qu'il  peut  avoir,  ces  deux  formules  fourniront  les  équations,  et 
si  l'on  développe  le  terme  sous  le  signe  ^  en  donnant  à  i  ses  n  valeurs 
1.3,  3,  . .  .n,  on  aura  tes  valeurs  des  inconnues  A,,  B,,  A,,  B^,  A,, 
B„  .. .;  et  les  équations  (m)  fart.  267)  seront  entièrement  résolues. 

272. 

Il  faut  maintenant  substituer  les  valeurs  connues  des  coefticients 
A,,  B,,  Aï,  Ba,  Aj,  B,,  ...  dans  les  équations  ([x)  (art.  266),  et  l'on 
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jvera  les  valeurs  suivantes  : 

,sina7i  +  N,a)si?,]t'""^fl.  -t-  [M|BiDa9i+  NiCosaçtlt"'"'*' -i- 

I  9iii{y  —  i)?i  +  KiC08{y  --i)q,]t'*'*^'l'  +  (Hi  8in(/  -    1)71-1-  N,  coa(/ —  O^iji""**'-; 
iSin(«  —  i)y,-i-N,co8(n  — 1)7,  ]»'•"•»»,  -1- (M,  8io(H  —  t)?i  + N,  cos(«  —  i)7,][""'^T'-t 

is  ces  équations,  on  a  posé 

■-»-  ai:  ai:  ,  ar 

t  ^:^e        ,  9i^'  — '  1i^=  "^  ->  7j^^3  —  I  ■■■; 

Ni—  \^fiC<iS(,i—t)qt,         M,^  ^^ajsiii((  — 1)7,, 
Ni—  -2<i,cos(i  — i)7i,         M,:=  -^é"*"'"^'"  '^'*' 


273. 

.es  équations  que  l'on  vient  de  rapporter  renferment  la  solution 
iplète  de  la  question  proposée;  elle  est  représentée  par  cette  équa- 
1  générale 

-8iii(y  — ili  -^^*i/sin(i    -")"  —  +-co»(y-i)i  — ^i/C08(i  — r)i-^   c 

S  laquelle  il  n'entre  que  des  quantités  connues,  savoir  ti,,  a.,. 
...,  a„,  qui  sont  les  températures  initiales;  K  mesure  de  la  condu- 
ilité,  m  valeur  de  la  masse,  n  nombre  des  masses  écltauflees,  e(  /  le 
ips  écoulé. 
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Il  résulte  de  toute  l'analyse  précédente  que,  si  plusieurs  corps 
('gaux,  en  nombre  n,  sont  rangés  circulairement,  et  qu'ayant  reçu  des 
températures  initiales  quelconques,  ils  viennent  à  se  communiquer 
la  chaleur  comme  on  l'a  supposé,  la  masse  de  chaque  corps  étant 
désignée  par  m,  le  temps  par  t,  et  par  K  un  coefficient  constant,  la 
température  variable  de  chacune  des  masses,  qui  doit  être  une  fonc- 
tion des  quantités  /,  m  et  K  et  de  toutes  les  températures  initiales,  est 
donnée  par  l'équation  générale  (e).  Il  faut  d'abord  mettre  au  lieu  dej 
le  numéro  qui  indique  la  place  du  corps  dont  on  veut  connaitre  la  tem- 
pérature, savoir  i  pour  le  premier  corps,  2  pour  le  second,  et  ainsi 
de  suite;  ensuite  il  restera  la  lettre  i  qui  entre  sous  le  signe  I!;  on 
donnera  à  i  ses  n  valeurs  successives  i,  2,  3,  /|,  ...,  et  l'on  prendra  la 
somme  de  tous  les  termes.  Quant  au  nombre  des  termes  qui  entrent 
dans  celte  équation,  il  doit  y  en  avoir  autant  que  l'on  trouve  de  sinus 
verses  différents  lorsque  la  suite  des  arcs  est  o  —  i  i — ^■>  2— ^>  ■■■; 
c'est-à-dire  que,  le  nombre  n  étant  égal  à  2X  + 1  ou  à  2X  selon  qu'il 
est  impair  ou  pair,  le  nombre  des  termes  qui  entrent  dans  l'équation 
générale  est  toujours  X  +  r . 

274. 

Pour  donner  un  exemple.de  l'application  de  cette  formule,  nous 
supposerons  que  la  première  masse  est  la  seule  que  l'on  ait  d'aboni 
échauffée,  en  sorte  que  les  températures  initiales  «,,  a.,,  ...,  a„  soient 
toutes  nulles,  excepté  la  première.  Il  est  visible  que  la  quantité  de 
chaleur  contenue  dans  la  première  masse  se  distribuera  successive- 
ment entre  toutes  les  autres.  Or  la  loi  de  cette  communication  de  la 
chaleur  sera  exprimée  par  l'équation  suivante  :  . 

Xj^^  -a,+  -ai  cos(y  —1)"  —  « 
-t-  -aiC0s(y-i)2—  e 
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Si  la  seconde  masse  était  seule  échaulTée  et  que  les  températures 
[,,«1,  ....  a„  Tussent  nulles,  on  aurait 

I            a       r,.        ,271.       ait  ,.        ,271  3Jt"l-«^"<»*"-f 

-  -«(+  -rt,    sin(y  —  i)  I  —  sin  I hCOS(y  — 'Ji  —  COS  i  — ■    e 

a      r  ■    ,  ■       ^    aJT    .       37t  ,  ,        ,    ?it  ai;"!   -«  =  "'"^'t 

+  -a,   sin(y  —  1)3  —  sma h  cosfy  —  1)2  —  cosa —     e     " 


<-t.  si  l'on  supposait  que  toutes  les  températures  initiales  Tussent  nulles, 
<>xcepté  a,  et  a,,  on  trouverait  pour  la  valeur  de  <Xj  la  somme  des  va- 
leurs trouvées  dans  chacune  des  deux  liypotlièses  précédentes.  En 
fçénéral,  il  est  facile  de  conclure  de  l'équation  générale  (e)  de  l'ar- 
ticle 273  que,  pour  trouver  la  loi  suivant  laquelle  les  quantités  ini- 
tiales de  chaleur  se  répartissent  entre  les  masses,  on  peut  considérer 
séparément  les  cas  où  les  températures  initiales  seraient  nulles,  ex- 
cepté une  seule.  On  supposera  que  la  quantité  de  chaleur  contenue 
dans  une  des  masses  se  communique  à  toutes  les  autres,  en  regardant 
CCS  dernières  comme  alTectées  de  températures  nulles;  et,  ayant  fait 
cette  hypothèse  pour  chacune  des  masses  en  particulier,  à  raison  de  la 
chaleur  initiale  qu'elle  a  reçue,  on  connaîtra  quelle  est,  après  un 
temps  donné,  la  température  de  chacun  des  corps,  en  ajoutant  toutes 
les  températures  que  ce  même  corps  a  dû  recevoir  dans  chacune  des 
hypothèses  précédentes. 

275. 

Si,  dans  l'équation  générale  (e)  qui  donne  la  valeur  de  olj,  on  sup- 
pose que  le  temps  a  une  valeur  infinie,  on  trouvera 

*■'  ^  i  2  "" 

en  sorte  que  chacune  des  masses  aura  acquis  la  température  moyenne, 
résultat  qui  est  évident  par  lui-même. 

A  mesure  que  la  valeur  du  temps  augmente,  le  premier  terme 
'  V  a,  devient  de  plus  en  plus  grand  par  rapport  au  suivant,  ou  à  la 
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somme  des  suivants.  Il  en  est  de  même  du  second  par  rapport  aux 
termes  qui  le  suivent;  et,  lorsque  le  temps  a  acquis  une  valeur  consi- 
dérable, la  valeur  de  «y  est  représentée  sans  erreur  sensible  par  l'équa- 
tion suivante  ; 

+  COS(y— r)-^2,'^'<^«s{(  — I)— Je 

En  désignant  par  a  et  6  les  coeflicients  de  sin(y— i) —  et  de 
cos(y  —  i) — .  et  para)  la  fraction  e    ""'"    " ,  on  aura 


=  i2-h 


^U-'^-, 


Les  quantités  a  et  6  sont  constantes,  c'est-à-dire  indépendantes  du 
temps  et  de  la  lettre  y  qui  indique  le  rang  de  la  masse  dont  la  tempé- 
rature variable  est  a^;  ces  quantités  sont  les  mêmes  pour  toutes  les 
masses.  La  différence  de  la  température  variable  sc;  à  la  température 
finale  -  V  a,-  décroît  donc,  pour  chacune  des  masses,  proportionnelle- 
ment aux  puissances  successives  de  la  fraction  o>.  Chacun  des  corps 
tend,  de  plus  en  plus,  à  acquérir  la  température  linale  -  ^fli,  et  la  dif- 
férence entre  cette  dernière  limite  et  la  température  variable  du  même 
corps  finit  toujours  par  décroître  comme  les  puissances  successives 
d'une  fraction.  Cette  fraction  est  la  même,  quel  que  soit  le  corps  dont 
on  considère  les  changements  de  température  ;  le  coefficient  de  oj',  nu 

<isin«/4-  ècosM/, 
en  désignant  par  Uj  l'arc  (y  —  i)^ — >  peut  être  mis  sous  la  forme 

Asin(«j-v-  B), 
en  prenant  A  et  fi  tels  que  l'on  ait 

a  =  A  cosB,        6  =  A  sinB. 
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Si  l'on  voulait  déterminer  le  coefficient  de  co'  qui  se  rapporte  aux  corps 
suivants,  dont  la  température  est  ay^.,,  ay,j,  a;.,,  ....  il  faudrait 
ajoutera  uy  l'arc  — .  ou  2  — ,  et  ainsi  de  suite;  c'est-à-dire  que  l'on  a 
les  équations 

*■'     "  -  "^a^  =. K  sin  {B -h  Hj)r.,' -h..., 

ay4|  —  —  y  d/—  A  sini  B  +  «y+  I  — jw'-)-. .., 


276. 

On  voit  par  ces  équations  que  les  dernières  différences  entre  les 
températures  actuelles  et  les  températures  finales  sont  représentées 
par  les  équations  précédentes,  en  ne  conservant  que  le  premier  terme 
(lu  second  membre  de  chaque  équation.  Ces  dernières  différences 
varient  donc  selon  la  loi  suivante  :  si  l'on  ne  considère  qu'un  seul 
corps,  la  différence  variable  dont  il  s'agit,  c'est-à-dire  l'excès  de  la  tem- 
pérature actuelle  du  corps  sur  la  température  finale  et  commune,  dimi- 
nue comme  les  puissances  successives  d'une  fraction,  le  temps  augmen- 
tant par  parties  égales;  el  si  l'on  compare,  pour  un  même  instant,  la 
température  de  tous  les  corps,  la  différence  dont  il  s'agit  varie  propor- 
tionncliemcnt  aux  sinus  successifs  de  la  circonférence  divisée  en  par- 
tics  égales.  La  température  d'un  même  corps,  prise  à  divers  instants 
successifs  égaux,  est  représentée  par  les  ordonnées  d'une  logaritli- 
mique  dont  l'axe  est  divisé  en  parties  égales,  et  la  température  de 
chacun  de  ces  corps,  prise  au  même  instant  pour  tous,  est  représentée 
par  les  ordonnées  du  cercle  dont,  la  circonférence  est  divisée  en  par- 
ties égales.  Il  est  facile  de  voir,  comme  on  l'a  remarqué  plus  haut, 
que,  si  les  températures  initiales  sont  telles  que  les  différences  de  ces 
températures  à  la  température  moyenne  ou  finale  soient  proportion- 
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nelles  aux  sinus  successifs  des  arcs  multiples,  ces  différences  diminue- 
ront toutes  à  la  fuis  sans  cesser  d'être  proportionnelles  aux  mêmes 
sinus.  Cette  loi,  si  elle  régnait  entre  les  températures  initiales,  ne 
serait  point  troublée  par  l'action  réciproque  des  corps  et  se  conserverait 
jusqu'à  ce  qu'ils  eussent  tous  acquis  une  température  commune.  La 
différence  diminuerait  pour  chaque  corps  comme  les  puissances  suc- 
cessives d'une  même  fraction.  Telle  est  la  loi  la  plus  simple  à  laquelle 
puisse  être  assujettie  la  communication  de  la  chaleur  entre  une  suite 
de  masses  égales.  Lorsque  cette  loi  est  établie  entre  les  températures 
initiales,  elle  se  conserve  d'elle-même;  e(,  lorsqu'elle  ne  règne  point 
entre  les  températures  initiales,  c'est-à-dire  lorsque  les  différences  de 
ces  températures  à  la  température  moyenne  ne  sont  pas  proportion- 
nelles aux  sinus  successifs  des  arcs  multiples,  la  loi  dont  il  s'agit  tend 
toujours  à  s'établir;  et  le  système  des  températures  variables  finit 
bientôt  par  se  confondre  sensiblement  avec  celui  qui  dépend  des 
ordonnées  du  cercle  et  de  celles  de  la  logarithmique. 

Puisque  les  dernières  différences  entre  l'excès  de  la  température 
d'un  corps  sur  la  température  moyenne  sont  proportionnelles  aux  sinus 
de  l'arc  à  l'extrémité  duquel  le  corps  est  placé,  il  s'ensuit  que,  si  l'on 
désigne  deux  corps  placés  aux  extrémités  du  même  diamètre,  la  tem- 
pérature du  premier  surpassera  la  température  moyenne  et  constante 
autant  que  cette  température  constante  surpassera  celle  du  second 
corps.  C'est  pourquoi,  si  l'on  prend  à  chaque  instant  la  somme  des 
températures  de  deux  masses  dont  la  situation  est  opposée,  on  trou- 
vera une  somme  constante;  et  cette  somme  aura  la  même  valeur  pour 
deux  masses  quelconques  placées  aux  extrémités  d'un  même  diamètre. 

277. 

Les  formules  qui  représentent  les  températures  variables  des  masses 
disjointes  s'appliquent  facilement  à  la  propagation  de  la  chaleur  dans 
les  corps  continus.  Pour  en  donner  un  exemple  remarquable,  nous  dé- 
terminerons le  mouvement  de  la  chaleur  dans  une  armille  au  moyen 
de  l'équation  générale  qui  a  été  rapportée  précédemment. 
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On  supposera  que  le  nombre  n  des  masses  croit  successivement,  et 
qu'en  même  temps  la  longueur  de  chaque  masse  décroit  dans  le  même 
rapport,  afin  que  la  longueur  du  système  ait  une  valeur  constante  égale 
à  3T.  Ainsi  le  nombre  n  des  masses  sera  successivement  3,  ou  4>  ou  ^^ 
ou  16,  à  l'inBni,  et  chacune  des  masses  sera  u,  ou  ~i  ou  7)  ou  ^1  — 
M  est  nécessaire  de  supposer  aussi  que  la  facilité  avec  laquelle  la  cha- 
leur se  transmet  augmente  dans  le  même  rapport  que  le  nombre  des 
masses  m;  ainsi  la  quantité  que  représente  K  lorsqu'il  n'y  a  que  deux 
masses  devient  double  lorsqu'il  y  en  a  quatre,  quadruple  s'il  y  en  a 
huit,  et  ainsi  de  suite.  En  désignant  par  g  cette  quantité,  on  voit  que 

le  nombre  K  devra  être  successivement  remplacé  par  g,  2g,  ^g 

Si  l'on  passe  maintenant  à  la  supposition  du  corps  continu,  on  écrint, 
au  lieu  de  m,  valeur  de  chaque  masse  infiniment  petite,  l'élément  dx; 
au  lieu  du  nombre  n  des  masses,  on  mettra  -y-;  au  lieu  de  K,  on 
mettra  g-  ou  —■■ 

Quant  aux  températures  initiales  a,,  a, à„,  elles  dépendent  de 

la  valeur  de  l'arc  ,r  et,  en  considérant  ces  températures  comme  le^ 
états  successifs  d'une  même  variable,  la  valeur  générale  n,-  représente 
une  fonction  arbitraire  de  x.  L'indice  i  sera  alors  remplacé  par  ^■ 
A  l'égard  des  quantités  a,,  a^,  ...,  a„,  ces  températures  sont  des  va- 
riables qui  dépendent  des  deux  quantités  x  et  t.  En  désignant  par*' 
cette  variable,  on  aura  f  =  ç(a:,  rj.  L'indicey,  qui  marque  la  place  que 
l'un  des  corps  occupe,  sera  remplacé  par -^^  Ainsi,  pour  appliquer  l'a- 
nalyse précédente  au  cas  où  l'on  aurait  une  infinité  de  tranches,  for- 
mant un  corps  continu  dont  la  forme  serait  celle  d'une  armille,  il 
faudra  substituer  aux  quantités 


celles  qui  leur  correspondent,  savoir 
;n.'    ''^'    :â'    /t-r)' 
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On  fera  ces  substitutions  dans  l'équation  (e)  de  l'article  273  et  l'on 
écrira-rfa;*  au  lieu  de  s'taVdx,  et  i  ety  au  lieu  de  i—  i  cty  —  i.  Le 
premier  terme  -  Va,devient  la  valeur  de  l'inlégrale  —  i/[.T)dx  prise 
depuis  j:  =  o  jusqu'à  a;  =  air;  la  quantité  sin(y  —  i)  — ^  devient  ?Àr\jdx 
ou  sinx;  la  valeur  de  cos(y'—  i)  —  est  cosx;  celle  de 

-^a/Sin{(— I)  — 

est 

-  /  /(x)sin.r(ir, 

l'intégrale  étant  prise  depuis  x  =o  jusqu'il x  =  ait,  et  celle  de 
-^a,COsC(~i}  — 

est 

-  //(.r)cosxrfj-, 

l'intégrale  étant  prise  entre  les  mêmes  limites. 
On  obtient  par  ces  substitutions  l'équation 

.r,  ()  — i  —  —  I     /{x)dx  +  -\s\nx  1     /(^}sinJ7rf37  +  cos.r  /     f(x)v.o?<J:dx  \e-* 

^-  -    sinaa;  /     /{x)sin abêtir  h-  cosa^  /     f(a:)CQSix  Ja-  \e  ■-'■«'^•' 

ef ,  représentant  par  k  la  quantité  gît,  on  aura 

!7ri'  —  -  /      /(j;)rfx-t-    sina:  /      f{x)smj:da!  -i-cosj;  /      f(-r)  e.os-cd.i-  le"*' 
r         /■■"  r"'  1 

4-   sinax  j      /{x)sin^xdx  -Hcosax  /      /{x)cos'ixdx  le  »  " 
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Cette  solution  est  la  même  q^ue  celle  qui  a  été  rapportée  dans  la  Sec- 
lion  précédente  (p.  244);  elle  donne  lieu  à  diverses  remarques  : 

1"  Il  ne  serait  pas  nécessaire  de  recourir  à  l'analyse  des  équations 
aux  différences  partielles  pour  obtenir  l'équation  générale  qui  exprime 
le  mouvement  de  la  chaleur  dans  une  armille.  On  pourrait  résoudre  la 
question  pour  un  nombre  déterminé  de  corps  et  supposer  ensuite  ce 
nombre  inflni.  Cette  méthode  de  calcul  a  une  clarté  qui  lui  est  propre, 
et  qui  dirige  les  premières  recherches.  Il  est  facile  ensuite  de  passer  à 
une  méthode  plus  coucise,  dont  la  marche  se  trouve  naturellement 
indiquée.  On  voit  d'abord  que  la  distinction  des  valeurs  particulières 
qui,  satisfaisant  à  l'équation  aux  différences  partielles,  composent  la 
valeur  générale  dérive  de  la  règle  connue  pour  l'intégration  des  équa- 
tions ditférentielles  linéaires  dont  les  coelTïcients  sont  constants.  Cette 
distinction  est  d'ailleurs  fondée,  comme  on  l'a  vu  plus  haut,  sur  les 
(conditions  physiques  de  la  question. 

3°  Pour  passer  du  cas  dos  masses  disjointes  à  celui  d'un  corps  con- 
tinu, nous  avons  supposé  que  le  coefficient  K  augmentait  proportioD- 
nellement  au  nombre  n  des  masses.  Ce  changement  continuel  du 
nombre  K  est  une  suite  de  ce  que  nous  avons  démontré  précédemment,  , 
savoir  que  la  quantité  de  chaleur  qui  s'écoule  entre  deux  tranches  d'un 
même  prisme  est  proportionnelle  à  la  valeur  de  -j-i  a;  désignant  l'ab- 
scisse qui  répond  à  la  section  etc  la  température.  Au  reste,  si  l'on  ne 
supposait  point  que  le  coelTicicntK  augmente  proportionnellement  au 
nombre  des  masses  et  que  l'on  retint  une  valeur  constante  pour  ce 
coefficient,  on  trouverait,  en  faisant  n  infini,  un  résultat  contraire  à 
celui  qu'on  observe  dans  les  corps  continus.  La  dilTusion  de  la  chaleur 
serait  infiniment  lente  et,  de  quelque  manière  que  la  masse  eût  été 
échauffée,  la  température  d'un  point  ne  subirait  aucun  changement 
sensible  pendant  un  temps  déterminé,  ce  qui  est  opposé  aux  faits. 
Toutes  les  fois  que  l'on  a  recours  à  la  considération  d'un  nombre  infini 
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de  masses  séparées  qui  se  transmettent  la  chaleur  et  que  l'c 
passer  au  cas  des  corps  continus,  il  faut  attribuer  au  coefficient 
mesure  la  vitesse  de  la  transmission,  une  valeur  proportionn 
nombre  des  masses  infiniment  petites  qui  composent  le  corps 
3°  Si,  dans  la  dernière  équation  que  nous  venons  d'oblen 
exprimer  la  valeur  de  c,  ou  <f{cc,  i),  on  suppose  f  =  o,  ii  sera 
saire^que  l'équation  représente  l'état  initial;  on  aura  donc  p: 
voie  l'équation  {p)  que  nous  avons  obtenue  précédemment  (p 
savoir  : 

7r/(j-)  — -  /      f{x)dx  -Hcos^  /     f{/t)  cosxdx  +  cos2j-  /     /(j')cos2 
-l-sin;r/      /(j-)  sin  xrfx  +  sin  ax  /       f{x)5iti2 

Ainsi  ce  théorème  qui  donne,  entre  des  limites  assignées.  1 
loppement  d'une  fonction  arbitraire  en  série  de  sinus  et  de 
d'arcs  multiples  se  déduit  des  règles  élémentaires  du  calcul.  Or 
ici  l'origine  du  procédé  que  nous  avons  employé  pour  faire  dis| 
par  des  intégrations  successives  tous  les  coefficients,  excepté  i 
dans  l'équation 

ff(ar)  —  a  +  a,C08x-f-  ff,cosax  -i- a, ces 3a-  +. . . 
-h  b,  sinar  +  b,s\ii2X  +  ij  SÎn3-r  +  . . ,; 

ces  Intégrations  correspondent  aux  éliminations  des  diverses  in( 
dans  les  équations  (m)  (p.  380  et  suiv.)  et  l'on  reconnaît  cla 
par  cette  comparaison  des  deux  méthodes  que  l'équation  (U)(p: 
vante)  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  t 
sans  que  l'on  soit  fondé  à  l'appliquer  aux  valeurs  de  x  qui  e 
ces  limites. 

279. 

La  fonction  if{x,l)  qui  satisfait  à  la  question,  et  dont  la  va 
déterminée  par  l'équation  (E)  (p.  apS),  peut  être  exprimée  c( 
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)^//(a)rf3(-H[2sin^//{a)smarfa  +  acos^//(3t)cosarf3r]e-*' 

+  [3sin3j-  f/(x)sia3ada  -t-acosSj:  f/(a)cosis[({x}e-''" 


)  —  j     /(x)da[i  +  (3sinj:8ilia  +  a  cos  j^  C08ot)e-*' 

+  (asiiia;rsinaa  -4-  acos2j-cosaa)e-''*' 
-t-(isin3^8in3c(  +  acos3.rcos3ot)e-*'" 


^/'"/(«)[. 


x)«-'-*']rf». 


le  2  affecte  le  nombre  i,  et  indique  que  la  somme  doit  être  prise 
I  à  j  =  ».  On  peut  aussi  comprendre  le  premier  terme  i  sous  ce 
S  et  l'on  a 

a7rç(j7,  ()=  /      /(«)  y  COSi(oi  — jr)e-''*'da. 

alors  donner  à  t  toutes  ses  valeurs  en  nombres  entiers  depuis 
isqu'à  +3=;  c'est  ce  que  l'on  a  indiqué  en  écrivant  les  limites 
t  +30  auprès  du  signe  S;  l'une  de  ces  valeurs  de  t  est  o.  Telle 
xpression  la  plus  concise  de  la  solution.  Pour  développer  le 
,  membre  de  l'équation,  on  supposera  i  =  o  et  ensuite  ('=  r,  -i, 
. .;  on  doublera  chaque  résultat,  excepté  le  premier  qui  répond 
I.  Lorsque  /  est  nul,  il  est  nécessaire  que  la  fonction  <^{x,t) 
ente  l'état  initial,  dans  lequel  les  températures  sont  égales  à 
tn  aura  donc  l'équation  identique  (' ) 

oint  aux  signes/  et  2  les  indices  des  limites  entre  lesquelles 
MT,  au  sujet  de  cette  Tonnulo,  la  Note  de  l'article  233,  p.  a34-  G-  D. 
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l'intégrale  et  la  somme  doivent  être  prises.  Ce  théorème  a  lieu  généra- 
lement, quelle  que  soit  la  fonue  de  la  fonction /(ir)  dans  l'intervalicde 
a;  ^  o  h  armait;  il  est  le  même  que  celui  qui  est  exprimé  | 
équations  qui  donnent  le  développement  de  V{x)  (p.  s'îl),  et  no 
rons  dans  la  suite  que  l'on  peut  démontrer  immédiatement  la 
de  l'équation  (B),  indépendamment  des  considérations  précédci 

280. 

Il  est  facile  de  reconnaître  que  la  question  n'admet  aucune  s 
dilTérente  de  celle  que  donne  l'équalion  (E)  (p.  agS).  En  effet,  I 
tion  9(^.  t)  satisfait  entièrement  à  la  question  el,  d'après  la  na 
l'équation  différentielle 

aucune  autre  fonction  ne  peut  jouir  de  cette  même  propriété 
s'en  convaincre,  il  faut  considérer  que,  le  premier  état  du  solid 
représenté  par  une  équation  donnée  c,  =f[x),  ta  fluxion  -^j  e 


c, -H  -^àt,  la  température  au  commencement  du  second  insl 

déduira  la  valeur  de  Cj  de  l'état  initial  et  de  l'équalion  diffère 
On  connaîtra  donc  de  la  même  manière  les  valeurs  c,,  v^,  v^,  .. 
la  température  d'un  point  quelconque  du  solide  au  commencer 
chaque  instant.  Or  la  fonction  9(0:,  t)  satisfait  à  l'état  initial,  | 

l'on  a 

9(^,o)^/(x). 

De  plus  elle  satisfait  aussi  à  l'équation  différentielle:  par  consi 


leurs  que  celles  qui  résulteraient  de  l'application  successive  1 
équation  différentielle  {a).  Donc  si,  dans  la  fonclion  tf(a:,t),  01 
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:cossivoiiicnl  à  t  les  valeurs  o,  (o,  ita,  3(i>,  ^(n,  ...,  <»  désignanl 
lénient  du  femjjs,  on  trouvera  les  mêmes  valeurs*',,  fj,  c»,  f,,  . . .  qui- 
n  aurait  déduites  de  l'état  initial  et  de  l'applicalioii  continuelle  de 
quation(a).  Donc  toute  fonction  ■|'(x, /)  qui  satisfait  à  l'équation  ditTé- 
ilielle  et  à  l'état  initial  se  confond  nécessairement  avec  la  fonction 
r, /);  car  ces  fonctions  donneront  l'une  et  l'autre  une  même  fonction 

X,  si  l'on  y  suppose  successivement  t  ^o,  to,  scu,  3  eu,  ....  ico 

On  voit  par  là  qu'il  ne  peut  y  avoir  qu'une  seule  solution  de  la  qnes- 
n  et  que,  si  l'on  découvre  d'une  manière  quelconque  une  fonction 
3:,i)  (|ui  satisfasse  ù  l'équation  diirérentielle  et  a  l'état  initial,  on 
,  assuré  qu'elle  est  la  même  que  la  précédente  donnée  par  l'équa- 
n(K). 

281. 

tacite  même  remarque  s'applique  à  toutes  les  reclierclies  qui  ont 
ur  objet  le  mouvement  varié  de  la  chaleur;  elle  suit  évidemment 
la  forme  même  de  l'équation  générale. 

("est  par  la  même  raison  que  l'intégrale  de  l'équation  (a)  ne  peut 
iitenir  qu'une  seule  fonction  arbitraire  en  x.  En  effet,  lorsqu'une 
leur  de  v  est  donnée  en  fonction  de  x  pour  une  certaine  valeur  du 
nps  t,  il  est  évident  que  toutes  les  autres  valeurs  de  f  qui  correspon- 
nt  il  un  temps  quelconque  sont  déterminées.  On  peut  donc  choisir 
litrairement  la  fonction  de  ce  qui  correspond  à  un  certain  état,  eï 
fonction  de  deux  variables  ^  et  /  se  trouve  alors  déterminée.  Il  n'en 
.  pas  de  même  de  l'équation 

e  nous  avons  employée  dans  le  Chapitre  précédent  et  qui  convient 
mouvement  constant  de  la  chaleur;  son  intégrale  contient  deux 
iclions  arbitraires  en  .r  et  y;  mais  on  peut  ramener  cette  recherche 
:elle  du  mouvement  varié,  en  considérant  l'état  final  et  permanent 
inme  dérivé  de  ceux  qui  le  précèdent,  et,  par  conséquent,  de  l'étal 
liai  qui  est  donné. 
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L'intégrale  que  nous  avons  donnée 


—  f   /(« 


''*'cosi(a  —  x)  rf« 


contient  une  fonction  arbitraire /(x),  et  elle  a  la  même  étendue  que 
l'intégrale  générale,  qui  ne  contient  aussi  qu'une  fonction  arbitraire 
enx;  ou  plutôt  elle  est  cette  intégrale  elle-même,  mise  sous  la  forme 
qui  convient  à  la  queslion.  En  elTel,  l'équation 

représentant  l'étal  initial,  el  l'équation 

représentant  l'état  variable  qui  lui  succède,  on  voit  que,  d'après  la 
forme  même  du  solide  écliaufTé,  la  valeur  de  v  ne  doit  point  changer 
lorsqu'on  écrit,  au  lieu  âe  ce,  x  ±.  2111,  (étant  un  nombre  entier  positif 
quelconque.  La  fonction 


r.X"/<' 


)2e-''*'cos((ot  — -r)rfst 


remplit  cette  condition;  elle  représente  aussi  l'état  initial,  lorsqu'on 
suppose  t  =  o;  car  on  a  alors 

équation  qui  a  été  démontrée  précédemment  (p.  234  et  398)  et  qu'il 
est  d'ailleurs  facile  de  vérifier.  Ëntin  la  même  fonction  satisfait  à 
l'équation  dilTérenlielle 


Quelle  que  soit  la  valeur  du  temps  t,  la  température  v  est  donnée  par 
une  série  très  convergente,  et  les  différents  termes  représentent  tous 
les  mouvements  partiels  qui  se  composent  pour  former  le  mouvement 
total.  A  mesure  que  le  temps  augmente,  les  états  partiels  de  l'ordre  le 
plus  élevé  s'effacent  rapidement  et  ne  conservent  aucune  innuenre 
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'éciablc;  en  sorte  (jue  le  nombre  des  valeurs  que  l'on  doit  donner  à 
posant  I  diminue  de  plus  en  plus.  Après  un  cerlain  temps,  le  sys- 
B  des  températures  est  représenté  sensiblement  par  les  termes  que 
trouve  en  donnant  à  i  les  valeurs  o,  ±  i  et  ±  2,  ou  seulement  o  et 
,  ou  eniîn  par  le  premier  de  ces  termes,  qui  est 


i-j: 


/(^)rf«; 


a  donc  une  relation  manifeste  entre  Ha  forme  de  la  solution  et  la 
clic  du  pbénomène  physique  que  l'on  a  soumis  à  l'analyse. 

282. 

[>ur  parvenir  à  cette  solution,  on  a  considéré  d'abord  les  valeurs 
lies  de  la  fonction  c  qui  satisfont  à  l'équation  difTérentielle;  on  a 
lé  ensuite  une  valeur  qui  convient  avec  l'état  initial  et  qui  a,  par 
iéquent,  toute  la  généralité  que  la  question  comporte.  Ou  pourrait 
re  une  iiiarcbe  diltërentc  et  déduire  la  même  solution  d'une  autre 
'ession  de  l'intégrale  ;  car,  cette  solution  étant  une  fois  connue,  on 
ransforme  aisément  les  résultats.  Si  l'on  suppose  que  le  diamètre 
a  section  moyenne  de  l'anneau  devient  de  plus  en  plus  grand  ii 
ini,  la  fonction  ■^{^.t)  reçoit,  comme  on  le  verra  par  la  suite,  une 
le  dilférente  et  se  confond  avec  l'intégrale  qui  contient  une  seule 
tion  arbitraire  sous  le  signe  d'intégrale  définie.  On  pourrait  aussi 
iqucr  cette  dernii^Tc  intégrale  à  la  question  actuelle;  mais,  si  l'on 
ornait  à  cette  application,  on  n'aurait  qu'une  connaissance  très 
arfaitedu  pbénomène:  caries  valeurs  des  températures  ne  seraient 
exprimées  par  des  séries  convergentes  et  l'on  ne  distinguerait 
X  les  étals  qui  se  succèdent  à  mesure  que  le  temps  augmente.  Il 
rait  donc  attribuer  à  la  fonction  qui  représente  l'état  initial  la 
le  périodique  que  la  question  suppose;  mais,  en  modifiant  ainsi 
i  intégrale,  on  n'aurait  point  d'autre  résultat  que  celui-ci  : 


9(x,0^ 


z—  I      /(oc)2e-''*'cos((3;  — x)</a. 
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On  passe  aisément  de  cette  dernière  équation  à  l'intégrale  dont 
s'agit,  comme  nous  l'avons  prouvé  dans  le  Mémoire  qui  a  précédé  i 
Ouvrage.  Il  n'est  pas  moins  facile  d'obtenir  l'équation  en  partant 
l'intégrale  elle-même.  Ces  transformations  rendent  de  plus  en  pi 
manifeste  l'accord  des  résultats  du  calcul;  mais  elles  n'ajoutent  ri 
à  la  théorie  et  ne  constituent  nullement  une  analyse  difTérentc. 

On  examinera  dans  un  des  Cliapitres  suivants  les  différentes  forir 
que  peut  recevoir  l'intégrale  de  i'équatton  (a),  les  rapports  qu'ell 
ont  entre  elles  et  les  cas  où  elles  doivent  être  employées. 

Pour  former  celle  qui  exprime  le  mouvement  de  la  chaleur  dans  u 
armille,  il  était  nécessaire  de  résoudre  une  fonction  arbitraire  en  u 
série  de  sinus  et  cosinus  d'arcs  multiples;  les  nombres  qui  affectent 
variable  sous  les  signes  sinus  et  cosinus  sont  les  nombres  naturels 

3,  3,  4. Dans  la  question  suivante,  on  réduit  encore  la  fonctii 

arbitraire  en  une  série  de  sinus;  mais  les  coefficients  de  la  variât 
sous  le  signe  sinus  ne  sont  plus  les  nombres  i,  2,  3,  4-  ■  ■■;  ces  coef 
cients  satisfont  à  une  équation  déterminée,  dont  toutes  les  racines  so 
irrationnelles  et  en  nombre  infini. 
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DE  LA  PROPAGATION  DE  U  CHALEUR  DANS  UNE  SPHÈRE  SOLIDE. 


SECTION    I. 

OLtTION    GtHËRALE. 


283. 
La  question  de  la  propagation  de  la  clialeur  a  été  exposée  dans  le 
Chapitre  II,  Section  II,  article  117  (p.  pS);  elle  consiste  à  intégrer 
l'équation 

ûi         \dx*  "*■  X  dx) 
en  sorte  que  l'intégrale  satisfasse,  lorsque  x  =  X,  à  la  condition 


k  désigne  te  rapport  tj  et  k  désigne  le  rapport  ~  des  deux  conducibi- 
lités;  V  est  la  température  que  l'on  observerait,  après  le  temps  écoulé  (. 
dans  une  couche  sphériquc  dont  le  rayon  est  œ;  X  est  le  rayon  de  la 
sphère;  c  est  une  fonction  de  x  et  ïqui  équivaut  à  T[x)  lorsqu'on  sup- 
pose /  =  o.  La  l'onction  F{a')  est  donnée  ;  elle  représenté  l'état  initiai 
et  arbitraire  du  solide. 

Si  l'on  fait  y  =  vx,  y  étant  une  nouvelle  indéterminée,  on  aura, 
après  les  substitutions, 

dl  <)x^  ' 

ainsi  il  faut  intégrer  celte  dernière  équation,  et  l'on  prendra  ensuite 


DigJtJzcd  by 


Google 


CHAPITRE  V.  -  SPHÈRE  SOLIDE.  303 

V  =  ■-■  On  clierciiera  en  premier  lieu  quelles  sont  les  valeurs  les  plus 
simples  que  l'on  puisse  attribuer  à  y,  ensuite  on  en  formera  une  valeur 
générale  qui  satisfera  en  même  temps  à  l'équation  différenlielle,  à 
l'équation  à  la  surface  et  k  l'état  initial.  Il  sera  facile  de  reconnaître 
que»  lorsque  ces  trois  conditions  sont  remplies,  la  solution  est  com- 
plète et  que  l'on  ne  pourrait  en  trouver  aucune  autre. 

284. 
Soit  y  =  e^'a,  u  étant  une  fonction  de  x,  on  aura 


On  voit  d'abord  que,  la  valeur  de  t  devenant  infinie,  celle  de  v  doit 
être  nulle  dans  tous  les  points,  puisque  le  corps  est  entiitrement 
refroidi.  On  ne  peut  donc  prendre  pour  m  qu'une  quantité  négative. 
Or  A  a  une  valeur  numérique  positive;  on  en  conclut  que  la  valeur  de 
«  dépend  des  arcs  de  cercle,  ce  qui  résulte  de  la  nature  connue  de 
'*".  Soit 

«  =  Acosna;  -l-Bsinnx; 

on  aura  cette  condition 

m  =  -kn\ 

Ainsi  l'on  peut  exprimer  une  valeur  particulière  de  i'  par  l'équa- 
tion 

V—  — ■ — (Acosh:c  +  Bstn/ix); 

n  est  un  nombre  positif  quelconque,  et  A  et  B  sont  des  constantes.  On 
remarquera  d'abord  que  la  constante  A  doit  être  nulle;  car,  lorsqu'on 
fait  X  =  o,  la  valeur  de  r,  qui  exprime  la  température  du  centre,  ne 
peut  pas  être  infinie;  donc  le  terme  Acos/ia;  doit  être  omis. 
De  plus,  le  nombre  n  ne  peut  pas  être  pris  arbitrairement.  En  effet. 
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us  l'équatioQ  déterminée 

jstituc  la  valeur  de  v,  on  trouvera 

ncrcosna:  4- (/ijt  —  i)  sin/ix  —  o. 

imeI'é(|uation  doit  avoir  lieu  à  la  surface,  on  y  supposera  x  =  \, 
de  la  sphère,  ce  qui  donnera 

lang«X 
le  nombre  i  —  AX  et  posons  «X  =  e,  on  aura 

langï  ~  ■■ 

donc  trouver  un  arc  e  qui,  divisé  par  sa  tangente,  donne  un  quo- 
onnu  X,  et  l'on  prendra 


visible  qu'il  y  a  une  infinité  de  tels  arcs,  qui  ont  avec  leur  tan- 
un  rapport  donné;  en  sorte  que  l'équation  de  condition 


infinité  de  racines  réelles. 

285. 

constructions  sont  très  propres  à  faire  connaître  la  nature  île 
iquation.  Soit  {/ig.  12) 

u  =  iang£ 
Lion  d'une  ligne  dont  l'arc  t  est  l'abscisse  et  tt  l'ordonnée,  ft 
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l'équation  d'une  droite  dont  e  et  u  désignent  aussi  les  coordonnées.  Si  on 
élimine  u  entre  ces  deux  équations,  on  a  la  proposée  t  =  tangs.  L'in- 
connue £  est  donc  l'abscisse  du  point  d'intersection  de  la  courbe  et  At 
la  droite.  Cette  ligne  courbe  est  composée  d'une  infinité  d'arcs;  toutes 

les  ordonnées  correspondantes  aux  abscisses  -.  — >  — .  ^i  ■■•  soni 
infinies,  et  toutes  celles  qui  répondent  aux  points  0,  -k,  i%,  Zt,,  I^t,,  ... 
sont  nulles.  Pour  tracer  la  droite  dont  l'équation  est  u  =  r  =  — ^-r^  ■■ 
on  forme  le  carré  Oiwi  et,  portant  la  quantité  hX  de  t»  en  /i,  on  joini 


le  point  h  avec  l'origine  0.  La  courbe  dont  l'équation  est  u  =  tangs  a 
pour  tangente  à  l'origine  une  ligne  qui  divise  l'angle  droit  en  dcus 
parties  égales,  parce  que  la  dernière  raison  de  l'arc  à  sa  tangente 
est  I.  On  conclut  de  là  que,  si  X,  ou  i  —  ÂX,  est  une  quantité  moindre 
(|ue  l'unité,  la  droite  mOm  passe  à  l'origine  au-dessus  de  la  courbe 
nOn  et  qu'il  y  a  un  point  d'intersection  de  cette  droite  avec  la  premièrf 
brandie.  Il  est  également  évident  que  la  même  droite  coupe  toutes  Icf 
branches  ultérieures  nicn,  n2ir/ï,  ....  Donc  l'équation  — ^  =  X  a  un 
nombre  infini  de  racines  réelles.  La  première  est  comprise  entre  < 
et  -T'  la  deuxième  entre  u  et  — >  la  troisième  entre  ai:  et  — >  et  ainsi 
de  suite.  Ces  racines  approchent  extrêmement  de  leurs  limites  supé- 
rieures lorsque  leur  rang  est  très  avancé. 
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286. 


Si  l'on  veut  calculer  la  valeur  d'une  de  ces  racines,  par  exemple  de 
la  première,  on  peut  employer  la  règle  suivante  :  on  écrira  les  deux 
équations  e  =  arc  tang»  et  u  =  ^>  arc  tangu  désignant  la  longueur  de 
l'arc  dont  la  tangente  est  u.  Ensuite,  prenant  un  nombre  quelconque 
[>our//,  on  en  conclura,  au  moyen  de  la  première  équation,  la  valeur 
de  £;  on  substituei-a  cette  valeur  dans  ta  seconde  équation,  et  l'on  en 
Jéiluira  une  autre  valeur  de  u;  on  substituera  cette  seconde  valeur 
de  u  dans  la  première  équation  ;  on  en  déduira  la  valeur  de  e,  qui.  au 
moyen  de  la  seconde  équation,  fera  connaître  une  troisième  valeur  de  u. 
En  la  substituantdansia  première  équation,  on  aura  une  nouvelle  valeur 
de  e.  On  continuera  ainsi  de  déterminer  u  par  la  seconde  équation,  et  c 
par  la  première.  Celte  opération  donnera  des  valeurs  de  plus  en  plus 
approchées  de  l'inconnue  e;  la  construction  suivante  rend  cette  con- 
vei^ence  manifeste. 

En  effet,  si  le  point  u  correspond  {Jîg.  i3)  à  la  valeur  arbitraire  que 


l'un  attribue  a  l'ordonnée  u,  et  si  l'on  substitue  celte  valeur  dans  la 
première  équation  £  =  arc  tang«,  le  point  e  correspondra  ii  l'abscisse 
que  l'on  aura  calculée  au  moyen  de  celte  équation.  Si  l'on  substitue 
celle  abscisse  £  dans  la  seconde  équation  u  =  y.  on  trouvera  une  ordon- 
née «'  qui  correspond  au  point  u'.  Substituant  «'  dans  la  première 
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équation,  on  trouvera  une  abscisse  e'  qui  répond  au  point  e';  ensuite 
cette  abscisse,  étant  substituée  dans  la  seconde  équation,  fera  connaître 
une  ordonnée  «'  qui,  étant  substituée  dans  la  première,  fera  connaître 
une  troisième  abscisse  e",  ainsi  de  suite  à  l'infini.  C'est-à-dire  que, 
pour  représenter  l'emploi  continuel  et  alternatif  des  deux  équations 
précédentes,  il  faut,  par  le  point  u,  mener  l'horizontale  jusqu'à  la 
courbe,  parte  point  d'intersections  mener  la  verticale  jusqu'à  la  droite, 
par  le  point  d'intersection  u'  mener  l'horizontale  jusqu'il  la  courbe, 
par  le  point  d'intersection  e'  mener  la  verticale  jusqu'à  la  droite, 
ainsi  de  suite  à  l'infini,  en  s'abaissant  de  plus  en  plus  vers  le  point 
cherché. 

287. 

l^A  Jtg.  i3  qui  précède  représente  le  cas  oii  l'ordonnée  prise  arbi- 
trairement pour  «est  plus  grande  que  celle  qui  répond  au  point  'd'in- 
tersection. Si  l'on  choisit  au  contraire,  pour  la  valeur  initiale  de  «.une 
quantité  plus  petite  et  que  l'on  emploie  de  la  même  manière  les  deux 
équations 

s  =arclangH,         «  =  s-> 

on  parviendrait  encore  à  des  valeurs  de  plus  en  plus  approchées  de 
Fie.  ■',. 


l'inconnue.  hSiJlg.  it\  fait  connaître  que,  dans  ce  cas,  on  s'élève  con- 
tinuellement vers  le  point  d'intersection  en  passant  par  les  points  u,  i. 
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u',  t',  u",  £",  ...  qui  terminent  des  droites  horizontales  et  verticales. 
On  obtient,  en  partant  d'une  valeur  de  u  trop  petite,  des  quantités  e, 
t',  e",  e",  e" ,  ...  qui  convergent  vers  l'inconnue  et  sont  plus  petites 
qu'elle;  et  l'on  obtient,  en  partant  d'une  valeur  de  u  trop  grande,  des 
quantités  qui  convergent  aussi  vers  l'inconnue,  et  dont  chacune  est 
plus  grande  qu'elle.  On  connaît  donc  des  limites  de  plus  en  plus  res- 
serrées, entre  lesquelles  la  grandeur  cherchée  sera  toujours  comprise. 
L'une  et  l'autre  approximation  sont  représentées  par  la  formule 

t—..  .arctangj  YsrcUng    ^arclangl  j-arc  'ang=-  1    j. 

Lorsqu'on  aura  effectué  quelques-unes  des  opérations  indiquées,  les 
résultats  successifs  différeront  moins,  et  l'on  sera  parvenu  à  une  valeur 
approchée  de  e. 


On  pourrait  se  proposer  d'appliquer  les  deux  équations 


dans  un  ordre  différent,  en  leur  donnant  cette  forme 

U=::tangE,  £^^?,  «. 

On  prendrait  pour  e  une  valeur  arbitraire  et,  en  la  substituant  dans  la 
première  équation,  on  trouverait  la  valeur  de  u  qui,  étant  substituée 
dans  la  seconde  équation,  donnerait  une  seconde  valeur  de  t;  on  em- 
ploierait ensuite  cette  nouvelle  valeur  de  e  de  la  même  manière  qu'on 
u  employé  la  première.  Mais  il  est  facile  de  reconnaître,  par  les  construc* 
lions,  qu'en  suivant  le  cours  de  ces  opérations,  on  s'éloigne  de  plus 
en  plus  du  point  d'intersection,  au  lieu  de  s'en  approcher  comme  dans 
le  cas  précédent.  Les  valeurs  successives  de  t  que  l'on  obtiendrait 
diminueraient  continuellement  jusqu'à  zéro,  ou  augmenteraient  sans 
limite.  On  passerait  successivement  de  s"  en  u",  de  u"  en  e',  de  e'  en  u', 
de  u'  en  £,  ainsi  de  suite  à  l'infini. 
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La  règle  que  l'on  vient  d'exposer  pouvant  s'appliquer  au  calcul  de 
chacune  des  racines  de  l'équation 


qui  ont  d'ailleurs  des  limites  données,  on  doit  regarder  toutes  ces 
racines  comme  des  nombres  connus.  Au  reste,  il  était  seulement  néces- 
saire de  se  convaincre  que  l'équation  a  une  infinité  de  racines  réelles. 
On  a  rapporté  ici  ce  procédé  d'approximation,  parce  qu'il  est  fondé  sur 
une  construction  remarquable  qu'on  peut  employer  utilement  dans 
plusieurs  cas,  et  qu'il  fait  connaître  sur-le-champ  ta  nature  et  les 
limites  des  racines;  mais  l'application  qu'on  ferait  de  ce  procédé  à  l'é- 
quation dont  il  s'agit  serait  beaucoup  trop  lente;  il  serait  facile  de 
recourir  dans  la  pratique  à  une  autre  méthode  d'approximation. 

289. 

On  connaît  maintenant  une  forme  particulière  que  l'on  peut  donner 
a  la  fonction  c.  et  qui  satisfait  à  deux  conditions  de  la  question.  Cette 
solution  est  représentée  par  l'équation 


Le  coefficient  a  est  un  nombre  quelconque  et  le  nombre  n  est  tel  que 
l'on  a 

lang/iX 

Il  en  résulte  que,  si  les  températures  initiales  des  différentes  couches 

étaient  proportionnelles  au  quotient >  elles  diminueraient  toutes 

à  la  fois  en  conservant  entre  elles,  pendant  toute  la  durée  du  refroi- 
dissement, les  rapports  qui  avaient  été  établis;  et  la  température  de 
chaque  point  s'abaisserait  comme  l'ordonnée  d'une  logarithmique  dont 
l'abscisse  désignerait  le  temps  écouté.  Supposons  donc  que,  l'arc  i 
étant  divisé  en  parties  égales  et  pris  pour  abscisse,  on  élève  en  chaque 
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point  de  division  une  ordonnée  égale  au  rapport  du  sinus  à  l'arc.  Le 
système  de  toutes  ces  ordonnées  sera  celui  des  températures  initiales 
qu'il  faut  attribuer  aux  différentes  couches,  depuis  le  centre  jusqu'à  la 
surface,  le  rayon  total  X  étant  divisé  en  parties  égales.  L'arc  e  dont  la 
longueur  représenterait  dans  cette  construction  le  rayon  X  ne  doit  pas 
être  pris  arbitrairement;  il  est  nécessaire  que  cet  arc  ait  avec  sa  (an- 
(fente  un  rapportdonné.  Comme  il  y  a  une  infinité  d'arcs  qui  satisfont  à 
cette  condition,  on  formerait  ainsi  une  infinité  de  systèmes  des  tempé- 
ratures initiales,  qui  peuvent  subsister  d'eux-mêmes  dans  la  sphère 
sans  que  les  rapports  des  températures  changent  pendant  la  durée  du 
refroidissement. 

290. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  former  un  état  initial  quelconque,  au  moyen 
d'un  certain  nombre  ou  d'une  infinité  d'états  partiels,  dont  chacun 
représente  un  de  ces  systèmes  de  températures  que  nous  avons  consi- 
dérés précédemment,  et  dans  lesquels  l'ordonnée  varie  avec  la  dis- 
tance X,  proportionnellement  au  quotient  du  sinus  par  l'arc.  Le  mou- 
vement général  de  la  chaleur  dans  l'intérieur  de  la  sphère  sera  alors 
décomposé  en  autant  de  mouvements  particuliers,  dont  chacun  s'ac- 
complira librement  comme  s'il  était  seul. 

Désignons  par  n,,  n,,  n,,  ...  les  quantités  qui  satisfont  à  l'équation 


et  que  l'on  suppose  rangées  par  ordi'e,  en  commençant  par  la  plus 
petite;  on  formera  l'équation  générale 


Si  l'on  fait  /  =  o,  on  aura,  pour  exprimer  l'état  initial  des  tempéra- 
tures, 

a;c  =  (i,  sin/i,x  +  a, sinni.x  +  aiSinn|X-4-  a^ilan^x -^ 

La  question  consiste  à  déterminer,  quel  que  soit  l'état  initial,  les  coef- 
ficients a,,  «1,  a,,  a^,  Supposons  donc  que  Ton  connaisse  les 
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valeurs  de  v  depuis  a;  =  o  jusqu'à  ar  =  X,  et  représentons  ce  système 
de  valeurs  par  F{j;),  on  aura  (') 


(^)        F(x)=:-^(«,i 


291. 


Pour  déterminer  le  coefficient  a,,  on  multipliera  les  deux  membres 
de  l'équation  par  xsxnnœdr,  et  l'on  intégrera  depuis  -r  =  o  jusqu'à 
.r  =  X.  L'intégrale 

T&innx  dx. 


/^' 


prise  entre  ces  limites,  est 

— j -,  (—  msinnX  cosmX  -h/i  sinniX  cosnX). 

Si  m  et  n  sont  des  nombres  choisis  parmi  les  racines  n^, 
qui  satisfont  à  l'équation 

: V  —  '  —  AX, 

tangnX 

on  aura 

mX  nX 


langfnX       tangnX 
OU 

mcosmXsinnX  — /isinmXcosMX^o. 

On  voit  par  là  que  la  valeur  totale  de  l'intégrale  est  nulle;  mais  il  y  a 
un  seul  cas  où  cette  intégrale  ne  s'évanouit  pas  :  c'est  lorsque  m  =  n. 
Elle  devient  alors  ~  et,  par  l'application  des  règles  connues,  elle  se  ré- 
duit à 

-X— y'^sinanX. 

(')  Fourier  va  déterminer  les  coerGcienIs  at,  oi,  . . .,  mais  ou  admettant  que  le  déve- 
loppement est  poBBiblo,  quelle  que  soit  la  fonction  arbitraire  F(;r)  qui  définit  l'état  initial; 
or  c'est  là  un  point  qui  n'est  nullement  démontré.  Poisson,  qui  a  signalé  ce  défaut  de  la 
solution  de  Fourier,  a  proposé,  dans  sa  Théorie  de  la  chaleur,  une  méthode  d'exposition 
différenie,  mais  qui  no  fait  que  reporter  sur  un  autre  point  exactement  la  même  diffi- 
culté. G.  D. 
F.                                                                                                      ko 
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résulte  de  là  que,  pour  avoir  la  valeur  Ju  cocfiiciorit  a,  dans  l'équa- 
(>ii  f(?\  il  faul  écrire 

•:  si^çufî  /  indiquant  que  l'on  prend  l'intégrale  depuis  .r  =  u  jusqu'à 
~  \.  On  aura  pareillement 

!  /a  F(J-)sinH,.i.rfj-:^rt,  (X       -_  '    sitiaMiX). 

il  déterminera  de  niénic  tous  les  coelVicicnts  suivants.  Il  est  aisé  de 
lirqiie  l'intéjçrale  définie 

toujours  une  valeur  déterminée,  quelle  que  puisse  être  la  fonction 
bitraire  F(.c).  Si  cette  fonction  F(r)  est  représentée  par  l'ordonnée 
iriable  d'une  ligne  qu'on  aurait  tracée  d'une  manière  quelconque,  la 
nctioii  irF(a')  sin/ix  correspondra  aussi  à  l'ordonnée  d'une  seconde 
i^ne  que  l'on  construirait  facilement  au  moyen  de  la  première.  L'aire 
rininée  par  cette  dernière  ligne  entre  les  abscisses  x=  o,  x=  X  fera 
innaitre  le  coefficient  (t,,  i  étant  l'indice  du  rang  de  ta  racine  n. 

La  fonction  arbitraire  F{x)  entre  dans  chaque  coefficient  sous  le 
^ne  de  l'intégration  et  donne  à  la  valeur  de  f  toute  la  généralité  que 

question  exige;  on  parvient  ainsi  à  l'équation  suivante  : 

sin«|j-  /  J-F(.r)siii«|jrfr  siri/j,.i'  j  xh'{.t)s'tnit,j-dj^ 

X '-s\ain,\  \-  -'--sin3/i,X 

3'fi  a /Il 

•Ile  est  la  forme  que  l'on  doit  donner  à  l'intégrale  générale  de  re- 
lation 

àl  ~~      ÔJr'        .r  dx 

>ur  qu'elle  représente  le  mouvement  de  la  chaleur  dans  la  sphère 
lide.  En  cfiet,  toutes  les  conditions  de  la  question  seront  remplies  : 
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i"  L'équation  aux  différences  partielles  sera  satisfaltt'. 
20  La  quantité  de  chaleur  qui  s'écoule  à  la  surface  couvieiidra  à  la 

fois  à  l'action  mutuelle  des  dernières  couches  et  à  l'action  de  l'air  sur 

la  surface,  c'est-à-dire  que  l'équation 

il  laquelle  chacune  des  parties  de  la  valeur  de  c satisfait  lorsque  ,r  =  X. 
aura  lieu  aussi  lorsqu'on  prendra  pour  c  Li  .somme  de  touleti  ces 
parties. 

3"  La  solution  donnée  conviendra  à  l'état  initiât  lorsqu'on  supposerji 
le  temps  nuL' 

292. 

Les  racines  n,,  n^,  n,,  n„  ...  de  l'équation 

langnX 
sont  très  inégales;  d'où  l'on  conclut  que,  si  la  valeur  du  temps  écoulé  / 
est  considérable,  chaque  terme  de  la  valeur  de  v  est  extrêmement  petit 
par  rapport  à  celui  qui  le  précède.  A  mesure  que  le  temps  du  refroi- 
dissement augmente,  les  dernières  parties  de  la  valeur  de  c  cessent 
d'avoir  aucune  influence  sensihie;  et  ces  états  partiels  et  élémentaires 
qui  composent  d'abord  le  mouvement  général,  et  qui  sont  superposés 
de  telle  manière  qu'ils  puissent  comprendre  l'état  initial,  disparaissent 
presque  entièrement,  excepté  un  seul.  Dans  ce  dernier  étal,  les  tem- 
pératures de-s  différentes  couches  décroissent  depuis  le  centre  jusqu'à 
la  surface,  de  même  que,  dans  le  cercle,  les  rapports  du  sinus  à  l'arc 
décroissent  à  mesure  que  cet  arc  augmente.  Cette  loi  règle  naturelle- 
ment la  distribution  de  la  chaleur  dans  une  sphère  solide.  Lorsqu'elle 
commence  -à  subsister,  elle  se  conscn'e  pondant  toute  la  durée  du 
refroidissement.  Quelle  que  soit  la  fonction  F(jr)  qui  représente  l'état 
Initial,  la  loi  dont  il  s'agit  tend  de  plus  en  plus  à  s'établir  ;  et,  lorsque 
le  refroidissement  a  duré  quelque  temps,  on  peut  supposer  qu'elle 
existe  sans  erreur  sensible. 
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293. 


lous  appliquerons  la  solution  générale  au  cas  où  la  sphère,  ayant 
longtemps  plongée  dans  un  liquide,  a  acquis  dans  tous  ses  points 
même  température.  Dans  ce  cas,  la  fonction  F{ir)  est  i ,  et  fa  déter- 
ation  des  coefficients  se  réduit  a  intégrer  xsinnxiir,  depuis  ir=o 

[u'à  X  — X;  cette  intégrale  est ,^ -  Donc  la  valeur 

I  coeHicient  quelconque  est  exprimée  ainsi 

^  a  sinrtX  — nXcosrtX 
"  ~  «  rtX  — aiiwrx"côi7rx' 

ing  du  coedicieiit  est  déterminé  par  celui  de  la  racine  n;  l'équation 
donne  ces  valeurs  de  it  est 


"'  «  «XcosécrtX  —  cosfiX 

est  aisé  maintenant  de  former  la  valeur  générale;  elle  est  donnée 
l'équation 

«-*".' sin/iij"  e~*"!'sin/ii  j- 


'*       /i,  (n,Xcosécn,X  —  cos/iiX)       /i,(«,Xcoséc/iiX  — cos«iX) 
lésignant  par  e,,  £,,  e^,  e les  racines  de  l'équation 

langî 

>s  supposant  rangées  par  ordre  en  commençant  par  la  plus  petite. 

plaçant  n,X,  rt^X,  n^X,  . ..  par  e,,  Cj,  e ,  et  mettant  au  lieu  de 

Meurs  valeurs  ^tt  et  j^i  on  aura,  pour  exprimer  les  variations  des 
pératures  pendant  le  refroidissement  d'une  sphëre  solide  qui  avait 
jniformément  échauffée,  l'équation 


K      \  X       E,  COSéCE,  —  COSfi  X       î,  COSéCtt  —  COSEï 

'x  ''X 
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SECTION  II. 

RBNARQUES   DIVERSES  SUR    CETTE   SOLCTIOK. 

294. 

Nous  exposerons  quelques-unes  des  conséquences  que  l'on  peut 
déduire  de  la  solution  précédente.  Si  l'on  suppose  que  le  coefficient  h, 
qui  mesure  la  facilité  avec  laquelle  la  chaleur  passe  dans  l'air,  a  une 
très  petite  valeur,  ou  que  le  rayon  X  de  la  sphère  est  très  petit,  la 
moindre  valeur  de  e  sera  extrêmement  voisine  de  zéro,  en  sorte  que 

l'équation 

t  A  „ 

7 —  —  I  —  ïf  X 

tangf  K 

se  réduit  ii 


=(- 


3.3 

ou,  en  omettant  les  puissances  supérieures  de  e. 

D'un  autre  côté,  la  quantité  ~ coss  devient,  dans  la  même  hypo- 
thèse, — jT^  ■  Quant  au  terme  - 
slitutions  dans  l'équation  générale,  on  aura 


On  peut  remarquer  que  les  termes  suivants  décroissent  très  rapide- 
ment en  comparaison  du  premier,  parce  que  la  seconde  racine  «i  est 
beaucoup  plus  grande  que  zéro;  en  sorte  que,  si  les  quantités  h  ou  X 
ont  une  petite  valeur,  on  doit  prendre,  pour  exprimer  les  variations 
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(les  températures,  réquation 


Ainsi  les  différentes  enveloppes  spliériques  dont  le  solide  est  coinposp 
nuiservent  une  température  commune  pendant  toute  la  durée  du  rcrroi- 
disseinent.  Cette  température  diminue  comme  l'ordonnée  d'une  loga- 
rithmique, le  temps  étant  pris  pour  abscisse;  la  température  initiale. 
(|ui  est  I,  se  réduit  aprës  te  temps  t  à 


Pour  que  la  tempéralure  devienne  égale  à  la  fraction  —,  il  faut  que  la 
valeur  de  (  soit  -' ■.-  logm.  Ainsi,  pour  des  sphères  de  même  matière 
qui  ont  des  diamètres  différents,  les  temps  qu'elles  mettent  ii  perdre  la 
nmitié,  ou  même  une  fraction  déterminée  de  leur  chaleur  actuelle, 
lorsque  la  conducibilité  extérieure  est  extrêmement  petite,  sont  pro- 
portionnels à  leurs  diamètres.  Il  en  est  de  même  des  sphères  solides 
»lont  le  rayon  est  très  petit;  et  l'on  trouverait  encore  le  même  résultat 
en  attribuant  à  la  conducibilité  intérieure  K  une  très  grande  valeur.  Il 

a  lieu,  en  général,  lorsque  la  quantité  -vr-   est  très  petite.  On   peut 

regarder  le  rapport  jt  comme  très  petit,  lorsque  le  corps  qui  se  refroidi! 

est  formé  d'un  liquide  continuellement  agité  que  renferme  un  vase 
sphérique  d'une  petite  épaisseur.  Cette  hypothèse  est  en  quelque  sorte 
la  même  que  celle  d'une  conducibilité  parfaite;  donc  la  température 
décroit  suivant  la  loi  exprimée  par  l'équation 


On  voit  par  ce  qui  précède  que,  dans  une  sphère  solide  qui  se  refroi- 
dit depuis  longtemps,  les  températures  décroissent,  depuis  le  centre 
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jusqu'à  la  surface,  comme  le  quotient  du  sinus  par  l'arc  décroît  depuis 
l'origine,  où  il  est  i,  jusqu'à  l'extrémité  d'un  arc  donné  t,  le  rayon  de 
chaque  couclic  étant  représenté  par  la  longueur  variable  de  cet  arc.  Si 
la  sphère  a  un  petit  diamètre,  ou  si  la  conducibilité  propre  est  beau- 
coup plus  grande  que  la  conducibilité  extérieure,  les  températures  des 
couches  successives  diffèrent  très  peu  entre  elles,  parce  que  l'arc 
total  £,  qui  représente  le  rayon  X  de  la  sphère,  a  très  peu  d'étendu*-. 
.Alors  la  variation  de  la  température  v  commune  à  tous  les  points  est 
donnée  par  l'équation 


Ainsi,  en  comparant  les  temps  respectifs  que  deux  petites  sphères  em- 
ploient à  perdre  la  moitié,  ou  une  partie  alîquote,  de  leur  chaleur 
actuelle,  on  doit  trouver  que  ces  temps  sont  proportionnels  aux  dia- 
mètres. 

296. 

Le  résultat  exprimé  par  l'équation  précédente  ne  convient  qu'à  des 
masses  d'une  forme  semblable  et  de  petite  dimension.  Il  était  connu 
depuis  longtemps  des  physiciens,  et  il  se  présente  pour  ainsi  dire  de 
lui-même.  En  efîet,  si  un  corps  quelconque  est  assez  petit  pour  que 
l'on  puisse  regarder  comme  égales  les  températures  des  différents 
points,  il  est  facile  de  reconnaître  la  loi  du  refroidissement.  Soient  i 
la  température  initiale  commune  à  tous  les  points,  et  f  la  valeur  de 
cette  température  après  le  temps  écoulé  l;  il  est  visible  que  la  quantité 
de  chaleur  qui  s'écoule  pendant  l'instant  f/^  dans  le  milieu  supposé 
entretenu  à  la  température  o,  est  /tSvdt,  en  désignant  par  S  la  surface 
extérieure  du  corps.  D'un  autre  côté,  C  étant  la  chaleur  qui  est  néces- 
saire pour  élever  l'unité  de  poids  de  la  température  o  à  la  tempéra- 
ture I,  on  aura  CDV  pour  l'expression  de  la  quantité  de  chaleur  qui 
porterait  le  volume  V  du  corps  dont  la  densité  est  D  de  la  tempéra- 
ture o  à  la  température  i .  Donc  ....y  est  la  quantité  dont  la  tempéra- 
ture c  est  diminuée  lorsque  le  corps  perd  une  quantité  de  chaleur 
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égale  à  hSi't/t.  On  doit  donc  avoir  l'équation 
'AScA 


rfi-^- 


CUV 


Si  le  corps  -a  la  forme  spliérique,  on  aura,  en  appelant  X  le  rayon  total, 
l'équation 


297. 

Supposons  que  l'on  puisse  observer,  pendant  le  refroidissement  du 
corps  dont  il  s'agit,  deux  températures  c,  et  v,  correspondantes  aux 
temps  /,  et  t.,;  on  aura 

AS  _  logt'i  —  logi') 
CDV~~T.^^," 

On  connaîtra  donc. facilement  par  l'expérience  l'exposant  tt^^-  Si  l'on 
fait  cette  même  observation  sur  des  corps  ditférenls  et  si  l'on  connaît 
d'avance  le  rapport  de  leurs  chaleurs  spécifiques  C  et  C,  on  trouvera 
celui  de  leurs  conducibilités  extérieures  h  et  h'.  Réciproquement,  si 
l'on  est  fondé  à  regarder  comme  égales  les  valeurs  h  et  A'  de  la  condu- 
cibilité  extérieure  de  deux  corps  différents,  on  connaîtra  le  rapport  do 
leurs  chaleurs  spécifiques.  On  voit  parla  qu'en  observant  les  temps  du 
refroidissement  pour  divers  liquides  et  autres  substances  enfermées 
successivement  dans  un  même  vase  d'une  très  petite  épaisseur,  on 
peut  déterminer  exactement  les  chaleurs  spécifiques  de  ces  sub- 
stances. 

Nous  remarquerons  encore  que  le  coefficient  K  qui  mesure  la  condu- 
cibilité  propre  n'entre  point  dans  l'équation 


ainsi  li 


s  temps  du  refroidissement  dans  les  corps  de  petite  dimension 
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lie  dépendent  point  de  la  condiicibililé  propre,  et  l'observation  de  ces 
temps  ne  peut  rien  apprendre  sur  cette  dernière  propriété;  mais  on 
pourrait  la  déterminer  en  mesurant  les  temps  du  refroidissement  dans 
des  vases  de  différentes  épaisseurs 

298. 

Ce  que  nous  avons  dit  plus  haut  sur  le  refroidissement  d'uue  spliJire 
de  petite  dimension  s'applique  aux  mouvements  du  thermomètre  dans 
l'air  ou  dans  les  liquides.  Nous  ajouterons  les  remarques  suivantes  sur 
l'usage  de  cet  instrument. 

Supposons  qu'un  thermomètre  à  mercure  soit  plongé  dans  un  vase 
rempli  d'eau  échauffée,  et  que  ce  vase  se  refroidisse  librement  dans 
l'air,  dont  la  température  est  constante.  Il  s'agit  de  trouver  (a  loi  des 
abaissements  successifs  du  thermomètre. 

Si  la  température  du  liquide  était  constante  et  que  le  thermomètre  y 
fut  plongé,  il  changerait  de  température  en  s'approchant  très  prompte- 
ment  de  celle  du  liquide.  Soit  v  la  température  variable  indiquée  par 
le  thermomètre,  c'est-à-dire  son  élévation  au-dessus  de  la  température 
de  l'air;  soieutu  l'élévation  de  la  température  du  liquide  au-dessus  de 
celle  de  l'air,  et  t  le  temps  correspondant  à  ces  deux  valeurs  r  et  u.  Au 
commencement  de  l'instant  (/t  qui  va  s'écouler,  la  différence  de  la  tem- 
pérature du  thermomètre  à  celle  du  mercure  étant  c  —  u,  la  variable  f 
tend  à  diminuer,  et  elle  perdra,  dans  l'instant  dt,  une  quantité  pro- 
portionnelle à  c  —  /<,  en  sorte  que  l'on  aura  l'équation 

Pendant  le  même  instant  dt,  la  variable  u  tend  à  diminuer,  et  elle  perd 
une  quantité  proportionnelle  il  u,  en  sorte  que  l'on  a  l'équation 


Le  coefficient  H  exprime  la  vitesse  du  refroidissement  du  liquide  dans 

l'air,  quantité  que  l'on  peut  facilement  reconnaître  par  l'expérienee, 

F.  4i 
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cl  lp  coellicienl  h  exprime  ia  vitesse  avec  laquelle  le  thermomètre  se 
refroidit  dans  le  liquide.  Cette  dernière  vitesse  est  beaucoup  plus 
$;raiidc  que  H,  On  peut  pareillement  trouver  par  l'expérience  le  coefti- 
t'ient  h,  en  faisant  refroidir  le  thermomètre  dans  le  liquide  entretenu 
à  une  température  constante.  Les  deux  équations 

du  —  —  \\n  dt,         di-—  —  li(v—  u)  dt 
OU 

«  ^  Atf-'".  ~  =-/,,.  +  A  Ae-"' 

fournissent  celle-ci  : 

i' —  u  --.  he-'"  r^  ae  "', 

a  et  h  étant  dos  constantes  arbitraires  [  '  ).  Supposons  maintenant  que 
la  valeur  initiale  de  r  — «  soit  A,  c'est-à-dire  que  la  hauteur  du  ther- 
momètre surpasse  de  A  la  vraie  température  du  liquide  au  commence- 
ment de  l'immersion,  et  que  la  valeur  initiale  de  u  soit  E;  un  déter- 
minera a  et  h,  et  l'on  aura 

La  quantité  v  —u  est  l'erreur  du  ibermoniclre,  c'est-à-dire  la  diffé- 
rence qui  se  trouve  entre  la  température  indiquée  par  le  thermomètre 
et  la  température  réelle  du  liquide  au  même  instant.  Cette  différence 
est  variable  et  l'équation  précédente  nous  fait  connaître  suivantquelle 
loi  elle  tend  à  décroître.  On  voit,  par  l'expression  de  cette  différence 
V  —  u,  que  deux  de  ses  termes,  qui  contiennent  e-'",  diminuent  très 
rapidement,  avec  la  vitesse  qu'on  remarquerait  dans  le  thermomètre 
si  on  le  plongeait  dans  le  liquide  à  température  constante.  A  l'égard 
du  terme  qui  contient  e~"',  son  décroissement  est  beaucoup  plus  lent 
el  s'opère  avec  la  vitesse  du  refroidissement  du  vase  dans  l'air.  H 

<  '  )  La  valeur  de  a  est  Mo  à  celle  de  A  par  la  relation 
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résulte  de  là  qu'après  un  temps  bien  peu  considérable,  l'erreur  du 
tliermomèlre  est  représentée  par  le  seul  terme 

l'E       ...^      H 
A  —  Il  A  -  H 

299. 

Voici  maintenant  ce  que  l'expérience  apprend  sur  les  valeur: 
cl  h.  On  a  plongé  dans  l'eau,  à  8",  5  (division  octogésimatej,  ur 
momètre  qui  avait  d'abord  été  échauffé,  et  il  est  descendu  dauï 
de  4""  à  20"  en  six  secondes.  On  a  répété  plusieurs  fois  et  ave 
cette  expérience.  On  trouve,  d'après  cela,  que  la  valeur  de  c 
0,000042,  si  îe  temps  est  compté  en  minutes;  c'est-à-dire  que, 
vation  du  thermomètre  étant  E  au  commencement  d'une  minut 
sera  0,000042  E  à  la  lin  de  cette  minute.  On  trouve  aussi 

A|og,oe^4, 3761271     (■)■ 

On  a  laissé  en  même  temps  se  refroidir  dans  l'air  à  1  2"  un  vase  il 
celaine,  rempli  d'eau  échauffée  à  60".  La  valeur  de  f"  dans  oc 
été  trouvée  tie  o,ç)85i-'|.  celle  de  Hloge  est  o,oo(>">o.  On  vu 
là  combien  est  petite  la  valeur  de  la  fraction  e-'',  etque,  après  unt 
minute,  chaque  terme  multiplié  par  «""'n'est  pas  la  moitié  de  I 
millième  partie  de  ce  qu'il  était  an  commencement  de  cette  m 
On  doit  donc  n'avoir  aucun  égard  à  ces  termes  dans  la  valeur  de 
Il  reste  l'équation 


Hu  H      ll« 

'       "  ~    A   "^  A  —  H    A  ■ 

D'après  les  valeurs  trouvées  pour  H  et  h,  on  voit  que  cette  de 

{')  CeUo  valeur  de  A  osl  obtenue  par  l'emploi  de  la  Turmule  donnée  à  l'arLii 
retient,  où  l'on  doit  faire  H  =  o. 
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[{uantité  h  est  plus  de  six  cent  soixante>treize  fois 
:'est-à-dire  tjue  le  Ihermomètre  se  refroidit  dan 
i-unts  fuis  plus  vite  (]ue  le  vase  ne  se  refroidit  dans 

.    est  certaineinont  moindre  que  la  six-centième 

lie  la  température  de  l'eau  au-dessus  de  celle  de 

terme  r^^r,  —r-  ost  moindre  que  la  six-centième  j 

:|ui  est  déjà  très  petit,  il  s'ensuit  que  l'équation  < 
pour  représenter  très  exactement  l'erreur  du  tlieri 


£n  générai,  si  k  est  une  quantité  très  grande  par  r 
oujours  l'équation  précédente. 

300. 

L'examen  dans  lequel  on  vient  d'entrer  fourni 
rès  utiles  pour  la  comparaison  des  thermomètres. 

La  température  marquée  par  un  lliermoinèlre  pi» 
jui  se  refroidit  est  toujours  nn  peu  plus  forte  que 
^xcès,  ou  erreur  du  thermomètre,  diminue  en  mè 
:ation  du  thermomètre.  On  trouverait  In  quantité 
nultipliant  l'élévation  actuelle  h  (ju  thermomètre 
ifesse  H  du  refroidissement  du  vase  dans  l'air  ii  li 
lissementdu  thermomètre  dans  le  liquide.  Oti  po 
e  thermomètre,  lorsqu'il  a  été  plongé  dans  le  liq 
einpérature  inférieure.  C'est  même  ce  qui  arrivi 
nais  cet  état  ne  peut  durer;  le  thermomètre  com 
hcr  de  la  température  du  liquide;  en  mémo  te 
cfroidit,  de  sorte  que  le  thermomètre  passe  d'abo 
néme  du  liquide,  ensuite  il  indique  une  tcmpéi 
leu  différente  et  toujours  supérieure. 
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On  voit  par  ces  résultats  que,  si  l'on  plonge  dans  un  même  vase 
rempli  d'un  liquide  qui  se  refroidit  lentemenldifTérents  tliermomètres, 
ils  doivent  tous  indiquer  à  très  peu  près  la  même  température  dans  le 
même  instant.  Appelant  h,  h',  h",  ...  les  vitesses  du  rt'froidissement 

de  chacun  de  ces  thermomètres  dans  le  liquide,  on  aura  -i^>  -rr» 

^  Il       II' 

-pr'  •  ■  ■  pour  les  erreurs  respeclives.  Si  deux  thermomètres  sont  éj^ale- 
nient  scnsihies,  c'est-à-dire  si  les  quantités  A  et  h'  sonl  Ins  mêmes, 
leurs  températures  différeront  également  de  celles  du  liquide.  Les  coel'- 
ficients  h,  A',  h",  ...  ont  de  grandes  valeurs;  en  sorte  que  les  erreurs 
des  thermomètres  sont  des  quantités  extrêmement  petites  et  souvent 
inappréciables.  On  conclut  de  là  que,  si  un  thermomètre  est  construit 
avec  soin  et  peut  être  regardé  comme  exact,  il  sera  facile  de  construire 
plusieurs  autres  tliermomèires  d'une  exactitude  égale.  Il  sufBra  de 
placer  tous  les  thermomètres  que  l'on  voudra  diviser  dans  un  vase 
rempli  d'un  liquide  qui  se  refroidit  lentement,  et  d'y  placer  en  même 
temps  le  thermomètre  qui  doit  servir  de  modèle;  on  n'aura  plus  qu'à 
les  observer  tous  de  degré  en  degré,  ou  à  de  plus  grands  intervalles,  et 
l'on  marquera  les  points  où  le  mercure  se  trouve  en  même  temps  dans 
les  différents  thermomètres.  Ces  points  seront  ceux  des  divisions  cher- 
chées. Nous  avons  appliqué  ce  procédé  à  la  construction  des  thermo- 
mètres employés  dans  nos  expériences,  en  sorte  que  ces  instruments 
coïncidaient  toujours  exactement  dans  des  circonstances  semblables. 

Non  seulement  cette  comparaison  des  thermomètres  pendant  la  durée 
du  refroidissemcntdu  liquide  établitenlreeux  une  coïncidence  parfaite 
et  les  rend  tous  semblables  à  un  seul  modèle,  mais  on  en  déduit  aussi 
le  moyen  de  diviser  exactement  le  tube  de  ce  thermomètre  principal 
sur  lequel  tous  les  autres  doivent  être  réglés.  On  satisfait  ainsi  à  la 
condition  fondamentale  de  cet  instrument,  qui  est  que  deux  intervalles 
quelconques  comprenant  sur  l'échelle  un  même  nombre  de  degrés 
contiennent  la  même  quantité  de  mercure.  Au  reste,  nous  omettons 
ici  plusieurs  détails  qui  n'appartiennent  point  directement  à  l'objet  de 
notre  Ouvrage. 
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30i. 

On  a  cU'tonniiié,  dans  les  articles  précédents,  la  température  v  que 
ri'çoil,  après  le  temps  écoulé  /,  une  couche  sphèrique  intérieure  placée 
il  la  distance  .r  du  centre.  Il  s'agit  maintenant  de  calculer  la  valeur  d*" 
la  température  moyenne  de  la  sphère,  ou  celle  qu'aurait  ce  solide  si 
louie  la  quantité  de  chaleur  qu'il  contient  était  également  distribuée 
entre  tous  les  points  de  la  masse.  Le  solide  de  ta  sphère  dont  le  ravoti 

est  -r  étant  4"  y  'a  quantité  de  chaleur  contenue  dans  une  enveloppt? 
sphèrique  dont  la  température  est  t*  et  le  rayons-  sera4r<^(^  )■  Ainsi 
la  chaleur  movenne  est 


è/- 


l'intégrale  étant  pi'ise  depuis  x  =  o  jusqu'à  ;r  =  \.  On  mettra  pourr 
sa  valeur 


et  l'on  aura  l'équation 


.J     /'  .  3   /     sinrt.X  —  «i\cosn.\ 


i,\  —  n,\cosn,\ 


Ou  a  trouvé  précédemment 

_  .'ilsiii/),\  ■  -  «,\cos/i/X) 

Du  aura  donc,  en  désignant  par  ::  lu  température  moyenne, 
z         (sitiEi  —  £i  cosïi)'   -CuT'-î'      (sins,  — E,cos£,)'    '  rSv'i 


équation  dans  la<|Uelle  tous  les  coetricients  des  exponentielles  sont 
positifs. 


DigJtJzcd  by 


Google 


CHAPITRE  V.  -  SPHÈRE  SOLIDE.  :t'27 

302. 
Nous  considérerons  le  cas  où,  (ou)es  les  autres  conditions  demeu- 
rant les  mêmes,  la  valeur  X  du  rayon  de  la  sphère  deviendra  infiniment 
grande.  En  reprenant  la  construction  rapportée  en  l'article  285,  on 
voit  que,  la  quantité  -j^  devenant  infinie,  ta  droite  menée  par  l'origiju' 
et  qui  doit  couper  les  différentes  branches  de  la  courbe  se  confond 
avec  l'axe  des  x.  On  trouve  donc  pour  les  différentes  valeurs  de  i  les 
quantités  Tc,  au,  3iz 

Le  terme  de  la  valeur  de  s  qui  contient  e  "^"  ^'  devenant,  à  mesure 
que  le  temps  augmente,  beaucoup  plus  grand  que  les  suivants,  cette 
valeur  de  z,  après  un  certain  temps,  est  exprimée  sans  erreur  sensible 
par  le  premier  terme  seulement.  L'exposant  -t~  étant  égal  à  K  pf^^' 
on  voit  que  le  refroidissement  final  est  très  lent  dans  les  sphi;res  d'un 
grand  diamètre,  et  que  l'exposant  de  e  qui  mesure  la  vitesse  du  refroi- 
dissement est  en  raison  inverse  du  carré  des  diamètres. 

303. 
On  peut,  d'après  les  remarques  précédentes,  se  former  une  idée 
exacte  des  variations  que  subissent  les  températures  pendant  le  refroi- 
dissement d'une  sphère  solide.  Les  valeurs  initiales  de  ces  tempéra- 
tures changent  successivement,  à  mesure  que  la  chaleur  se  dissipe  par 
la  surface.  Si  les  températures  des  diverses  couches  sont  d'abord 
égales,  ou  si  elles  diminuent  depuis  la  surface  jusqu'au  centre,  elles 
ne  peuvent  point  conserver  leurs  premiers  rapports  et,  dans  tous  les 
cas,  le  système  tend  de  plus  en  plus  vers  un  état  durable  qu'il  ne 
tarde  point  à  atteindre  sensiblement.  Dans  ce  dernier  état,  les  tempé- 
ratures décroissent  depuis  le  centre  jusqu'à  la  surface.  Si  l'on  repré- 
sente par  un  certain  arc  e,  moindre  que  le  quart  de  la  circonférence, 
le  rayon  total  de  ta  sphère  et  que,  divisant  cet  arc  en  parties  égales,  on 
prenne  en  chaque  point  le  quotient  du  sinus  par  l'arc,  le  système  de 
■  ces  rapports  représentera  celui  qui  s'établit  de  lui-même  entre  les  tem- 
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pératures  des  couches  d'une  égale  épaisseur.  Dès  que  ces  derniers  rap- 
ports ont  lieu,  ils  continuent  de  sulisister  pendant  toute  la  durée  dti 
refroidissement.  Alors  chacune  des  températures  diminue  comme  l'or- 
donnée d'une  logarithmique,  le  temps  étant  pris  pour  abscisse.  On 
peut  reconnaître  que  cet  ordre  est  établi,  en   observant    plusieurs 

valeurs  successives  z,  z',  z",  z~ qui  désignent  la  température 

iDOv'cnne  pour  les  temps  /,  i  +  0,  f  -h  sB,  /  -t-  30,  .,.;  la  suite  de  ces 
valeurs  converge  toujours  vers  une  progression  géométrique  et,  lorsque 
les  quotients  successifs-^.  ~<  ^.  ■■■  ne  changent  plus,  on  en  conclut 
que  les  rapports  dont  il  s'agit  sont  établis  entre  les  températures. 
Lorsque  la  sphère  est  d'un  petit  diamètre,  ces  quotients  sont  sensible- 
ment égaux  dès  que  le  corps  commence  à  se  refroidir.  La  durée  du 
refroidissement  pour  un  intervalle  donné,  c'est-à-dire  le  temps  néces- 
saire pour  que  la  température  moyenne  =  soit  réduite  à  une  partie 
délerminéc  d'elle-même  —  >  est  d'autant  plus  grande  que  la.sphère  a  un 
plus  grand  diamètre. 

304. 

Si  deux  sphères  de  même  matière  et  de  dimensions  différentes  sont 
parvenues  à  cet  état  final  oii  les  températures  s'abaissent  en  conservant 
leurs  rapports,  ctque  l'on  veuille  comparer  les  durées  d'un  même  refroi- 
dissement, c'est-à-dire  le  temps  8  que  la  température  moyenne  =  de  la 
première  emploie  pour  se  réduire  à  —  >  et  le  temps  6'  que  la  tempéra- 
ture z'  de  la  seconde  met  à  devenir  — i  il  faut  considérer  trois  cas  diffé- 
rents. Si  les  sphères  ont  l'une  et  l'autre  un  petit  diamètre,  les  durées 
H  el  8'  sont  dans  le  rapport  même  des  diamètres.  Si  les  sphères  ont 
l'une  et  l'autre  un  diamètre  très  grand,  les  durées  0  et  8'  sont  dans  le 
rapport  des  carrés  des  diamètres;  et  si  les  sphères  ont  des  diamètres 
compris  entre  ces  deux  limites,  les  rapports  des  temps  seront  plus 
grands  que  ceux  des  diamètres,  et  moindres  que  ceux  de  leurs  carrés. 
On  a  rapporté  plus  haut  les  valeurs  exactes  de  ces  rapports. 

La  question  du  mouvement  de  la  chaleur  dans  une  sphère  comprend  - 
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celle  des  températiipes  terrestres.  Pour  traiter  cette  dernière  question 
avec  plus  d'étendue,  nous  en  avons  fait  l'objet  d'un  Chapitre  séparé  {'). 

305. 
L'usage  que  l'on  a  fait  précédemment  de  l'équation 

est  fondé  sur  une  construction  géométrique  qui  est  tri;s  propre  à  expli- 
quer la  nature  de  ces  équations.  En  effet,  cette  construction  fait  voie 
clairement  que  toutes  les  racines  sont  réelles  ;  en  même  temps  elle  en 
fait  connaître  les  limites  et  indique  les  moyens  de  déterminer  la 
valeur  numérique  de  chacune  d'elles.  L'examen  analytique  des  équa- 
tions de  ce  genre  donnerait  les  mêmes  résultats.  On  pourra  d'abord 
reconnaître  que  l'équation  précédente,  dans  laquelle  X  est  un  nombre 
connu,  moindre  que  l'unité,  n'a  aucune  racine  imaginaire  de  la  forme 
m  +  nyj—  i.  Il  suffit  de  substituer  au  lieu  de  t  cette  dernière  quantité, 
et  l'on  voit,  après  les  transformations,  que  le  premier  membre  ne  peut 
devenir  nul  lorsqu'on  attribue  à  m  et  n  des  valeurs  réelles,  à  moins 
que  n  ne  soit  nulle  (').  On  démontre  aussi  qu'il  ne  peut  y  avoir  dans 
cette  même  équation 

,  £COS£  — XsinE 

E  —  >,  taiiffs  =^0         ou         =^0, 

"  COSE 

aucune  racine  imaginaire,  de  quelque  forme  que  ce  soit. 

y  '  )  Cette -qucsli on,  qui  esl  oxaro'néa  avec  de  grands  détails  dans  lo  Mémoire  présonl^ 
en  ifli  I  par  Fourier  à  l'Académie  des  ScionceB,  a  été  laissée  de  côté  dans  l'Ouvrage  que 
nous  réimprimons.  La  phrase  du  texte  esl  reproduite  textuellement  d'après  lo  Mémoire  de 
Fourier.  Voir  Mémoires  de  l'Académie  (fer  Science,  t.  IV,  p.  4a6;  iSaJ.  G.  D. 

Cl  ËcrivODs  en  elTet  l'équation  sous  la  forme 


En  remplaçant  e  par  .r  +j  i  et  égalant  les  parties  imaginaires  dans  les  deux  membres, 


(1  est  aisé  de  voir  que  cette  équation  ne  peut  être  vérifiée  quand  ^-  cet  différent  Af  zéro 
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Kn  effet  :  i"  les  racines  imaginaires  du  facteur  —  =o  n'appar- 
ennent  pointa  l'équation  t  —  Xtang£  =  o,  puisque  ces  racines  sont 
lUles  (ie  la  forme  m  +■  n  \'^  r;  2°  l'équation  sine  —  j-cose  =  o  a  né- 
■ssaireinent  toutes  ses  racines  réelles  lorsque  X  est  moindre  que 
unité.  Pour  prouver  celte  dernière  proposition,  il  faut  considérer 
nt  comme  le  produit  d'une  infinité  de  facteurs,  qui  sont 

.(.-S)(.-^j)(.-3J^)(.-jîi,)-. 

cotisidcrer  cose  comme  dérivant  de  sine  par  la  différciitialion.  On 
ipposera  qu'au  lieu  de  former  sine  du  produit  d'un  nombre  infini  d(^ 
cteurs  on  emploie  seulement  les  m  premiers,  et  que  l'on  désigne  li; 
■oduil  par  Çm(£).  Pour  trouver  la  valeur  correspondante  qui  remplace 


r,  en  donnant  au  nombre  m  ses  valeurs  successives  1,  3,  3,  . 


e  le  second  membre  y  est  toujours  plus  grand  en  valeur  absolue  que  le  premier.  Kn 
ce  second  membre  peut  s'écrire 


second  membre  est  donc  plus  grand  que 


no  peut  donc  âlre  égal  à  celte  expression  multipliée  par  la  fraction  X. 
Il  y  a  dans  la  suite  do  cet  article  un  certain  nombre  de  points  inexacts  ou  contestables; 
lis,  comme  on  pourrait  le  supprimer  en  entier  sans  interrompre  la  suite  des  idées,  nous 
us  sommes  conleDlé  de  reproduire  sans  changement  le  tente  de  Fouher. 

G.  D. 
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puis  I  jusqu'à  l'infini,  on  reconnaîtra,  par  les  principes  ordini 
l'Algèbre,  la  nature  des  fonctions  de  e  qui  correspondent  à  ce 
rentes  valeurs  de  m.  On  verra  que,  quel  que  soit  le  nombre 
facteurs,  les  équations  en  £  qui  en  proviennent  ont  les  caractèi 
linctifs  de  celles  qui  ont  toutes  leurs  racines  réelles.  De  là  on 
rigoureusement  que  l'équation 


dans  laquelle  X  est  moindre  que  l'unité,  ne  peut  avoir  aucune 
imaginaire.  Cette  même  proposition  pourrait  encore  être  déduit 
analyse  différente  que  nous  emploierons  dans  un  des  Ghapiti 
vanis. 

Au  reste,  la  solution  que  nous  avons  donnée  n'est  point  fondé 
propriété  dont  jouit  cette  équation  d'avoir  toutes  ses  racines 
Il  n'aurait  donc  pas  été  nécessaire  de  démontrer  cette  proposii 
tes  principes  de  l'Analyse  algébrique.  Il  sulPit  pour  l'exactituc 
solution  que  l'intégrale  puisse  coïncider  avec  un  état  initi; 
conque;  car  tl  s'ensuit  rigoureusement  qu'elle  doit  représenli 
tous  les  états  subséquents. 
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306. 

louveiiient  de  la  chaleur  dans  un  cy 
est  i-eprésenté  par  les  équations 
^  _  _K_  /(JV      ^  dr\ 

n  a  rapportées  (p.  97  et  suivantes 
.  Pour  intégrer  ces  équations,  on  t 
leur  particulière  très  simple,  cxprii: 


m  iionibre  quelconque  et  u  une  fom 

ficient  rq-  qui  entre  dans  la  premiè 

t:  qui  entre  dans  la  seconde.  En  su 

trouve  la  condition  suivante  : 

<Pu         1  du        m 
il.r'        j:  dx        k 

isira  donc  pour  u  une  fonction  de  .a 
fférentieile.  Il  est  facile  de  voir  q 
ée  par  la  série  suivante 

^naiit  la  constante  -r-  On  examiner 
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la  suite  l'équation  difTérentielle  dont  cette  série  dérive;  on  regarde  ici 
ta  fonction  u  comme  étant  connue,  et  l'on  a 


pour  la  valeur  particulière  de  c. 

L'état  de  la  surface  convexe  du  cylindre  est  assujetti  a  une  condition 
exprimée  par  l'équation  détei-mioée 


qui  doit  être  satisfaite  lorsque  le  rayon  x  a  sa  valeur  totale  X;  on  en 
conclura  l'équation  déterminée 

'V        2'         2'.-'','       2-.^'.i}'  ■^■■■J—     a»  ^:_^t        a'.S>-6' 

Ainsi  le  nombre  g  qui  entre  dans  la  valeur  particulière  e^^'^'u  n'est 
point  arbitraire  :  il  est  nécessaire  que  ce  nombre  satisfasse  à  l'équation 
précédente,  qui  contient  g  etX.  Nous  prouverons  (jue  cette  équation 
en  g,  dans  laquelle  A  et  X  sont  des  quantités  données,  a  une  infinité 
de  racines,  et  que  toutes  ces  racines  sont  réelles.  Il  s'ensuit  que  l'on 
peut  donner  à  la  variable  v  une  infinité  de  valeurs  particulières,  de  ta 
forme  e~**'«,  qui  différeront  seulement  par  l'exposant  g.  On  pourra 
donc  composer  une  valeur  plus  générale  en  ajoutant  toutes  ces  valeurs 
particulières,  multipliées  par  des  coefficients  arbitraires.  L'intégrale 
qui  servira  à  résoudre  dans  toute  son  étendue  la  question  proposée  ost 
donnée  par  l'équation  suivante 


g,,  gi,  gi,  ...  désignent  toutes  les  valeurs  de  g  qui  satisfont  à  l'équa- 
tion déterminée;  u,,  u,,  u,,  ...  désignent  les  valeurs  de  u  qui  corres- 
pondent à  ces  différentes  racines;  a,,  a^,  a,,  ...  sont  des  coelficienis 
arbitraires,  qui  ne  peuvent  être  déterminés  que  par  l'état  initial  du 
solide. 


DigJtJzcd  by 


Google 


THEORIE  DE  LA   ClIALECIt. 


307. 


Il  faut  maintenant  examiner  la  nature  de  l'équation  déterminée  qui 
tienne  les  valeurs  de  g  et  prouver  que  toutes  les  racines  de  celte  équa- 
tion sont  réelles,  recherche  qui  exige  un  examen  attentif. 

Dans  la  série 

■x-  a*. S'        a'.,'i'-6' 


par  la  quantité  0,  et,  désignant  par  /(O)  ou  y  cette  Tonctron  de  0,  on 

a  u  và 

fil         fil  fil 

.,=./(«)  =  ,- 5  +  1 -,T^i  + -,4-^,-..., 


l'équation  déterminée  deviendra 


AX       ^-^âi+^ârp"^^ 


/^(ô)  désignant  la  fonction  —^ip- • 

Chacune  des  valeurs  de  0  fournira  une  valeur  pour  g,  an  moyen  de 
l'équation 

et  l'on  obtiendra  ainsi  les  quantités^,,  g-, qui  entrent  en  iiomlirc 

inlini  dans  la  solution  chercliéc. 

1^  question  est  donc  de  démontrer  que  l'équation 

doit  avoir  toutes  ses  racines  réelles.  Nous  prouverons,  à  cet  elfet,  qup 
l'éqtiation 
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a  toutes  ses  racines  réelles;  qu'il  en  est  de  même,  par  consé 
l'équation 

et  qu'il  s'ensuit  que  l'équation 

a  aussi  toutes  ses  racines  réelle.<;,  A  représentant  la  quaiitil 

308. 

L'équation 

y  —  I       " -^  ^,        a«,3i  "*"  a".3'.4'       ''" 

étant  diiïéi'entiée  deux  fois,  donne  la  relation  suivante  : 

On  écrira,  comme  il  suit,  celte  équation  et  toutes  celles  qi 
déduit  par  la  dilTérentiation 

dy        ^d'y 


dv           rf"  V       ,(/•>■ 

et,  en  général. 

Or,  si  l'on  écrit  dans  i'ordre  suivant  l'équation  algébrique 

X^« 
et  toutes  celles  qui  en  dérivent  parla  différer) tiation 

\-o  '^-o  —  —o  — -o  —  --, 

'  dx  '  (Le'  '  dx'  '  dj:' 
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t  si  l'on  suppose  que  toute  racine  réelle  d'une  quelconque  de  ces 
quations,  élanl  sulistituée  dans  celle  qui  la  précède  et  dans  celle  qui 
)  suit,  donne  deux  résultats  de  signe  contraire,  il  est  certain  que  la 
roposéc  X  =  o  a  toutes  ses  racines  réelles,  et  que,  par  conséquent, 
I  en  est  de  même  de  toutes  ses  équations  subordonnées 


es  propositions  sont  fondées  sur  la  théorie  des  équations  algébriques 
t  ont  été  démontrées  depuis  longtemps  (  '  ).  Il  suflit  donc  de  prouver 

(  <  )  Fourior  énonce  ici  une  des  conséquences  du  l>cau  lh<^orème  qui  conslUue  sa  d<!cou- 
erlc  capitale  dans  celle  théorie  des  équations  algébriques  el  transcendantes  qui  n'a  jamais 
c-ssé  de  l'occuper  et  à  laquelle  il  a  consacré  un  Ouvrage  spécial,  X'Analjne  det  éqaaiioiit 
'élcrmiiiéer .  On  sait  que  la  première  Partie  de  ce  Traité  a  seule  paru  el  a  été  publiée  en 
83 1  par  les  soins  de  Navier,  un  an  environ  après  la  morl  do  Fourier. 

Fouricr  applique  à  l'équalion  transcendante 


ne  propo:>iliun  qui  n'csl  démontrée  que  pour  les  équations  algébriques.  Dans  le  XIX*  Cahier 
u  Jmiriial  de  V ficnle  Pnh terlmique,  page  38i,  Poisson  présente  à  ce  sujet  quelques  re- 
larqucs  critiques  qui  paraissent  justifiées.  Il  con^dèro  l'équalion 


ù  a  désigne  une  constante  positive,  dilTérenle  de  l'unité.  La  Tonclion  y  est  une  solution 
arliculiëre  de  l'équation  difTérenlielIe 

rf»r      ,  dr 

3,  _^_,„^.„^^^^«^  =  „, 

laquelle  on  peut  appliquer  littéralement  loua  les  raisonnements  de  Fourier.  Si  la  propo- 
ition  admise  dans  le  texte  était  exacte,  on  devrait  donc  concrure  que  l'équalion  (o)  a 
jutes  ses  racines  réelles.  Or  celle  équation  n'a  qu'une  racine  réelle  si  h  est  négatif;  elle 
'en  a  aucune  si  h  est  posilif,  el,  dans  les  deux  cas,  elle  a  une  inlinité  de  racines  imagi- 
aires.  Cela  sulTil,  semble't'il,  à  décider  la  question. 

Cette  objection  de  Poisson  avait  été  très  sensible  à  Fourier;  il  y  revient  à  diverses  re- 
riscs,  notamment  à  la  page  6i6  du  tome  VIII  des  Mémoires  de  l'Académie  des  Scieiicei 
t  dans  un  travail  spécial  intitulé  :  Remarques  générales  sur  l'application  des  pr'uicipes  de 
'Aiialtse  algébrique  aux  équations  transcendaittes,  inséré  au  tome  X,  page  1 19,  du  même 
l  CCI  ici  I. 

Il  ne  faudrait  pas  conclure  dos  remarques  précédentes  que  le  théorème  de  Fourier  ne 
leut  être  d'aucune  utilité  dans  l'étude  des  équations  transcendâmes.  Convenablement  ap- 
iliqué,  il  joue,  au  contraire,  dans  la  résolution  de  ces  équations,  un  rôle  1res  importanlquc 
'ourier  a  été  le  premier  à  signaler.  On  s'en  assurera  aisément  en  relisant  divers  passagea 
e  l'Ouvrage  que  nous  avons  cité  plus  haut.  G.  D. 
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que  les  équations 

dv  d'Y 

/  =  »■       i  =  '''        35î=°'       •■■ 

remplissent  la  condition  précédente.  Or  cela  suit  de  l'équation  géné- 
rale 

d'y      ,  ■      -.  rf'*'  Y      /i rf'*' Y 

car,  si  l'on  donne  à  6  une  valeur  positive  qui  rende  nulle  la  (liixion 
dëî^'  '*^  ^^^^  autres  termes  -j^  et  -^âï^  recevront  des  valeurs  de 
signe  opposé.  A  l'égard  des  valeurs  négatives  de  0,  il  est  visible, 
d'après  la  nature  de  la  fonction  /(ô),  qu'aucune  quantité  négative 
mise  à  la  place  de  6  ne  pourrait  rendre  nulle  ni  cette  fonction,  ni 
aucune  de  celles  qui  en  dérivent  par  la  diflerentialion  ;  car  la  substitu- 
tion d'une  quantité  négative  quelconque  donne  à  tous  les  termes  le 
même  signe.  Donc  on  est  assuré  que  l'équation 

a  toutes  ses  racines  réelles  et  positives. 


Il  suit  de  là  que  l'équation 

a  aussi  toutes  ses  racines  réelles;  ce  qui  est  une  conséquence  connue 
des  principes  de  l'Algèbre.  Examinons  maintenant  quelles  sont  les 
valeurs  successives  que  reçoit  le  terme  ^ytôy'  **"  '*"•  lorsqu'on 
donne  à  0  des  valeurs  continuellement  croissantes,  depuis  0  =  o 
jusqu'à  0  =  ao.  Si  une  valeur  de  0  rend  y  nulle,  la  quantilé  0^ 

devient  nulle  aussi;  elle  devient  infinie  lorsque  0  rend  y  nulle.  Or  il 
suit  de  la  théorie  des  équations  que,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  toute 
racine  de 

y=o 

F.  43 
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acée  entre  deux  racines  consécutives  de 


ïiproquement.  Donc,  en  désignant  par  6,  et  0,  deux  racines  con- 
ives  de  l'équation 

rO,  la  racine  de  l'équation 

st  placée  entre  6,  el  6,,  toute  valeur  de  0,  comprise  entre  9,  et  h„ 
era  à/  un  signe  dilTérent  de  celui  que  recevrait  cette  fonction  j, 
vait  une  valeur  comprise  entre  6i  et  0,.  Aiitsi  la  quantité  6—  esl 

lorsque  0  =  6,;  elle  esl  infinie  lorsque  0  =  Oj,  et  nulle  lorsque 
,.  Il  est  donc  nécessaire  que  cette  quantité  0~  prenne  toutes  les 
rs  possibles,  depuis  zéro  jusqu'à  l'infini,  dans  l'intervalle  de  ô,  à 

prenne  aussi  loutes  les  valeurs  possibles  de  signe  opposé,  depuis 
li  jusqu'à  zéro,  dans  l'intervalle  de  0^  à  6,.  Donc  l'équation 

A-5-i; 

y 
essairement  une  racine  réelle  entre  0,  et  0,;  et,  comme  l'équation 

y—o 
tes  ses  racines  réelles  en  nombre  infini,  il  s'ensuit  que  l'équation 

y 

même  propriété.  On  est  parvenu  à  démontrer  de  cette  manière 
'équation  déterminée 

gX'         g'X*  ff'X' 

AX  2'  a'.  4'  a*.  4'- 6' 


a    -  ^       g-X'    ^    ^'X>  ^X'      ^         ' 

l'inconnue  est  g,  a  toutes  ses  racines  réelles  et  positives. 
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Nous  allons  poursuivre  cet  examen  de  la  fonction  u  et  de.  l'éqi 
ilifTérentielle  à  laquelle  elle  satisfait. 

310. 
De  l'équalion 

dy       .(Pr 
on  déduit  l'équation  générale 


et,  si  l'on  suppose  0  =:  o,  on  aura  l'équation 


qui  servira  à  déterminer  les  coefficients  des  différents  termes  du 
loppementde  la  fonction/(9);  car  ces  coefficients  dépendent» 
leurs  que  reifoivent  les  rapports  différentiels  lorsqu'on  y  fait  la  va 
nulle.  En  supposant  le  premier  connu  et  égal  à  i ,  on  aura  la  sér 

Si,  maintenant,  dans  l'équation  proposée 
I  du      d'il 


et  que  l'on  recherche  la  nouvelle  équation  en  it  et  0,  en  regan 
comme  une  fonction  de  0,  on  trouvera 


d'où  l'on  conclut 
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d'exprimer  la  son 
!vetoppera  coninn 
multiples.  On  aur 


'^*'"'  par  (o, 

2cos(3csiii.r)  =  e 

le  second  meinbr 
me  qui  ne  conticn 


de  (»',  (1)*,  0)*,  , . 
termes  qui  conti 
;st  le  même  que 

b-».;o +  ■•-'«« 

isé  d'exprimer  la 
mais,  sans  s'y  ar 
3COs4'i^  au  lieu  d' 
«sinx)  peut  être 

A  -t-  Bcos2,r  -(-  Ce 

)efficient  A  est  ég; 

a'         a' 
2'       a*.  4' 

maintenant  l'équ 
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précédemment 

-Tt  9(.r)  ^  -   /  (])(j-)rfj;  +  cosx  /  (f{x)C0SJ:dx  +  . . . 

à  celle-ci 

cos(asinx)T=  K-h  Bcosaj-  +  Ccos4^-*--  ■  -i 

on  trouvera  les  valeurs  des  coefficients  A,  B,  C  exprimées  par  des  inté- 
grales déBnies.  Il  suffit  ici  de  trouver  celle  du  premier  coefficient  A. 
On  aura  donc 

A^=  -  /  cos(«siii;r)(/j^, 

l'intégrale  devant  être  prise  depuis  x  =  o  jusqu'à  jo  =  t..  Donc  la  va- 
leur de  la  série 

a'        a'- 4'       a'.4'.6' 

est  celle  de  l'intégrale  définie 


-  1    cos(cisin 


On  trouverait  de  la  même  manière,  par  ta  comparaison  des  deux  équa- 
tions, les  valeurs  des  coefficients  suivants  B,  C,  ...  ;  on  a  indiqué  ces 
résultats  parce  qu'ils  sont  utiles  dans  d'autres  recherches  qui  dépendent 
de  la  même  théorie  (' ).  Il  suit  de  là  que  la  valeur  particulière  de  u 
qui  satisfaite  l'équation 


C)  Les  Tonctions  A,  B,  C,  . . .,  dont  Fourior  signale  ici  toule  l'imporUnco,  sont  celles  qui 
ont  été  étudiées  depuis  par  BcSsel,  Jacobi,  llanaen  et  un  grand  nombre  d'autres  géomètres. 
Il  faut,  toulerois,  pour  avoir  l'ensemble  des  fonctions  àe  Bessel,  joindre  aux  précédentes 
colles  qui  résultent  du  développement  de  la  fonction  Bin(E(Sinx). 

Le  groupe  complet  des  fonctions  de  Bcssel  peut  être  considéré  comme  défini  par  \ei 
deux  équations 

co8(acosx)  =    Jï(i)         -)-aJ»(a)cos9-r-j-  aJt(a)coa4.r-H..., 
sin(xstnj)  =  3J|(a)sinX'^  3J3(i;sin3.r  +.... 
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iycos(jr 


ant  prise  depuis  r=  o  jusqi 
01)  fera  dans  l'équation  liné 


1  s  ainsi  obtenue  aura  pour  i 

lant  deux  constantes  arbitra 
>]ëte  de  l'équation 

d'il        I  f/u 

3se  6  =  o,  a  —  I ,  on  aura,  ci 

'ons  les  remarques  suivantes 
311. 


/     cos(SsinM 


)du  =  \ i  +  ; 


ille-méme.  En  effet,  on  a 


nu)au  ^  j  dult 
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et,  intégrant  depuisu  =  o  jusqu'à  u  — it  en  désignant  par  Sa,  S„  S», ... 
les  intégrales  définies 

—  /     sin*uda,     -  f     s\n*iidu,     -  f     stn'udii,     .... 
^J,  '^Jt  ^Ja 

on  aura 

-  f  cos(98in«)rfM^i- -S,-h— „--7Si ï?-r-7;S6+---: 

■kJ^  ^  '  a  3.3.4  2.3.4-5-0 

il  reste  à  déterminer  Sj,  S,,  S Le  terme  sin''u,  /i  étant  un  nombre 

pair,  peut  être  développé  ainsi 

Sin"**^::  An  +  BflC0S2M  -+- C„  cos4«  +  . ..; 

en  multipliant  par  du,  et  intégrant  entre  les  limites  u  =  o  et  u  =  r, 
on  aura  seulement 

/     sin"»*/":^  A„Tr; 

les  autres  termes  s'évanouissent.  On  a,   d'après  la  Tormule  connue 
pour  le  développement  des  puissances  entières  du  sinus, 

j^_-i,         ^_'-^_^         A  — '^^1         

-*  '2  *      2.4  •2.4.6 

En  substituant  ces  valeurs  de  S,,  S,,  S^,  S,,  ....  on  trouve 

I    r"  ■  ffl         9'  ^' 

-  (     cos(âsin (()(/«:=  I -,  +  -,-,-,  —  "r i^r^,  -+-■■■■ 

ït^,  '2'      2'. 4'      2».4'.6'  .  , 

On  peut  rendre  ce  résultat  plus  général  en  prenant,  au  lieu  de 
cos(lsinu),  une  fonction  quelconque  f  de  ^sinu. 

Supposons  donc  que  l'on  ait  une  fonction  ^(s)  qui  soit  ainsi  déve- 
loppée' 

?(=)  =  <p  +  -?'-'- —  ?'-+- ^?"  +  ----   ■ 
on  aura 


-   /  ip(lsinM)(/«3=  9  +  ((p'S|H —  ®'SiH 3  «'Sj- 
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est  Tacilc  de  voir  que  S,,  S„  Sj,  ...  ont  des 

de  S,,  S„  S leurs  valeurs  sont  les  qua 

(nées  précédemment  par  Aj,  .\„  A, d 

ant  ces  valeurs  dans  l'équation  {e),  on  aura  ^ 
soit  la  fonction  o 


i/' 


<f{ts\nit)dii  =  9  H — j<p' 


a'.4' 


t  te  cas  dont  il  s'agit,  la  fonction  f  (s)  repr 
1  ,->"=  —  I ,  ç'*  =  I ,  ç"  =  —  I  el  ainsi  de  su 

jur  connaître  entièrement  la  nature  de  la  for 
lation  qui  donne  la  valeur  de  g,  il  faudrait  ( 
;ne  qui  a  pour  équation 


ui  forme  avec  l'axe  des  abscisses  des  aires, 
i  ou  négatives,  qui  se  détruisent  réciproquem 
Ire  plus  générales  les  remarques  précédente 
urs  des  suites  en  intégrales  définies.  Lorst 
able  X  est  développée  selon  les  puissances  d( 
înt  la  fonction  que  représenterait  la  même  si 


Il  y  a  ici  plusieurs  faule^  de  calcul.  Les  intégrales  S],  i 
sonl  prises  eiitro  les  limites  o  et  in.  Alors  les  inlégr 
rs,  non  les  coefficienls  A,,  At.  A(,  mais  leurs  doubles.  ( 


—   /      cos(i sinu) du  =  -   i    cos(n 
a  i-eirouvo  la  Tgrinulo  donnée  plus  haul  par  Fourier. 
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X,    j-*,     j-',     ...         par        cosiT,    cosaiT,    cosSj-,     .... 

En  faisant  usage  de  cette  réduction  et  du  procédé  indiqué 
ticle  235,  on  obtient  les  intégrales  définies  qui  équivalent  à  des 
données  :  mais  nous  ne  pourrions  entrer  dans  cet  examen  san 
écarter  beaucoup  de  notre  objet  principal.  Il  suffît  d'avoir  indiq 
moyens  qui  nous  ont  servi  à  exprimer  les  valeurs  des  suites  ci 
grales  définies.  Nous  ajouterons  seulement  le  développement 

313. 

L'indéterminée  j  ou/(0)  satisfait  à  l'équation 

d'ofi  l'on  déduit,  en  désignant  par  y,  y,  y",  y,  . 

dy     d*Y    d*y    d^y 


-y 

-  / 

+  »/, 

-y 

=  ./ 

+»/', 

-y 

=  3y- 

+v 

-y- 

=  V 

+  ey. 

y 
y 

-T^r 

1  + 

^ 

y" 

- 

-r' 

-^   — 

1 

y 

.y 

+  «}•" 

»^ 

y 

=  jf 

y" 
+  »/' 

- 

I 

y- 

3  + 

'Ç 

y" 

- 

y 

- 

I 

-^y+ey- 


DigJtJzcd  by 


Google 


THÉORIE  DE  LA  C 
III  conclut 


1  foneliori  —  '->-i-~  qui  entre  dan 

a  fraction  pontinuée  à  l'infini 

9_ 

~  0 


;ïl4. 

allons  maintenant  rappeler  les  lé 
is  jusqu'ici. 

lyon  variable  de  la  couche  cylind 
érature  de  cette  couclie  étant  c, 
',  cette  fonction  chcicliée  v  doit  s 
s  partielles 

:  prendre  pour  c  la  valeur  suivanti 


ie  fonction  de  x  qui  satisfait  à  l'é 
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(>t  que  l'un  considère  u  comme  une  l'onction  de  0,  on  aura 

La  valeur  suivante 


salisfail  à  l'équation  en  uH  0;  on  prendra  donc-,  pour  valeur  de  a  en 
celle-ci  : 

la  soiiimto  de  cette  série  est 


^y  cos(xy/^;Sin,jrf,-, 


l'intégrale  étant  prise  depuis  r=o  jusqu'à  r  =  t,.  Cotte  valeur  de  u 
.r  et  m  satisfait  îi  l'équation  difierentielle,  et  conserve  une  valeur  tii 
lorsque  a;  est  nulle.  De  plus,  i'équalion 


doit  être  satisfaite  lorsque 

X  étant  le  rayon  du  cylindre.  Cette  condition  n'aurait  pas  lieu  si  I 
donnait  à  la  quantité  m  qui  entre  dans  la  fonction  u  une  valeur  qu 
conque;  il  faut  que  l'on  ait  l'équation 


dans  laquelle  6  désigne 
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lation  délerniinée,  qui  équivaut  à  la  suivante 


;,...> 


2'        a'.  3' 


)ur  0  une  infinité  de  valeurs  réelles  que  l'on  désigne  par  6,, 
...;  les  valeurs  correspondantes  de  m  sont  -vT"''  "^r^" 
-  ;  par  conséquent  la  valeur  particulière  de  v  qui  correspond  à 
6,  est  exprimée  ainsi 


mettre,  au  lieu  de  0,,  une  des  racines  0,,  0,,  0,,  O4,  ...  et  l'on 
osera  une  valeur  plus  générale  exprimée  par  l'équation 


H- (T,e      '''     /  cosi  a  W^^siny  I  <i/ 


sont  des  coeffîcients  arbitraires;  la  variable  q  disparaît 

intégrations,  qui  doivent  toutes  avoir  lieu  depuis  q  =  o  jus- 

315. 

lémontrer  que  cette  valeur  de  v  satisfait  à  toutes  les  coudi- 
la  question  et  qu'elle  en  contient  la  solution  générale,  il  ne 
s  qu'à  déterminer  les  coeffîcients  a,,  a^,  a,,  ...  d'après  l'état 
>n  reprendra  l'équalion 

lelle  »,,  Kj,  u,  sont  les  dilTérentes  valeurs  que  prend  la  fonc- 
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lorsqu'on  met  successivement  au  lieu  de  -r  les  valeurs  g„  g^,  g^, 
En  faisant  f  =  o,  on  a  l'équation 


dans  laquelle  V  est  une  fonction  donnée  de  œ.  Soit  <^{x)  cette  fonc- 
'  tion,  et  représentons  la  fonction  u,-  dont  l'indice  est  i  par  <\i{x  \/gi).  On 
aura 

Pour  déterminer  le  premier  coefficient,  on  multiplier»  chacun  des 
membres  de  l'équation  par  (i,  dx,  a,  étant  une  fonction  de  x,  et  l'on 
intégrera  depuis  a:  ==0  jusqu'à  a;  =  X.  On  déterminera  celle  fonclion  a, 
en  sorte  qu'après  les  intégrations  le  second  membre  se  réduise  au  pre- 
mier terme  seulement,  où  se  trouve  le  coefficient  a, ,  toutes  les  autres 
intégrales  ayant  une  valeur  nulle.  Pour  déterminer  In  second  coeffi- 
cient a„  on  raullipliera  pareillement  les  deux  termes  de  l'équation 

9(x)  =  a,  «, -ha,  «,-t-a,Ui -+-... 

par  un  autre  facteur  cTjc/x,  et  l'on  intégrera  depuis  x  =  o  jusqu'à 
ir=  X.  Le  facteur  n,  devra  être  tel  que  toutes  les  intégrales  du  second 
membre  s'évanouissent  excepté  une  seule,  savoir  celle  qui  est  alTeclée 
du  coefficient  a,.  En  général,  on  emploie  une  suite  de  fonctions  de  x 
désignées  pari,,  Tj,  ?,.  ...,  qui  correspondent  aux  fonctions  u,,  u^, 
u^,  ...  ;  chacun  de  ces  fadeurs  a  a  la  propriété  de  faire  disparaître  par 
l'intégration  tous  les  termes  qui  contiennent  des  intégrales  définies, 
excepté  un  seul;  on  obtient  de  cette  manière  la  valeur  de  chacun  des 
coeflicients  a,,  a,,  a^, Il  faut  donc  chercher  quelles  sont  les  fonc- 
tions qui  jouissent  de  la  propriété  dont  il  s'agit. 
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316. 

du  second  meini)i 
!  afaudjc;  u  est 

m  I   du 

-    it-i —  j  -  + 


n/0 


iiuyeii  de  ['inlégrs 


■ant  èlre  prises  ei 
celte  condition  le 
c  sont  point  sou: 
Jans  une  expressi 
'indice  oc,  et  un  t 
rend  la  fonction  < 
valeur  X. 
supposant  x  — o 


nst 
su 
au 


les  constantes  C  i 
is,  et  supposant 
X,  on  aura 


r/« 


rfj 
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et 

/•   d^u   .         (du  dr,\         (dn  dr,\  /■    d'à 

on  obtient  ainsi  l'équation 


317. 

Si  la  quantité 

qui  multiplie  u  sous  le  signe  d'intégration  dans  le  second  mem 
égale  au  produit  de  a  par  un  cocfllcient  constant,  les  termes 


fh-m'-  )■■'■ 


pourraient  être  réunis  en  un  seul  et  l'on  obtiendrait,  pour  1' 
cherchée /ff«f/x,  une  valeur  qui  ne  contientlrait  que  des  quar 
terminées,  et  aucun  signe  d'intégration.  Il  ne  resterait  plus  qu 
cette  valeur  à  zéro. 

Supposons  donc  que  le  facteur  a  satisfasse  à  l'équation  diffé 
du  second  ordre 

dx*  d.r  k 

de  même  que  la  fonction  u  satisfait  à  l'équation 

(Pu         i  du        m 

d~^  ~^  ~  rf~  +  T  "  ■-  **i 
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s'évanouit.  On  conclut  de  là  l'équation  suivante  : 

j  ^/'"""= -*-"  v/?+'('' v/'î)  *(Vî') 
(  _        "  -Vj*'(Vï)+(V't} 

il  est  aisé  de  voir  que  le  second  membre  de  cette  équation  esl  toujours 
nul  lorsque  les  quantités  m  et  n  sont  du  nombre  de  celles  que  nous 

avons  désignées  précédemment  par  m,,  m^,  m, 

On  a,  en  effet, 

comparant  les  valeurs  de  hX,  on  voit  que  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (/)  s'évanouit. 

Il  suit  de  là  qu'après  que  l'on  a  multiplié  par  tjdx  les  deux  termes 

(Te  l'équation 

ip(x)  —  (!,«, 4-  a, Ui  +  (i, M, H- .  ..  +  n,«/4-. .. 

et  intégré  de  part  et  d'autre  depuis  j:^  =  o  jusqu'à  x  =  X,  chacune  des 
intégrales  définies  qui  composent  le  second  membre  s'évanouit;  il 

suffit  de  prendre  pour  a  la  quantité  xu,  ou  x']i  {^i/'-x}'  H  faut  'ex- 
cepter le  seul  cas  où  n  est  égal  à  m;  alors  la  valeur  de  /  siidr  tirée  de 
l'équation  (/}  se  réduit  à  --  et  on  la  détermine  par  les  règles  connues. 

318. 

Soit 

\/i^f^'     \/'i=-'^ 

on  aura 
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ini-uibre  étant  ditrércntîé  au  numérateur  et  au  dénominateur 
ri  à  V  donnera,  en  faisant  [x  =  v, 

ilést^nanl 

■HhX).  r(F\).  -rif^x). 

'un  aulrecnté,  réqualion 
d'il       I  fl„ 
Ile 

ient  de  déniontrei';  on  pourra  donc  éliminer,  dans  t'intégrait' 
[  d'évaluer,  les  quantités  •-[''  et  ■j'"  au  moyen  des  équarions 
es,  qui  donneiU 

'a  ainsi,  pour  la  valeur  de -l'intégrale  etiercliée, 

I  pour  fi  sa  valeur,  désignant  par  U,  la  valeur  que  prend  la 
,  ou  '^{■'^'\/"-r  )'  lorsqu'on  suppose  .r  =  X,  et  par/  le  rang 
le  m  de  l'équalion  déterminée  qui  donne  une  infinité  de  va- 
■».  Si  I  on   substitue  m,  ou  -  ^i-    dans     -r^i  ih-  ---  ).  on 


'h(^l)' 
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319. 
Il  résulte  de  l'analyse  précédente  que  l'on  a  les  deux  équations 

la  première  a  lieu  toutes  les  fois  que  les  nombres  l'el  y  sont  dUrénmls. 
Ht  Ih  seconde  lorsque  ces  nombres  sont  égaux. 
Koprenant  donc  l'équation 

daii."  laquelle  il  faut  déterminer  les  coefficients  o,,  a.,,a.^ on  trou- 
vera un  de  ces  coefficients,  désigné  par  Oj,  en  multipliant  les  deux 
membres  de  l'équation  para;M,r/j:  et  en  intégrant  depuis  .r  =  o  jusqu'à 
■r  =  X;  le  second  membre  sera  réduit  p»r  cette  intégration  à  un  setti 
terme,  et  l'on  aura  l'équation 

qui  donne  la  valeur  de  ai.  Les  coefficients  a,,  a^.  (?^, .. .  étant  ainsi 
déterminés,  la  condition  exprimée  par  l'équation 

9(.r)  =  «,»,  +  «,»,-)- (!,«,  +  ..., 

<]ui  se  rapporte  a  l'état  initial,  sera  remplie. 

Nous  pouvons  maintenant  donner  la  solution  complète  de  la  ques- 
tion proposée;  elle  est  expriinée  par  l'équation  suivante  : 


J   .»,(.r)„,rf., 
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on  de  d-,  qui  est  exprimée  par  u,-  dans  l'équation  précédente,  a 
ression 

I  cos{~y/0,s\nq\dq; 

i  intégrales  par  rapport  a  x  doivent  cire  prises  depuis  x  =  o 
^  ~X  et,  poifr  trouver  ta  fonction  «,-,  on  doit  intégrer  depuis 
sc|u'à  ?  =  ■::;  ç(.r)  est  la  valeur  initiale  de  la  température, 
s  l'intérieur  du  cylindre  à  la  distance  x  de  l'axe,  et  cette 
est  arbitraire:  les  quantités  0,,  O^,  0,,  0^,  .. .  sont  les  racines 
positives  de  l'équation 


320. 

suppose  que  le  cylindre  ait  été  plongé  pendant  un  temps  in- 
un  liquide  entretenu  à  une  température  constante,  toute  la 
trouvera  également  échauffée,  et  la  fonction  ^{cc)  qui  repré- 
at  initiât  sera  remplacée  par  l'unité.  Après  cette  substitution, 
i  générale  représentera  exactement  les  progrès  successifs  du 
ement. 

împs  écoulé  /  est  infini,  le  second  membre  de  l'équation  ne 
a  plus  qu'un  seul  terme,  savoir  celui  ou  se  trouve  la  moindre 
les  racines  0,,  0^,  0,,  . . .;  c'est  pourquoi,  en  supposant  que 
ïs  sont  rangées  selon  leur  grandeur  et  que  ô,  est  la  moindre 
,  l'état  final.du  solide  sera  exprimé  par  l'équation 


.■X= 


^{jr)u,  djr 


uirail  de  la  solution  générale  des  conséquences  semblables  à 
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celles  que  présente  le  mouvement  de  la  chaleur  dans  une  masse  sphé- 
rique.  On  reconnaît  d'abord  qu'il  y  a  une  infinité  d'états  particuliers 
dans  chacun  desquels  les  rapports  établis  entre  les  températures  ini- 
tiales se  conservent  jusqu'à  la  fin  du  refroidissement.  Lorsque  l'état 
initial  ne  coïncide  pas  avec  un  des  états  simples,  il  est  toujours  com- 
posé de  plusieurs  d'entre  eux,  et  les  rapports  des  températures  chan- 
gent continuellement  à  mesure  que  le  temps  augmente.  En  général, 
le  solide  arrive  bientôt  à  cet  état  ou  les  températures  des  dilTérentes 
couches  décroissent  continuellement  en  conservant  les  mêmes  rap- 
ports. Lorsque  le  rayon  X  est  très  petit,  on  trouve  que  les  tempéra- 
tures décroissent  proportionnellement  à  la  fraction  e  ^  (').  Si,  au 
contraire,  ce  rayon  X  a  une  valeur  extrêmement  grande,  l'exposant 
de  e  dans  le  terme  qui  représente  le  système  final  des  températures 
contient  le  carré  du  rayon  total.  On  voit  parla  comment  la  dimension 
du  solide  influe  sur  la  vitesse  finale  du  refroidissement  (').  Si  la  tem- 
pérature du  cylindre  dont  le  rayon  est  X  passe  de  la  valeur  A  à  la 

(■)£[!  inlroduJBanl  les  notations  qui  Tigurent  dans  les  den-c  premières  équation:)  Je  ce 
Chapitre,  on  trouve 

pour  la  valeur  de  cette  Traction.  G.  D. 

(•)  Les  résultais  énoncés  ici  se  démontrent  aisément.  L'équation  qui  détermine  0  est. 
comme  on  l'a  vu, 


—  il 


et  il  résulte  des  raisonnements  dos. articles  307,  308,  309  que  sa  plus  petite  racine  est 
comprise  entre  o  et  la  plus  petite  racine  de  l'équation 


Si  X  est  très  petit,  on  a  approximativement 


Si,  au  contraire,  X  est  très  grand,  6|  se  rapproche  de  la  plus  petite  racine  de  l'équation 
précédente  dont  la  valeur  est  i,43  environ.  Ces  doux  valeurs  de  Oi  employées  successive- 
ment conduisent  aux  deux  résultats  donnés  par  Fourier.  G.  D. 
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Il  égal  à  X'  passera  <le  A  à  R  iluns  ui 
JiHes  ont  peu  d'épaisseur,  te  mppor 
8  fliamètrea.  Si,  au  contraire,  les  dia 
nds.  lo  rapport  des  (emps  T  et  T'  sei 
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CHAPITRE  VII. 

PROPAGATION  DE  l.A  CHALEUR  DANS  UN  PRISME  nBCTANGDLAIRB. 


/équation 


.321. 


que  nous  avons  rapportée  dans  la  Section  IV  du  Chapitre  11  (p.  102), 
exprime  le  mouvement  uniforme  de  la  chaleur  dans  l'intérieur  d'un 
prisme  d'une  longueur  infinie,  assujetti  par  sa  base  à  une  températun* 
constante,  et  dont  on  suppose  les  températures  initiales  nulles.  Pour 
intégrer  cette  équation,  on  cherchera,  en  premier  lieu,  une  valeur  par- 
ticulière de  V,  en  remarquant  que  cette  fonction  c  doit  demeurer  la 
même  lorsque/  change  de  signe,  ou  lorsque  z  change  de  signe,  et 
qu'elle  doit  prendreune  valeur  infiniment  petite  lorsque  la  distance  x 
est  infiniment  grande.  D'après  cela,  il  est  facile  de  voir  que  l'on  peut 
choisir  pour  valeur  particulière  de  v  la  fonction 

ae-""  cos  ny  cosp  :  ; 

et,  faisant  la  substitution,  on  trouve 

Mettant  donc  pour  n  et  p  des  quantités  quelconques,  on  aura 
m   -  </n'  +  p*. 

La  valeur  de  v  doit  aussi  satisfaire  à  l'équation  déterminée 

A        d^  _ 
K  "  "*■  d/  "  **' 
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lorsque  V  est  égal  à  /  ou  à  —  /,  et  à  l'équation 


lorsque  s  est  égal  à  /  ou  à  —  /  (Sect.  IV  du  Cha 
donne  à  c  la  valeur  précédente,  on  aura 


on  voit  par  là  que,  si  l'on  trouvait  un  arc  e  (el  i 
la  quantité  toute  connue  jt/,  on  prendrait  pou 
(ité  -.■  Or  il  est  facile  de  reconnaître  qu'il  y  a 
multipUés  respectivement  par  leur  tangente,  i 
duit  déterminé  ~  >  d'où  il  suit  que  l'on  peut  tr 
une  infinité  de  valeurs  diiïérentes. 


Si  l'on  désigne  pare,,  t„  e,,  ...  les  arcs  en  r 

font  à  l'équalion  déterminée 

hl 
e  lange  =  1^, 

on  pourra  prendre  pour  n  un  quelconque  de  ce 
sera  de  même  de  la  quantité  p;  il  faudra  ensuit 
Si  l'on  donnait  à  n  et  à  />  d'autres  valeurs,  on 
différentielle,  mais  non  pas  à  la  condition  relati 
donc  trouver  de  cette  manière  une  infinité  de  va 
et  comme  la  somme  de  plusieurs  quelconque 
fait  encore  à  l'équation,  on  pourra  former  ur 
de  V. 
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On  prendra  successivement  pour  n  et  pour^  toutes  les  valeurs  pos- 
sibles, qui  sont  j,  ^>  j,  —  Désignant  par  a,,  a^,  a^,  ...;  h,,  6j. 

b),  ...  des  coefficients  constants,  on  exprimera  la  valeur  de  v  par 
l'équation  suivante  (')  : 


(a,e-*V»>«;cosn,^+nie-='''''i+"!cosn,^-H.. 

.)/*,  COSn 

{a,«-*V''î-^"!cosn,/  +  (i,e-*^''î+''ïcosn,/  +  . , 

.)l,,co>« 

t^ 

(o,e-**'''!+''îcosn,7+  (ï,e-*^'"!*"Jcosni7  +  . . 

.)frjCOS/l 

Si  l'on  suppose  maintenant  la  distance  x  nulle,  il  faudra  que  chaque 
point  de  la  section  A  conserve  une  température  constante.  Il  est  donc 

(1)  Si  l'on  suivait  striclenwDt  la  méthode  générale  indiquée  par  t'ourier,  on  soraiE  con- 
duit, pour  la  valeur  de  f,  k  la  aério 

(i)  c  =  ï;2A,-,ie-W'''+'iIcos"/jeosn*j. 

où  les  coenîcients  Ai,t  auraienl  des  valeurs  quelconques.  Fourier  prend  tout  de  suite,  el 
sans  donner  aucune  explication, 

Le  succès  de  la  mÉthode  justiSe,  sans  l'expliquer  pout-élre  sumsammcut,  une  pareille 
restriction  imposée  â  la  solution  générale.  En  choisissant  a/ln  pour  la  valeur  particulière 
du  coefficient  An,  Fourier  admet  que  la  série  générale  doit  se  réduire,  quand  on  y  Tait 
j:  =^  o,  au  produit  de  doux  séries  trigonométriques  contenant  chacune  une  seule  des  va- 
riables y,  z.  Ce  point  peut  être  aisément  établi,  si  l'on  admet  toalefois  la  légitimité  des 
développements  en  série  employés  par  Fourier.  Faisons,  en  effet,  .r  =  o  dans  l'équation  (t); 
c  devant  se  réduire  à  i,  on  aura 

I  =  SEAitCos/ii/cosn^î- 

Si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  tosrirtX cosnaz  et  si  l'on  intègre 
par  rapport  à/  et  à  s  entre  les  limites  o  et  l,  on  aura 

/    cnan^y  dy  j    coan^s  liz  =  ZS  An  j    co8«//cosnaJ^rfr  /    cosHjiicoswpzrf;. 

Les  résultats  établis  à  l'article  334  montrent  que  le  second  membre  se  réduit  à 

Ajp  /    cos»/i(i7'^  /    eos^iiptdi; 
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nécessaire  qu'en  faisant  x  =  o,  la  valeur  de  c  soit  toujours  la  même, 
quelque  valeur  que  l'on  puisse  donner  à  y  ou  à  s,  pourvu  que  ces 
valeurs  soient  comprises  entre  o  et  /.  Or,  en  faisant  ar  =  o,  on  trouve 

r,  cosn.j  -\-atCOSn,y-ha,cosn,y-\-...){b,  cos/i,î  +  éiC0s;(,=  4-  b,cosn,s-A- 

En  désignant  par  i  la  température  constante  de  la  base  A,  on  prendra 
es  deux  équations 

I  =:  a,  C0S«,7-(-  ff,COS«,/  +  a,  C0Srt,7  +  .  . ., 

I  -^  6,  cosn,s  +  6,  cos/its  +  b^cosniS  ■+- 

I  suffît  donc  de  déterminer  les  coefiicients  a,,  a,,  a,,  ....  dont  le 
lomlire  est  fini,  en  sorte  que  le  second  membre  de  l'équation  soit  (ou- 
ours  égal  à  l'unité.  On  a  résolu  précédemment  celte  question  dans  le 
:as  où  les  nombres  n,,  n,,  n,,  ...  forment  la  série  des  nombres  im- 
lairs  (Section  II  du  Chapitre  111,  page  i^o)-  ïc'  les  quantités  n,,  n^. 
I,.  ...  sont  des  irrationnelles,  données  par  une  équation  d'un  degré 
nlînirnent  élevé. 

324. 
Posant  l'équation 

)  —a,  cos/i|_r  +  iT,  cos/i,  v-f-«jC0S«i7  +  . . ., 

m  en  multipliera  les  deux  membres  par  cosriiydy,  et  l'on  prendra 
'intégrale  depuis  /  =  o  jusqu'à  y  =  1.  On  déterminera  ainsi  le  ,pre- 


inng,/Binn^/ 


'«"p  /    coA^/ioiX'fy  I    coa^tozdz 


r'  an, 


l  l'on  obiient  les  formulas  déBoilives  données  dans  le  texte. 
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mier  coefficient  a,.  On  suivra  un  procédé  semblable  pourdétenuiner 
les  coefficients  suivants.  En  général,  si  l'on  multiplie  les  deux  membres 
de  l'équation  par  cosvydy,  v  étant  l'une  quelconque  des  valeurs 
et  que  l'on  intègre,  un  terme  quelconque  du  second  membre  qui 
représenté  par  acosny  donnera  naissance  à  l'intégrale 

a  j  cosny  cosv  y  dy 

ou 

-a  j  cos(n  —  u)jrfy  H — a  j  cos{n  -h  v)ydy 


et,  faisant  V  =  /, 

a  (/i  +  v)sin(«-v)/  +  (n-v)sin(n  +  v)f 

Or  chaque  valeur  de  n  satisfait  à  l'équation 
Hlangrt/^  1^; 

il  en  est  de  même  de  v  :  on  aura  donc 

«lang/i/  — vlangv/ 
ou 

nsinnlcosiil  —  v  sinv/cos/i/^  o. 
Ainsi  l'intégrale  précédente,  qui  se  réduit  a 

-j j(«sinn/cosv/  — vcosrt/sinvOi 

csl  nulle.  Il  faut  excepter  le  seul  cas  où  «  =  v„  En  reprenant  alo 

tégrale 

arsin(/i  — v)f       sin(«  +  v)n 
a[       «-V        "^        n  +  v        I' 

on  voit  que,  si  l'on  a  n  =  v,  elle  équivaut  à  la  quantité  -  (  /  -h  - 
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ulte  lie  là  que  si,  dans  l'équation 

i  =  a,  C0Srt,_y-V-  (i,COSn,j  4-  a,Cos/i 

déterminer  le  coefficient  d'un  terme  di 
'  acosny,  il  faut  multiplier  les  deux  mei 
■  depuis  y  =  o  jusqu'à  y  =  1.  On  aura  p 

cosnydy=  ~i^l+  -^j^  j  = 


2/j/ +  siiia'i/       4 

ïrminera  de  cette  manière  les  coefficren 

même  des  coefficients  b,,  b.^,  b ,  qui 

nés  que  les  précédents. 

325. 
aisé  maintenant  de  former  la  valeur  géi 
1  l'équation 

satisfera  aux  deux  conditions 

!■  <*''      ,  .       i.-  àv      , 

K  3-  -*-  /ic  =  o       et        h  :î-  -h  / 

ay  as 

donnera  une  valeur  constante  pour  c, 
que  soient  d'ailleurs  les  valeurs  de_y  et 
me  elle  résoudra  dans  toute  son  étendue 
st  parvenu  ainsi  à  l'équation 

_   siiinif cos«ij'         siii«i/cos/i,/         sin 
a/i,/-l- sina/i,/       2H,/  +  sin3n,/       2rtj 

désignant  pare,,  e,,  e,,  ...  les  arcs  n,l, 

ElV  -  t. Y 


2£,  +  sin2£,       3e,  -t-sinaEt       as,  - 


DigJtJzcd  by 


Google 


CHAPITRE  vu.  -  PRISME  RECTANGULAIRE.  365 

équation  qui  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  y  comprises  entre  o  et  / 
et,  par  conséquent,  pour  toutes  celles  qui  sont  comprises  e.ntre  o 
et-/. 

En  substituant  les  valeurs  connues  de  a,,  A,,  Oj,  ft^,  . ..  dans  la  va- 
leur générale  de  c,  on  aura  l'équation  suivante,  qui  contient  la  solution 
complète  de  la  question  proposée 


1,/C0S«,= 


14.4  2/1, /  +  sin2/i,/\3rti/  +  sina«,/ 

9in/it/cos/tis    /  sin/tifcosrt 


sinH,/cosn,y       „r-, — :  \ 


Les  quantités  désignées  parn,,  n^,  n,,  .. .  sont  en  nombre  infini,  et 
respectivement  égales  aux  quantités 


les  arcs  e,,  £^,  e,,  ...  sont  les  racines  de  l'équation  déterminée 

A' 
elangï=-g- 

326. 

La  solution  exprimée  par  l'équation  précédente  (E)  est  la  seule  qui 
convienne  à  la  question;  elle  représente  l'intégrale  générale  de  l'é- 
quation 

i)'t'      (*■<•      d'f 
dx-      dy^      03' 

dans  laquelle  on  aurait  déterminé  les  fonctions  arbitraires  d'après  les 
conditions  données.  Il  est  facile  de  reconnaître  qu'il  ne  peut  y  avoir 
aucune  solution  différente.  En  eflet,  désignons  par  ^{x,  y.  z)  la  valeur 
de  V  déduite  de  l'équation  (Ë);  il  est  évident  que,  si  l'on  donne  au 
solide  des  températures  initiales  exprimées  par  ^(^x,y,z),  il  ne  pourra 
survenir  aucun  changement  dans  le  système  des  températures,  pourvu 
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que  la  section  à  l'origine  soit  retenue  à  la  température  constante  i  : 

car.  l'équation 

^      ^      ^_ 
dx*       dy*       d=*  ~ 

étant  satisfaite,  la  variation  instantanée  de  la  température  est  nécessai- 
rement nulle.  Il  n'en  serait  pas  de  même  si,  après  avoir  donné  à  chaque 
point  intérieur  du  solide  dont  les  coordonnées  sont  x,  y,  s  la  tempéra- 
ture initiale  '\i(:c,y,z),  on  donnait  à  tous  les  points  de  la  section  à 
l'origine  la  température  constante  o.  On  voit  clairement,  et  sans  aucun 
calcul,  que,  dans  ce  dernier  cas,  l'état  du  solide  changerait  continuel- 
lement et  que  la  chaleur  primitive  qu'il  renferme  se  dissiperait  peu  à 
peu  dans  l'air  et  dans  la  masse  froide  qui  maintient  la  base  à  la  tem- 
pérature o.  Ce  résultat  est  dû  à  la  forme  de  ta  fonction  (^(x,/,  z),  qui 
devient  nulle  lorsque  x  a  une  valeur  infinie,  comme  la  question  le 
suppose. 

Un  effet  semblable  aurait  lieu  si  les  températures  initiales,  au  lieu 
d'être  -(-■^(,r,_)',  ?),  étaient  —i|;(ic,y,  s)  pour  tous  les  points  intérieurs 
du  prisme,  pourvu  que  la  section  a  l'origine  fut  toujours  retenue  à  la 
température  o.  Dans  l'un  et  l'autre  cas,  les  températures  initiales  se 
rapprocheraient  continuellement  de  la  température  constante  du  mi- 
lieu, qui  est  zéro,  et  les  températures  finales  seraient  toutes  nulles. 

327. 

Ces  principes  étant  posés,  considérons  le  mouvement  de  la  chaleur 
dans  deux  prismes  parfaitement  égaux  à  celui  qui  est  l'objet  de  la 
question.  Pour  le  premiersolide,  nous  supposons  que  les  températures 
initiales  sont  -i-']'i-v,y.z)  et  que  la  base  A  conserve  la  température 
fixe  I .  Pour  le  second  solide,  nous  supposons  que  les  températures  ini- 
tiales sont  —  ■\^{x,y,  z)  et  que  tous  les  points  de  la  base  A  sont  rete- 
nus à  ta  température  o.  Il  est  manifeste  que,  dans  le  premier  prisme, 
le  système  des  températures  ne  peut  point  changer  et  que,  dans  le 
second,  ce  système  varie  continuettement  jusqu'à  ce  que  toutes  les 
températures  deviennent  nulles. 
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Si  mainlenant  on  fait  coïncider  dans  le  même  solide  ces  deux  étals 
différents,  le  mouvement  de  la  chaleur  s'opérera  librement,  comme  si 
chaque  système  existait  seul.  Dans  l'état  initial  formé  des  deux  systèmes 
réunis,  chaque  point  du  solide  aura  une  température  nulle,  excepté 
les  points  de  la  section  A  dont  la  température  sera  i .  ce  qui  est  con- 
forme à  l'hypothèse.  Ensuite,  les  températures  du  second  système 
changeront  de  plus  en  plus  et  s'évanouiront  entièrement,  pendant  que 
celles  du  premier  se  conserveront  sans  aucun  changement.  Donc,  a 
un  temps  infini,  le  système  permanent  des  températures  sera  celui 
représente  l'équation  (E),  ou 

Il  faut  remarquer  que  cette  conséquence  résulte  de  la  condition  rel 
à  l'état  initial;  on  la  déduira  toutes  les  fois  que  la  chaleur  ini 
contenue  dans  le  prisme  est  tellement  distribuée  qu'elle  s'évanou 
entièrement  si  l'on  retenait  la  base  A  à  la  température  o. 


Nous  ajouterons  diverses  remarques  à  la  solution  précédente  : 
1"  Il  est  facile  de  connaître  la  nature  de  l'équation  EtangE  = 


\ 

1 
/ 

Rg.  .s. 

/ 

1 
1 

rf" 

\ 

A. 

4.    A. 

/ 

1 

1 
1 

[/ ' 

il  suffît  de  supposer  (voir_/?^.  i5)  que  l'on  ait  construit  la  courbe 

u  =  g  langE, 
l'arc  i  étant  pris  pour  abscisse  et  u  pour  ordonnée.  Cette  ligni 
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)soe  de  branches  as}'m[)lo(tques.  Les  abscisses  qui  correspondent 
lymptotes  sont  ->  — "i  — '.  ••■;  celles  qui  correspondent  aux  points 

l'scction  sont  t:,  27;,  3t: Si  maintenant  on  éU've  à  l'origine 

rdoniiéc  égale  à  la  quantité  connue  -jt  et  que,  par  son  extrémité, 
•ne  une  parallèle  à  l'axe  des  abscisses,  les  points  d'intersection 
iront  les  racines  de  l'équation  proposée 

e  langï  =  ^  - 

iistruction  indique  les  limites  entre  lesquelles  cliaque  racine  est 
.■-  Nous  ne  nous  arrêterons  point  aux  procédés  de  calcul  qu'il 
:mplo_ver  pour  déterminer  les  valeurs  des  racines.  Les  recherches 
genre  ne  présentent  aucune  difficulté. 

329. 

On  conclut  Tacilement  de  l'équation  générale  (E)  que,  plus  la 
r  de  X  devient  grande,  plus  le  terme  de  la  valeur  de  v  dans 
1  se  trouve  la  fraction  it^"'-"'  devient  grand  par  rapport  à  chacun 

livants.  En  effet,  n,,  /i,,  n étant  des  quantités  positives  crois- 

^  la  fraction  e-"^^  est  la  plus  grande  de  toutes  les  fractions  ana- 
s  qui  entrent  dans  les  termes  subséquents, 
iposons  maintenant  que  l'on  puisse  observer  la  température  d'un 
de  l'axe  du  prisme  situé  à  une  distance  x  extrêmement  grande, 
température  d'un  point  de  cet  axe  situé  à  la  distance  x  4- 1, 
it  l'unité  démesure;  on  aura  alors/ =  0,  s  =  o,  et  le  rapport  de 
onde  température  à  la  première  sera  sensiblement  égal  à  la  frac- 
~^.  Cette  valeur  du  rapport  des  températures  des  deux  points 
xe  est  d'autant  plus  exacte  que  la  distance  x  est  plus  grande, 
uit  de  là  que,  si  l'on  marquait  sur  l'axe  des  points  dont  chacun 
stant  du  précédent  de  l'unité  de  mesure,  le  rapport  de  la  tempé- 
;  d'un  point  à  celle  du  point  qui  précède  convergerait  continuel- 
it  vers  la  fraction  e-*^;  ainsi  les  températures  des  points  placés 
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k  distances  égales  finissent  par  décroître  en  progression  géoi 
Cette  loi  aura  toujours  lieu,  quelle  que  soit  l'épaisseur  Je 
pourvu  que  Ton  considère  des  points  situés  k  une  grande  di: 
foyer  de  chaleur. 

Il  est  facile  de  voir,  au  moyen  de  la  construction,  que,  si  la 
appelée  /.  qui  est  la  demi-épaisseur  du  prisme,  est  fort  petite, 
valeur  beaucoup  plus  petite  que  n^,  n,.  ...;  il  en  résulte  qi 
inière  fraction  «"*"^  est  beaucoup  plus  grande  qu'aucune  des 
analogues.  Ainsi,  dans  le  cas  où  l'épaisseur  de  la  barre  est  tr 
il  n'est  pas  nécessaire  de  s'éloigner  de  la  source  de  la  chai 
que  les  températures  des  points  également  distants  décro 
progression  géométrique.  Cette  loi  règne  alors  dans  tonte  l'ét 
la  barre. 

330. 

Si  la  demi-épaisseur  /  est  une  très  petite  quantité,  la  valeur 
(le  V  se  réduit  au  premier  terme,  qui  contient  g-"**^.  Ains 
tion  V  qui  exprime  la  température  d'un  point  dont  les  coo 
sont  X,  y  elz  est  donnée,  dans  ce  cas,  par  l'équation 

/      ^s'mnl      \'  „/;-, 

('  =  (  — — = -. ^,  I  cos/iycos/ise-^'"  ; 

\2H/  +  8inarti/  •' 

l'arc  e  ou  n/ devient  extrêmement  petit,  comme  on  le  voit  p£ 
struction.  L'équation 


A, 
t  langï  =  g  / 


se  réduit  alors  à 


la  première  valeur  de  i,  ou  c,,  est  i/jr;  à  l'inspection  de  I 
(p.  367),  on  connaît  tes  valeurs  des  autres  racines,  en  sorti 
quantités  e,,  e,,  e sont  les  suivantes 

VK'    ^'    ^'''    ^'''    ■•■■ 
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rsde  /(,,  /!,.  />!,  ...  sont  donc 


:[ut,  comme  on  l'a  dit  plus  haut,  que,  si  /  est  une  très  petite 
la  première  valeur  n  est  incomparablement  plus  petite  que 
autres,  et  que  l'on  doit  omettre  dans  la  valeur  générale  de  v 
ermes  qui  suivent  le  premier.  Si  maintenant  on  substitue 
remier  terme  la  valeur  trouvée  pour  n.  en  remarquant  que 
l'arc  2n/ sont  égaux  à  leurs  sinus,  on  aura 


,.=  e.(^.)e.(v/f^).'^'M, 


v/S 


jT  qui  entre  sous  les  signes  cosinus  étant  très  petit,  il  s'en- 
a  température  varie  très  peu  pour  les  différents  points  d'une 
tion,  lorsque  la  demi-épaisseur  /est  très  petite.  Ce  résultai 
insi  dire,  évident  de  lui-même;  mais  il  est  utile  de  remarquer 
I  est  expliqué  par  le  calcul.  La  solution  générale  se  réduit  en 
seul  terme,  à  raison  de  la  ténuité  de  la  barre,  et  l'on  a,  en 
t  par  l'unité  les  cosinus  d'arcs  extrêmement  petits, 

^i  exprime,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  les  températures  sta- 

:  trouvé  cette  même  équation  précédemmcnt(art.  76,  p.  55); 
it  ici  par  une  analyse  entièrement  différente. 


ion  précédente  fait  connaître  en  quoi  consiste  le  mouvement 
lur  dans  l'intérieur  du  solide.  Il  est  facile  de  voir  que,  lors- 
ime  a  acquis  dans  tous  ses  points  les  températures  station^ 
nous  considérons,  il  existe,  dans  chaque  section  perpendi- 
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culaire  a  l'axe,  un  flux  constant  de  chaleur  qui  se  porte  vers  l'ext 
non  échauffée.  Pour  déterminer  la  quantité  de  ce  flux  qui  ré[ 
une  abscisse  a;,  il  faut  considérer  que  celle  qui  traverse,  pendant 
de  temps,  un  élément  de  la  section  est  égale  au  produit  du 
cient  K,  de  l'aire  dydz  et  du  rapport  ~  pris  avec  un  signe  cou 
Il  faudra  donc  prendre  l'intégrale 

rd<' 


^Mr>- 


depuis  3=0  jusqu'à  =  = /,  demi-épaisseur  de  la  barre,  et  « 
depuis  y  =  o  jusqu'à  y  =  l.  On  aura  ainsi  la  quatrième  partie  1 
total. 

Le  résultat  de  ce  calcul  fait  connaître  la  loi  suivant  laquelle  < 
la  quantité  de  chaleur  qui  traverse  une  section  du  prisme;  et  r< 
que  les  parties  éloignées  reçoivent  très  peu  de  chaleur  du  foyer, 
que  celle  qui  en  émane  immédialement  se  détourne  en  partie  ' 
surface,  pour  se  dissiper  dans  l'air.  Celle  qui  traverse  une  sectioi 
conque  du  prisme  forme,  si  l'on  peut  parler  ainsi,  une  nappe  de  c 
dont  la  densité  varie  d'un  point  de  la  section  à  l'autre.  Elle  est 
nuellement  employée  à  remplacer  la  chaleur  qui  s'échappe  par 
face,  dans  toute  la  partie  du  prisme  située  à  la  droite  de  la  secti 
est  donc  nécessaire  que  toute  la  chaleur  qui  sort  pendant  un  ( 
temps  de  cette  partie  du  prisme  soit  exactement  compensée  pa 
qui  y  pénètre  en  vertu  de  la  conducibilité  intérieure  du  solide. 

332. 

Pour  vérifier  ce  résultat,  il  faut  calculer  le  produit  du  flux  é 
la  surface.  L'élément  de  la  surface  est  dxdy,  et,  i>  étant  sa  tempéi 
hvdxdy  est  la  quantité  de  chaleur  qui  sort  de  cet  élément  pi 
l'unité  de  temps.  Donc  l'intégrale  h  j  dx  jvdy  exprime  la  c 
totale  émanée  d'une  portion  flnie  de  la  surface.  Il  faut  maintena 
ployer  la  valeur  connue  de  f  en  j  en  supposant  s  =  /;  puis  inl 
une  fois  depuis  v  =  o  jusqu'à  j  =  /,  et  une  seconde  fois  depuis 
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:  x>.  On  trouvera  ainsi  la  moitié  de 
srieure  du  prisme;  et,  prenant  qi 
cur  perdue  par  les  surfaces  supéri 
i  sert  maintenant  de  l'expression 
lans  V  sa  valeur  /,  que  l'on  inlègr 
f.  et  une  seconde  fois  depuis  J7=;cj 
artie  de  la  chaleur  qui  s'échappe  p 
\e  h  I  dr  I  vdy,  étant  prise  enln 

mlcosnle-"^' 

I  des  termes 

ae-'^"'*"'  cosmy  cos  n  : 
tégrale  h  fdx  j  vdx  donne 

—  pnsm/sin/i/i'-'V"' 


itité  de  chaleur  que  le  prisme  perd 
uée  à  la  droite  de  la  section  dont 
I  les  termes  analogues  à  celui-ci 

p^j-Vw'-i-B'l  —  sinm/cosn/n — 
rn'-t-n*  V»  " 

e  côté,  la  quantité  de  chaleurqui  p< 
vers  la  section  dont  l'abscisse  est  a 
celui-ci 
4K« 


'"sinni/ 
écessaire  que  l'on  ait  l'équation 


h/i')sinm/sinn/^Amcosm/sinn/ 
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oron  a  séparément 

K m*  sin ml  sin ni  =  hm  cos/n/ sm ni 
OU 

msinml A 

cosmt    ~K' 


nsmn/_  A 
COS ni   ~  K' 

dune  l'équation  est  satisfaite.  Cette  compensation  qui  s'élal 
cesse  entre  la  chaleur  dissipée  et  la  chaleur  transmise  est  un 
quence  manifeste  de  l'hypothèse,  et  le  calcul  reproduit  ici  la  c 
qui  avait  d'abord  été  exprimée;  mais  il  était  utile  de  remarqi 
conlbrmilé  dans  une  matière  nouvelle,  qui  n'avait  point  en 
soumise  à  l'Analyse. 

332. 

Supposons  que  le  demi-côté  l  du  carré  qui  sert  de  base  au 
soit  une  ligne  extrêmement  grande,  et  que  l'on  veuille  connaj 
suivant  laquelle  les  températures  décroissent  pour  les  difl'éreni 
de  l'axe;  on  donnera  à^  et  à  s  des  valeurs  nulles  dans  l'équati' 
raie,  et  à  /  une  valeur  extrêmement  grande.  Or  la  construction 
naître,  dans  ce  cas,  que  la  première  valeur  de  sest  ->  ta  deuxi 
la  troisième  — .  — '  On  fera  ces  substitutions  dans  l'équatio 
raie,  on  remplacera  n.l,  n,l,  nJ,  ...  par  leurs  valeurs  -.  — . 
et  l'on  mettra  aussi  la  fraction  a  au  lieu  de  c    ".  On  trouve  al 


••(?)■= 
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II'  ce  résultat  que  la  température  des 
rapidement  à  mesure  qu'on  s'éloigne 
ur  un  support  échauffé  et  maintenu 

un  prisme  d'une  Iiauleur  infinie,  a 
;  demi-côté  /  serait  très  grand,  la  clii 
our  du  prisme  «t  se  dissiperait  par 

qu'on  suppose  à  la  température  o 
lu  à  un  état  fixe,  les  points  de  l'axe  ai 
égales  et,  à  une  hauteur  équivalente 
1  température  du  point  le  plus  échaufT 
'  partie  de  la  température  de  la  base. 
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DU  MOUVEMKNT  DE  U  CHALEUK  DANS  UN  CUBE  SOUDE. 


333. 

Il  nous  reste  encore  à  faire  usage  de.  l'équalion 

^_JC/dV      d'y      dV\ 
^'"  di  ~  CD  \d-c'  '^  <)/'  '^  d=')' 

qui  représente  le  mouvement  de  la  chaleur  dans  un  solide  de  foi 
cubique  exposé  ù  l'action  de  l'air  (Scct.  V  du  Chapitre  IF,  p.  loti). 
choisira  en  premier  lieu  pour  c  la  valeur  très  simple 

e'""  cos  n  X  cospy  cosqs; 

et,  en  substituant  dans  la  proposée,  on  aura  l'équation  de  conditio 
m  ^  *(«'  +  ;,'+ 9>), 

la  lettre  k  désignant  le  coefficient  ç^:-  Il  suit  de  là  que,  si  l'on  me 
lieu  de  n,  p,  q  des  quantités  quelconques  et  si  l'on  prend  pour  ;, 
quantité  A(n*  -(-/>'  +  q'),  la  valeur  précédente  de  v  satisfera  touj( 
à  l'équation  aux  différences  partielles.  On  aura  donc  l'équation 

,,  —  ^-^('"•■•-^•''■ï'i'cosHa^cns/»^  C0373. 

L'état  de  la  question  exige  aussi  que,  si  x  change  de  signe  et  si  v 
demeurent  les  mêmes,  la  fonction  ne  change  point;  et  que  ceii 
aussi  lieu  par  rapport  à  y  et  par  rapport  à  s;  or  la  valeur  de  c  sati; 
évidemment  à  ces  conditions. 
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334. 
primer  l'état  de  la  surface,  on  etr 


vent  être  satisfaites  (')  lorsque  l'c 
1.  On  prend  le  rentre  du  cube  po 
;ôlé  est  désigné  par  na. 
ière  des  équations  (6)  donne 

,     .  -    A 

e-"" nswnx  cQspy  cosçs  -t-  |TCostJ 

ui  doit  avoir  lieu  lorsque  a^  =  ±a 
ulle  que  l'on  ne  peut  pas  prendre 
aïs  que  cette  quantité  doit  satisfaii 


nalangn 


Rctemenl,  on  doit  avoir 


,  el  cela,  quels  quo  eoient^  el  z.  Cet  éaoo' 

'lia.     . 

irrespoodance  des  signes,  c'est-à-dire  on  d( 

—  ntang/iJ'-l- jT  =  o, 
ins  le  cas  contraire. 
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Il  faut  donc  résoudre  l'équation  déterminée 

A 
t  tange  =  g  «. 

ce  qui  donnera  la  valeur  de  e,  et  l'on  prendra  n=  -•  Or  l'é 
e  a  une  infinité  de  racines  réelles;  donc  on  pourra  trouver  \ 
infinité  de  valeurs  difTérentes.  On  connaîtra  de  ta  même  n 
valeurs  que  l'on  peut  donner  à  pet  a  g;  elles  sont  toutes  re 
par  la  construclion  que  l'on  a  employée  dans  la  question  i 
(art.  328).  Nous  désignerons  ces  racines  par  n,,  n^,  n,, 
l'on  pourra  donner  à  f  la  valeur  particulière  exprimée  { 
tiou 


f  —  e-*""'*'''^»' 


cosnx  cospy  dosg  s. 


pourvu  que  l'on  mette,  au  lieu  de  n,  une  des  racines  n^,  n^. 
qu'il  en  soit  de  même  de  p  et  de  q. 

335. 

On  peut  former  ainsi  une  infinité  de  valeurs  particulières 
est  visible  que  la  somme  de  plusieurs  de  ces  valeurs  satisf 
l'équation  différentielle  (a)  et  aux  équations  déterminées 
donner  à  f  la  forme  générale  que  la  question  exige,  on  i 
nombre  indéfini  de  termes  semblables  à  celui-ci 

flg-*((ii>-i-p'+7')  dosnxzospy  CQSqs. 

Nous  exprimerons  cette  valeur  de  v  par  l'équation  suivan 


{a 

coittixe-'"'''  +  Qtcosntxe-'"' 

'-t-a,cosn,:re 

{« 

cosriiye-'"''' -\-  atcosn^ye-'"' 

'+a,coSH,/e- 

c« 

cos «,  s  e-*"!'  +  ûi  cos n,  -  e-*" 

'-t-«,cosn,5e 

Le  second  membre  doit  se  former  (')  du  produit  des  tro 

(')  Il  y  a  lieu  de  présenler  ici  udo  remarque  analogue  a  celle  qui  se  r: 
licle322,  p.  36i, 
F. 
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i  dans  Ivs  troj»  lignes  horizontales,  ci  les  quantités  a,,  a,,  a,,  . . . 
des  coefficients  inconnus.  Or,  selon  l'hypothèse,  si  l'on  faitï  =  o, 
npérature  doit  être  la  inéme  pour  tous  les  points  du  cube.  Il  faut 
déterminer  a,,  (7,,  a,,  ...  en  sorte  que  la  valeur  de  v  soit  con- 
e  quelles  que  soient  celles  de  x,  de  y  et  de  s,  pourvu  que  cha- 
tte ces  valeurs  soit  comprise  entre  a  et  —a.  Désignant  par  i  la 
crature  initiale  commune  à  tous  les  points  du  solide,  on  posera 
:]  nations 

I  =^  a,  cos/ijX-i-  (T,  cOS/Jj  J^+  njCOS«j-r-i-. . ., 
I  ^a,  cos«i/  ■+■  a,  cos/i,/-i-  o,cosnj_>'-f-. . ., 
I  —  (r,cosn,s  +  (1,008/1,3  -+-a,C0S/i,3  +. .  -, 

lesquelles  il  s'agit  de  déterminera,,  a.^,  a, Après  avoir  mul- 

chaquc  membre  de  la  première  par  cosriixdx,  on  intégrera 
is  x  =  o  jusqu'à  x=  a  :  or  il  résulte  de  l'analyse  employée  pré- 
nment  (art.  325)  que  l'on  a  l'équation 


nt  par  fj.;  la  quantité  7(1  +  '- — ~  ]>  on  aura 


/<,«P,  rt.^fi,  rt,«p, 

équation  aura  toujours  lieu  lorsque  l'on  donnera  à  x  une  valeur 
riseentrea  et  —  a. 

peut  en  conclure  l'expression  générale  de  v,  elle  est  donnée  par 
ation  suivante  : 


(    -""--COSH 

,.- 

je-« 

'•'  +  . 

■) 

(''""•' cas,, 

=  . 

«,ap. 

..- 

y^. 

-)■ 

DigJtJzcd  by 


Google 


CHAPITRE  VIII.  —  CUBE  SOLIDE. 

336. 

L'expression  de  f  est  donc  formée  du  produit  do  trois  fondit 
blablcs,  l'une  de  ^r.  l'autre  de  y  et  la  troisième  de  z-,  ce  qu'il  f 
de  vérifier  immédiatement. 

En  effet,  si,  dans  l'équation 

dt  ~    \d^'      à/'      d=')' 


en  dénotant  par  X  une  fonction  de  x  et/,  par  Y  une  fonction  d 
et  par  Z  une  fonction  de  =  et  t,  on  aura 

dl  dt  '  di  V        **=  àf'  tJ-J^'  / 

on  prendra  les  trois  équations  séparées 

^^/■^  ^-X^  É^  =  /.'^- 

dt-        ds-'  dl  d,r''  di  Or-' 

On  doit  avoir  aussi,  pour  la  condition  relative  à  la  surface, 

^Y      ^  V  —  ^      ^  V  -  ^      ^  \-  - 

àx'^  k  '        df^K'         (*;  '^  K  ' 

d'où  l'on  déduit 

^       'l\-  ^       ^v-  ^       '±7- 

ûx'^  K  '        0/'^  W  '        d=  -^  w  - 

Il  suit  de  là  que,  pour  résoudre  complètement  la  question, 

de  prendre  l'équation 

-'1  —  i  ^'" 
dt  ~    àx--" 

et  d'y  ajouter  l'équation  de  condition 
du      h 

â.r        k 
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[  avoir  lieu  lorsque  a:  =  a.  On  mettr 
l  l'on  aura  les  trois  fonctions  X,  Y,  2 
néralede  v. 
I  la  question  proposée  est  résolue  co 

sinn.a  ....      sinn, 

^^  n,atJ.,  «.«i* 

sinn, 

n sont  donnés  par  réquation  si 

ha 
elangez::  -^, 

quelle  E  représente  na;  la  valeur  de 

1  /        sina/i^dX 

2  \  a  «  j»   / 

ive  de  la  même  manière  les  fonction 


eut  se  convaincre  que  cette  valeur  d 
>n  étendue,  et  que  l'intégrale  compi 
partielles  (a)  doit  nécessairement  p 
les  tcmpéralurcs  variables  du  solide 
ITet,  l'expression  de  v  satisfait  à  l'éqi 
s  à  la  surface.  Donc  les  variations  ( 
ns  un  instant  de  l'action  des  moléc 
urfacc  sont  celles  que  l'on  trouvera 
r  rapport  à  /.  Il  s'ensuit  que  si,  au  c( 
ion  V  représente  le  système  des  temj 
celles  qui  ont  lieu  au  commencemi 
3uve  de  même  que  l'état  variable  d 
tar  la  fonction  c,  dans  laquelle  on  ai 
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la  valeur  Je  /.  Or  cette  même  fonction  convient  à  l'état  initial  :  do 
elle  représentera  tous  les  états  ultérieurs  du  solide.  Ainsi,  l'on  < 
assuré  que  toute  solution  qui  donnerait  pour  c  une  fonction  ditTérei 
de  la  précédente  serait  erronée. 

338. 

Si  l'on  suppose  que  le  temps  écoulé  /  est  devenu  très  grand, 
n'aura  plus  à  considérer  que  le  premier  terme  de  l'expression  de 
car  les  valeurs  n^,  n,,  ...  sont  rangées  par  ordre,  en  commençant  \ 
la  plus  petite.  Ce  terme  est  donné  par  l'équation 


—  ]   COSrt.; 


cos  n|_y  cos /i|  3  e-***^ '; 


voilà  donc  l'état  principal  vers  lequel  le  système  des  températures  te 
conlinuellement,  et  avec  lequel  il  coïncide  sans  erreur  sensible 
bout  d'un  certain  temps.  Dans  cef  état,  la  température  de  cbacun  < 
points  décroit  proportionnellement  aux  puissances  de  la  fraction  c"* 
alors  les  états  successifs  sont  tous  semblables  ou  plutôt  ils  ne  dil 
rent  que  par  la  quantité  des  températures,  qui  diminuent  tou 
comme  les  termes  d'une  progression  géométrique  en  conservant  lei 
rapports. 

On  trouvera  facilement,  au  moyen  de  l'équation  précédente,  la 
suivant  laquelle  les  températures  décroissent  d'un  point  à  l'autre  d; 
le  sens  des  diagonales  ou  des  arêtes  du  cube,  ou  enfin  d'une  li^ 
donnée  de  position.  On  reconnaîtra  aussi  quelle  est  la  nature  des  s 
faces  qui  déterminent  les  couches  de  même  température.  On  voit  q: 
dans  l'état  extrême  et  régulier  que  nous  considérons  ici,  les  poi 
d'une  même  couche  conservent  toujours  la  même  température,  ce  i 
n'avait  point  lieu  dans  l'état  initial  et  dans  ceux  qui  lui  succèdent  i 
médiateraent.  Pendant  la  durée  infinie  de  ce  dernier  état,  la  masse 
divise  en  une  infinité  de  couches  dont  tous  les  points  ont  une  tempe 
ture  commune. 
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339. 

ile  de  déterminer,  pour  un  in 
t  la  masse,  c'est-à-dire  celle  qu 
es  produits  du  volume  de  chat 
ivisant  celte  somme  par  te  voli 
'  ôi?  fff^dxdydz,  qui 
l/intôgralc  doit  être  prise  suc 
;ntre  les  limites  —  «  et  «;  v  él 

ipérature  moyenne  est  (  /  ^ 
une  valeur  commune;  donc 


na  équivaut  à  e,  qui  est  une  n 

Art 
elangf  =  -^, 

0  a  -    iH •  On  a  donc, 

;ette  équation  par  e,,  t.^ 


.77  ,      ,  ,  3ir  I 

lel  -,Ea  est  entre  t:  et  — .  ■■■;  li 

de  plus  en  plus  des  racines  t 
vec  elles  lorsque  l'indice  i  est 
sont  compris  entre  o  et  -k,  on 
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CHAPITRE  VIII.  -  CUBE  SOLIDE. 
quoi  les  sinus  de  ces  arcs  sont  tous  positifs;  les  quantités  i 

1  + -'.  ■■■  sont  positives  et  comprises  entre  1  et  2.  Il  suii 

tous  les  ternies  qui  entrent  dans  ta  valeur  de  v^V  sont  positil 

340. 

Proposons-nous  maintenant  de  comparer  la  vitesse  du  r< 
ment  dans  le  cube  à  celle  que  l'on  a  trouvée  pour  une  m; 
rique.  On  a  vu  que,  pour  l'un  et  l'autre  de  ces  corps,  le  sj 
températures  converge  vers  un  état  durable  qu'il  atteint  ser 
après  un  certain  temps;  alors  les  températures  des  difTércntï 
cube  diminuent  toutes  ensemble  en  conservant  les  mêmes  pî 
celles  d'un  seul  de  ces  points  décroissent  comme  les  termes 
gression  géométrique,  dont  la  raison  n'est  pas  la  même  dan 
corps.  Il  résulte  des  deux  solutions  que,  pour  la  sphère,  la 

f-*"',  et,  pour  le  cube,  c    "'   .  La  quantité  n  est  donnée  p 
tion 


a  étant  )e  demi-diamètre  de  la  spbèi'e;  et  la  quantité  s  est  d 
l'équation 

elAngE——a, 

a  étant  le  demi-côté  du  cube. 

Cela  posé,  on  considérera  deux  cas  différents  :  celui  où  h 
la  spbire  et  le  demi-côté  du  cube  sont  l'un  et  l'autre  égaux  i 
tité  très  petite;  et  celui  oii  la  valeur  de  a  est  très  grande. 

Supposons  d'abord  que  les  deux  corps  ont  une  petite  d 
-jT-  ayant  untf  très  petite  valeur,  il  en  sera  de  même  de  e 
donc 


donc  la  fraction  e  "'    est  égale  à  e  ''"";  ainsi  les  dernières 
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s  l'on  observe  ont  une  expression  de  cette  forme 

tu 

ke   «-. 

înant,  dans  l'équation 


)se  que  le  second  membre  dilTêre  très  peu  de  l'unité,  on 


raction  e"*"  est  e      '. 

iclut  dé  là  que,  si  le  rayon  de  la  sphère  est  très  petit,  les  vi- 
lales  du  refroidissement  dans  ce  solide  et  dans  le  cube  circon- 
t  égales  et  qu'elles  sont  l'une  et  l'autre  en  raison  inverse  du 
est-à-dire  que,  si  la  température  d'un  cube  dont  le  demi-côté 
ise  de  la  valeur  A  à  la  valeur  B  dans  le  temps  /,  une  sphère 
lemi-diamètre  est  a  passera  aussi  dans  le  même  temps  de  la 
ure  A  à  la  température  B.  Si  la  quantité  a  venait  à  changer 
1  et  l'autre  corps  et  devenait  a',  le  temps  nécessaire  pour 
;  A  à  B  aurait  une  autre  valeur  t' et  le  rapport  des  temps  i  et  t' 
lui  des  demi-côtés  a  et  a\ 
est  pas  de  même  lorsque  le  rayon  a  est  extrêmement  grand  ; 

livaut  alors  à  -,  et  les  valeurs  de  na  sont  les  quantités  tï,  aTc, 
On  trouvera  donc  facilement,  dans  ce  cas,  les  valeurs  des  frac- 

"'  ,  e"*"';  ces  valeurs  sont  e  ^^  et  e  "'.  On  tire  de  là  ces 
iséquences  remarquables  : 

nt  donnés  deux  cubes  de  grandes  dimensions,  dont  a  et  a' 
i  demi-côtés,  si  le  premier  emploie  le  temps  t  pour  passer  de 
rature  A  à  la  température  B,  et  le  second  le  temps  t' pour  ce 
tervalle,  les  temps  l  et  t'  seront  proportionnels  aux  carrés  a* 
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CHAPITRE  VIII.  —  CUBE  SOLIDE, 
et  a'*  des  demi-côtés.  On  a  trouvé  un  résultat  semblable  pc 
sphères  de  grande  dimRnsion. 

2"  Si  un  cube  a  pour  demi-côté  une  longueur  consîdérabh 

'  qu'une  sphère  ait  la  même  quantité  a  pour  rayon,  et  que  peni 

temps  t  la  température  du  cuhe  s'abaisse  de  A  à  B,  il  s'écoul 

temps  différent  t'  pendant  que  la  température  de  la  sphère  s'ab 

de  A  à  B;  et  les  temps  t  et  t'  seront  dans  le  rapport  de  /(  à  3. 

Ainsi  le  cube  et  Va  sphère  inscrite  se  refroidissent  égaleme 
lorsqu'ils  ont  une  petite  dimension  ;  et,  dans  ce  cas,  la  durée  du 
dissement  est,  pour  l'un  et  l'autre  corps,  proportionnelle  à  l'épa 
Si  le  cube  et  la  sphère  inscrite  ont  une  grande  dimension,  la  di 
refroidissement  final  n'est  pas  la  même  pour  les  deux  solides 
durée  est  plus  grande  pour  le  cube  que  pour  la  sphère,  dans  la 
de  4  à  3;  et,  pour  chacun  des  deux  corps  en  particulier,  la  di 
refroidissement  augmente  comme  le  carré  du  diamètre. 

341. 

On  a  supposé  que  le  corps  se  refroidit  librement  dans  l'aii 
sphérique  dont  la  chaleur  est  constante.  On  pourrait  assujettir 
face  à  une  autre  condition  et  concevoir,  par  exemple,  que  ti 
points  conservent,  en  vertu  d'une  cause  extérieure,  la  temp 
fixe  o.  Les  quantités  n,  p.  q,  qui  entrent  dans  la  valeur  de  v 
signe  cosinus,  doivent  être  telles,  dans  ce  cas,  que  nœ  devienn 
lorsque  x  reçoit  sa  valeur  complète  a,  et  qu'il  en  soit  de  mém( 
et  de  qz.  Si  le  côté  du  cube  ia  est  représenté  par  -n,  on  poun'i 
mer  une  valeur  particulière  de  v  par  l'équation  suivante,  qui  s 
en  même  temps  à  l'équation  générale  du  mouvement  de  la  chah 
l'état  de  la  surface,  " 

,, -_g     i;u    cOS^COS_f  C05=. 

Cette  fonction  est  nulle,  quel  que  soit  le  temps  /,  lorsque  x,  ou 

reçoivent  leurs  valeurs  extrêmes  h —  ou ;  mais  rexpressi( 

F.  ; 
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e  ne  peut  avoir  cette  forme  simple  qu'après  qu'il  s'est  écoulé 
:onsi(lérable,  à  moins  que  l'état  initial  donné  ne  soit  tui- 
ésenté  par  la  fonction  cosxcosj'coss.  C'est  ce  que  l'on  a 
ns  la  Section  Ylll  du  Chapitre  I  (art.  100,  p.  8i).  L'analyse 
démontre  la  vérité  de  l'équation  employée  dans  l'article 
ittt  de  citer. 

té  jusqu'ici  les  questions  fondamentales  de  la  Théorie  de  la 
considéré  l'action  de  cet  élément  dans  les  corps  prînci- 
Ire  et  l'espèce  des  questions  ont  été  tellement  choisis  que 
elles  présentât  une  difficulté  nouvelle  et  d'un  degré  plus 
i  omis  à  dessein  les  questions  intermédiaires,  qui  sont  en 
nombre,  telles  que  la  question  du  mouvement  linéaire  de 
■ans  un  prisme  dont  les  extrémités  seraient  retenues  à  des 
es  fixes,  ou  exposées  à  l'air  atmosphérique.  On  pourrait 
l'expression  du  mouvement  varié  de  la  chaleur  dans  le 
prisme  rectangulaire  qui  se  refroidit  dans  un  milieu  aéri- 
up|)0ser  un  état  initial  quelconque;  ces  recherches  n'exi- 
d'autres  principes  que  ceux  qui  sont  expliqués  dans  cet  Ou- 
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CHAPITRE  IX. 

DE    LA   DIFFUSION   DE   LA    CHALEUll. 


SECTION  I. 
Dt!  hol'texeut  libre  db  la  ckalbvh  dans  uns-  ligne  infime. 

342. 

On  considère  ici  le  mouvement  de  la  chaleur  dans  une  masse  solide 
homogène  dont  toutes  tes  dimensions  sont  inûnies.  On  divise  ce  solide 
par  des  plans  infiniment  voisins  et  perpendiculaires  à  un  axe  commun, 
et  l'on  suppose  d'abord  qu'on  a  échauffé  une  seule  partie  de  la  masse, 
savoir  celle  qui  est  comprise  entre  deux  plans  A  et  B  parallèles,  dont 
la  distance  est  g.  Toutes  les  autres  parties  ont  la  température  ini- 
tiale o;  mais  chacun  des  plans  compris  entre  A  etB  a  une  température 
initiale  donnée,  que  l'on  regarde  comme  arbitraire,  et  qui  est  commune 
à  tous  ses  points;  cette  température  est  différente  pour  les  différents 
plans.  L'état  initial  de  la  masse  étant  ainsi  délini,  il  s'agit  de  déter- 
miner par  le  calcul  tous  les  étals  successifs.  Le  mouvement  dont  il 
s'agit  est  seulement  linéaire,  et  dans  le  sens  de  l'axe  des  plans;  car'il 
est  évident  qu'il  ne  peut  y  avoir  aucun  transport  de  chaleur  dans  un 
plan  quelconque  perpendiculaire  à  cet  axe,  puisque  la  chaleur  initiale 
de  tous  ses  points  est  la  même. 

On  peut  supposer,  au  lieu  du  solide  infini,  un  prisme  d'une  très 
petite  épaisseur,  et  dont  la  surface  convexe  est  totalement  impéné- 
trable à  la  chaleur.  On  ne  considère  donc  le  mouvement  que  dans  une 
ligne  infinie,  qui  est  l'axe  commun  de  tous  les  plans. 

La  question  est  plus  générale  lorsqu'on  attribue  des  températures 
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itièrement  arbitraires  à  tous  les  points  de  la  partie  de  la  masse  qui  a 
é  écliauffée,  tous  les  autres  points  du  solide  ayant  la  température  ini- 
lic  o.  Les  lois  de  la  distribution  de  la  chaleur  dans  une  masse  solide 
finie  doivent  avoir  un  caractère  simple  et  remarquable,  parce  que  le 
ouvement  n'est  point  troublé  par  l'obstacle  des  surfaces  et  par  l'ac- 
)n  du  milieu. 

.lis. 
La  position  de  cbaquc  point  étant  rapportée  à  trois  axes  rectangu- 
ires,  sur  lesquels  on  mesure  les  coordonnées  x,  y,  z,  la  température 
lercbée  est  une  fonction  dos  variables  x,y,  z  et  du  temps  /,  Cette 
notion  c  ou  ^{x,  y,  z,  i)  satisfait  à  l'équation  générale 

'  àl  ^  CD  \âx*  "*■  ày'  "^  d;V" 

;  plus,  il  est  nécessaire  qu'elle  représente  l'état  initial,  qui  est  arbi- 
lire;  ainsi,  en  désignant  par  V{x,  y,  z)  la  valeur  donnée  de  la  tem- 
rature  d'un  point  quelconque,  prise  lorsque  le  temps  est  nul,  c'esl- 
lire  au  moment  où  la  diffusion  commence,  on  doit  avoir 

)  9(x.j,s,o)^F(x,.r,3). 

Il  faut  trouver  une  fonction  f  des  quatre  variables  x,j',  z,t  qui  satis- 
ïse  à  l'équation  différentielle  (a)  et  à  l'équation  déterminée  (b). 
Dans  les  questions  que  nous  avons  traitées  précédemment,  l'inté- 
ale  est  assujettie  à  une  troisième  condition  qui  dépend  de  l'état  de 
surface.  C'est  pour  cette  raison  que  l'analyse  en  est  plus  composée 
que  la  solution  exige  l'emploi  des  termes  exponentiels.  La  forme  de 
ntégrale  est  beaucoup  plus  simple  lorsqu'elle  doit  seulement  satis- 
ire  h  l'état  initiai,  et  il  serait  facile  de  déterminer  immédiatement  le 
juvenient  de  la  cbaleur  selon  les  trois  dimensions.  Mais,  pour  ex- 
ser  cette  partie  de  la  tbéorie  et  faire  bien  connaître  suivant  quelle 
i  la  diffusion  s'opère,  il  est  préférable  de  considérer  d'abord  le  mou- 
ment  linéaire,  en  résolvant  les  deux  questions  suivantes;  on  verra 
r  la  suite  comment  elles  s'appliquent  au  cas  des  trois  dimensions. 
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344. 

Première  question.  —  Une  partie  ab  d'une  ligne  infinie  es(  élc 
dans  tous  ses  points  à  la  température  i;  les  autres  parties  de  la  lij 
ont  la  température  actuelle  o,  on  suppose  que  la  chaleur  ne  peut 
dissiper  dans  le  milieu  environnant;  il  faut  déterminer  quel  est  1'^ 
de  la  ligne  après  un  temps  donné.  On  peut  rendre  cette  question  p 
générale  en  supposant  :  i°  que  les  températures  initiales  des  poi 
compris  entre  a  et  A  sont  inégales  et  représentées  par  les  ordonn 
d'une  ligne  quelconque,  que  nous  regarderons  d'abord  comme  co 
posée  de  deux  parties  symétriques  (voir^^'.  i6)^  -x"  qu'une  partie 
la  clialcur  se  dissipe  par  la  surface  du  solide,  qui  est  un  prisme  d'i 
très  petite  épaisseur  et  d'une  longueur  infinie. 

La  seconde  question  consiste  jt  déterminer  les  états  successifs  d'i 
barre  prismatique,  dont  une  extrémité  est  assujettie  à  une  tempe 
ture  constante,  et  qui  est  infiniment  prolongée. 

La  résolution  de  ces  deux  questions  dépend  de  l'intégration 

l'équation 

dv  _K  (>•»■       HL 
dl  ^  CD  rfj-'       CDi  ^ 

(art.  105],  qui  exprime  le  mouvement  linéaire  de  la  chaleur;  v  esl 
température  que  le  point  placé  à  la  distance  x  de  l'origine  doit  av 
après  le  temps  écoulé  l;  K,  H,  C,  D,  L,  S  désignent  la  conducibil 
propre,  la  conducibilité  extérieure,  la  capacité  spécifique  de  chale 
la  densité,  le  contour  de  la  section  perpendiculaire,  et  l'aire  de  ce 
section. 

;i4r). 
Nous  considérons  d'abord  le  premier  cas,  qui  est  celui  où  la  chab 
se  propage  librement  dans  la  ligne  infinie  dont  une  partie  ab  a  n 
des  températures  initiales  quelconques,  tous  les  autres  points  ayani 
température  initiale  o.  Si  l'on  élève  en  chaque  point  de  la  barre  1' 
donnée  d'une  courbe  plane  qui  représente  la  température  actuelle 
ce  point,  on  voit  qu'après  une  certaine  valeur  du  temps  /,  l'état 
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e  est  exprimé  par  la  figure  de  la  courbe.  Nous  désignerons  par 
^{x)  l'équation  donnée  qui  correspond  à  l'état  initial,  et  nous  sup- 
ns  d'abord,  pour  rendre  le  calcul  plus  simple,  que  ta  figure  ini- 
dc  la  courbe  est  composée  de  deux  parties  symétriques,  en  sorte 
l'on  a  la  condition 

F(j:)  =  F(-x). 


l'équation 


rendra  pour  h  la  valeur  particulière  ae-*^''cosqx;  a  et  q  sont  des 

iintcs  arbitraires.  Soient  q,,  ^t,  q une  suite  de  valeurs  quel- 

jes  de  q,  et  a,,  a^,  «,,  . . .  une  suite  de  valeurs  correspondantes 
eflicienl  a;  on  aura 

jposons  ;  i''que  les  valeurs  q,,  q^,  y,,  ...  croissent  par  degrés  in- 
ent  petits,  comme  les  abscisses  q  d'une  certaine  courbe,  en  sorte 
es  deviennent  égales  à  rfy,  arfy,  Zdq, ..,,  dq  étant  la  diPTérentielIc 
ante  de  l'abscisse;  a"  que  les  valeurs  a,,  a.,,  a,,  ...  soient  pro- 
mnellcs  aux  ordonnées  Q  de  la  même  courbe,  et  qu'elles  devien- 
égales  à  0,^9,  Qjdq,  Q^dq,  ...,  Q  étant  une  certaine  fonction 
Il  en  résulte  que  la  valeur  de  u  pourra  être  exprimée  ainsi 

u ^=  J  Qe~*i'' C0S1J X dç. 

une  fonction  arbitraire  /{q),  et  l'intégrale  peut  être  prise  de 
a  q  =  X.  La  difficulté  se  réduit  a  déterminer  convenablement 
ction  Q. 
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Pour  y  parvenir,  il  faut  supposer  t=o  dans  l'expression 
l'égaler  a  Y{x).  On  a  ainsi  l'équation  de  condition 

F(J-)— /Qcosy.rt/?. 

Si  l'on  mettait  au  lieu  de  Q  une  fonction  quelconque  de  »/,  et  < 
achevât  l'intégration  depuis  9  =  0  jusqu'à  y  =  00,  on  trouve 
fonction  de  x;  il  s'agit  de  résoudre  la  question  inverse,  c'est-à 
connaître  quelle  est  la  fonction  de^  qui,  étant  mise  au  lieu  de 
nera  pour  résultat  la  fonction  F(^),  problème  singulier  dont  la 
exige  un  examen  attentif. 

En  développant  le  signe  de  l'intégrale,  on  écrira  commi 
l'équation  dont  il  faut  déduire  la  valeur  de  Q 

¥{x)  ^(iiCa^qxxdq  -*-  Q, cosy,xdy  +  Q, cosy,.rrf(?+. . . . 

Pour  faire  disparaître  tous  les  termes  du  second  membre,  exe 
seul,  on  multipliera  de  part  et  d'autre  par  co^rxdx,  et  l'on  ii 
ensuite  par  rapport  à  œ  depuis  x  —  o  jusqu'à  x=^n-K,  n  é 
nombre  infini;  r  représente  une  grandeur  quelconque  égale  à  1 
suivantes 

-/j,    ?»    ?„     ■•■ 

ou,  ce  qui  est  la  même  cbose, 

dq,     ndq,     Sdq,      .... 

Soient  qi  une  valeur  quelconque  de  la  variable  g,  et  Çj  ui 
valeur  qui  est  celle  que  l'on  a  prise  pour  r;  on  aura 

r=jdq 

et 

q^idq. 

On  considérera  ensuite  le  nombre  infini  /t  .comme  exprima 
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l'unité  de  longueur  contient  de  fois  l'élément  dq,  en  sorte  que  l'on 

"  =  *,■ 

n  pi'orétlaiit  k  rintt'gralion,  on  reconnaîtra  qut;  la  valeur  de  l'inlé- 
B  /  fosi7^c«sr.r(/j-  est  nulle  toutes  les  fois  que  r  et  (/  sont  des 
ideurs  dilférentes;  mais  celte  même  valeur  de  l'intégrale  est  — 
(]ue  q  =  r.  Il  suit  de  là  que  l'intégration  élimine  dans  le  second 
ibre  tous  les  termes,  excepté  un  seul,  savoir  celui  qui  contient 
u  r.  La  fonction  qui  aPTecte  ce  même  terme  est  Q^;  on  aura  donc 

ncttant  pour  ndq  sa  valeur  i.  on  a 

-'     ^  =  /  F(j-)  cos^jt/j; 
rouve  donc,  en  général, 

^~f    ¥lx)<^osqxdr. 

si,  pour  déterminer  la  fonction  Q  qui  satisfait  à  la  condition  pro- 
ie, il  faut  multiplier  la  fonction  donnée  F(a-)  par  cosç.rrfj-,  et  iii- 
er  de  a:  nulle  à  x  Iniinie.  en  multipliant  le  résultat  par  -.  c'csl- 
rc  que,  de  l'équation 

F(-^)— /     f(q)Cii&qxdq, 

Jéduit  celle-ci 

/<'/)  =  !  f    T(->r)cosqxdx. 

n  substituant  la  valeur  de  /(g)  dans  l'expression  de  F(cr},  on 
ent  l'équation  générale 


^F{x)=J'cosqxdqf''F 
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347. 

La  fonction  V{œ)  représentant  les  températures  hiitiales  d'un  prisn 
infini  dont  une  partie  intermédiaire  seulement  est  écliauffée,  si  W 
substitue  dans  l'expression  de  c  la  valeur  que  l'on  a  trouvée  pour 
fonction  Q,  on  a  l'intégrale  suivante,  qui  contient  la  solution  complè 
de  la  question  proposée  : 


e-i"i''t:o%fjx  dq  I 


F{x)C03gx:dj:. 


L'intégrale  par  rapport  à  w  étant  prise  de  x  nulle  à  j?  infinie,  il  i 
résulte  une  fonction  de  9;  et,  prenant  ensuite  l'intégrale  par  rapporl 
y  de  9  =  0  à  y=  00,  on  obtient  pour  c  la  fonction  dex  ett  qui  repr 
sente  les  états  successifs  du  solide. 

Puisque  l'intégration  par  rapport  à  x  fait  disparaître  cette  variabl 
on  peut  la  remplacer  dans  l'expression  de  c  par  une  variable  qui 
conque  a,  en  prenant  l'intégrale  entre  les  mêmes  limites,  savoir  depu 
a  =  o  jusqu'à  a  =  00.  On  a  donc 

—  ^  e-*' /      e' ''1^  '  cos  qxdq  j     Y  {et)  cosq  ix  da 

OU 

—  —«-*'/     F(ac)dix  I     e-*^^v''cosqa:cosq<xdq. 

L'intégration  par  rapport  à  q  donnera  une  fonction  de  x,  ^  et  a;  el,  t 
prenant  l'intégrale  par  rapport  à  a,  on  trouve  une  fonction  de  x  ei 
seulement.  Il  serait  facile  d'effectuer,  dans  la  dernière  équation,  l'i 
tégralion  par  rapport  à  q,  et  l'on  changerait  ainsi  l'expression  de  v.  ( 
peut,  en  général,  donner  diverses  formes  à  l'intégrale  de  l'équalion 


elles  représentonl  toutes  une  même  fonction  de  a^  et  t. 
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348. 


4ons  en  premier  lieu  que  toutes  les  températures  initiales  des 
împi'is  entre  a  et  b,  depuis  x  =^—  i  jusqu'à  x  =  \,  aient 
■ur  commune  r,  et  que  les  températures  de  tous  les  autres 
ient  nulles.  La  fonction  V[x)  sera  donnée  par  cette  condition, 
donc  intégrer,  par  rapport  à  a-,  depuis  a:  =  o  jusqu'à  x  =  i  ; 
ste  (le  l'intégrale  est  nul  d'après  l'hypothèse.  On  trouvera 

[)  memhre  peut  être  facilement  converti  en  série  convergente, 
n  ie  verra  par  la  suite;  il  représente  exactement  l'étal  du 
un  instant  donné  et,  si  l'on  y  fait  f  =  o,  on  exprime  l'état 

a  fonction 


à  l'unité  si  l'on  donne  à  x  une  valeur  quelconque  comprise 
[  et  t,  mais  cette  fonction  est  nulle  si  l'on  donne  à  x  toute 
Bur  non  comprise  entre  —  i  et  i .  On  voit  par  là  que  les  fonc- 
:ontinues  peuvent  aussi  être  exprimées  en  intégrales  définies. 

349. 

lonner  une  seconde  application  de  la  formule  précédente, 
poserons  que  la  barre  a  été  échauffée  en  un  de  ses  points  par 
îonslantf  d'un  même  foyer,  et  qu'elle  est  parvenue  à  l'état 
it  que  l'on  sait  être  représenté  par  une  courbe  logarith- 

it  de  connaître  suivant  quelle  loi  s'opérera  la  dilTusion  de  la 
près  qu'on  aura  retiré  ie  foyer.  En  désignant  par  Y{x)  la  va- 
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leur  initiale  de  la  température,  on  aura  (art.  76) 

A  est  ta  température  initiale  du  point  le  plus  écliauiîé.  On  fera 
simplifier  le  ealcul, 

,  ,         ML 

*  =  '         <"■         KS='- 

On  a  donc 

on  en  déduit 

—^  -^  I  e-'cosqxax 

et,  prenant  l'intégrale  de  x  nulle  à  x  infinie, 

a     .  i  +  y' 
Ainsi  la  valeur  de  c  en  ^  et  f  est  donnée  par  l'équation  suivanti 

350. 
Si  l'on  fait  t  =  o,  on  aura 

lit'        /""  cosff.r  , 

ce  qui  correspond  à  l'état  initial.  Donc  l'expression  -  f     ''"-^?|^rt 

vaut  à  «"■'.Il  faut  remarquer  (]ue  la  fonction  F(a;),qiii  reppésent 
initial,  ne  change  point  de  valeur,  d'après  l'iiypotlièse,  lorsqu 
vient  négative;  car  la  chaleur  communiquée  par  le  foyer  av! 
l'élat  initial  fut  formé  s'est  propagée  également  h  la  droite 
gauche  du  point  o  qui  la  reçoit  immédiatement.  Il  s'ensuit  que 
dont  l'équation  serait 

a    r"  cosff.r   , 
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est  composée  de  deux  branches  symétriques  que  l'on  forme  en  répé- 
tant, à  gauche  de  l'axe  de^.  la  partie  de  la  logarithmique  qui  est  à  la 
droite  do  cet  axe  et  a  pour  équation 

f)n  voit  ici  un  second  exemple  d'une  fonction  discontinue  exprimée 
par  une  intégrale  définie  (').  Cette  fonction  -  /  "^rfy  équivaut  à 
E"-^  lorsque  .r  est  positive;  mais  elle  est  e' lorsque  o^  est  négative. 

351. 

La  question  de  la  propagation  de  la  chaleur  dans  une  barre  infinie 
dont  l'extrémité  est  assujettie  à  une  température  constante  se  réduit, 
comme  on  le  verra  dans  la  suite,  à  celle  de  la  diffusion  de  la  chaleur 
ilans  une  ligne  infinie;  mais  il  faut  supposer  que  la  chaleur  initiale,  au 
lieu  d'affecter  également  les  deux  moitiés  contiguës  du  solide,  y  est 
[Jistribuée  d'une  manière  contraire-,  c'est-à-dire  qu'en  représentant 
par  F(;r)  la  température  d'un  point  dont  la  distance  au  milieu  de  la 
ligne  est  jt,  la  température  initiale  du  point  opposé,  pour  lequel  la  dis- 
lance  est  ~  X,  a  pour  valeur  —  F(^).  Cette  seconde  question  diflère 
très  peu  de  la  précédente  et  pourrait  être  résolue  par  une  méthode  sem- 
blable; mais  il  est  préférable  de  faire  dépendre  sa  solution  de  l'analyse 
qui  nous  a  servi  à  déterminer  le  mouvement  de  la  chaleur  dans  les 
solidrs  de  dimensions  finies.    * 

Supposons  qu'une  partie  ni  {_^g.  i(j)  de  la  barre  prismatique  infinie 
sort  échauffée  d'une  manière  quelconque  et  que  la  partie  opposée  a ^ 
soit  dans  un  état  pareil,  mais  de  signe  contraire,  tout  le  reste  du  solide 
ayant  la  température  initiale  o.  On  suppose  aussi  que  le  milieu  envi- 
ronnant est  entretenu  à  la  température  constante  o,  et  qu'il  reçoit  de 
la  barre  ou  lui  communique  la  chaleur  par  la  surface  extérieure.  Il 

i')  M  ne  s'agit  plus  ici  d'une  Tonction  réellemenl  discontinue,  mais  pluldl  d'une  Tonclion 
exprimée  |>ar  deux  lois  dilKrenlcs  suivant  i]ue  la  variable  esl  positive  ou  négative. 

G.  D. 
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s'agit  de  trouver  quelle  sera,  après  un  temps  donné  ^  1. 
d'un  point  dont  la  dislance  à  l'origine  est  x. 

Fig.  i6. 

I 


On  considérera  d'abord  la  barre  échaufTée  comme  aya; 
finie  2X,  et  comme  étant  soumise  à  une  cause  extérie 
qui  retient  ses  deux  extrémités  à  la  température  const 
onsuite  X  =00. 

352. 

On  emploiera  d'abord  l'équation 

â^_  K  â-'P       IIL 
di  ~  CD  dj:'      eus  '' 


dt  ~    dx* 
On  exprimera  comme  -il  suit  la  valeur  générale  de  11 

u  =  a,e~*''''s\n^,j!  +  (iie-**'!'sin^,^  -+■  a ^e- *>''•' siaf,' 

faisant  ensuite  a;  =  X,  ce  qui  doit  rendre  nulle  la  valeu 
pour  déterminer  la  série  des  exposants  g,  la  condition 
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nt  un  nombre  entier.  Donc 


■  reste  plus  qu'à  trouver  la  série  des  constantes  a,,  a,,  a^ Fai- 

f  =  o,  on  a 


^^  =r,  et  désignons  ¥(x)  ou  F(  — )  P*''/('");  o"  aw* 

/"(r)  ^fl,  sm/--Ho»sinar  +  û,sin3r  + 

<n  a  trouvé  précédemment 

a  r" 

a,=  -  /    /(r)siniVrf/-; 

itégrale  devait  être  prise  de  r  =  o  à  r=7t;donc  elle  doit  être  prise, 
rapport  à  w,  depuis  x  =  o  jusqu'à  œ  =  X.  En  faisant  ces  subslitu- 
s,  on  forme  l'équation 

-  ^e-'"  I  e      *'  sin  -y    /    F(j-)sin-=T-*''^ 

-1-e        *   sin^-TT-j    F{a;)  sina-^dx-H. ..    . 


'elle  serait  la  solution  si  le  prisme  avait  une  longueur  finie  repré- 
lée  par  2X.  Elle  est  une  conséquence  évidente  des  principes  que 
is  avons  posés  jusqu'ici;  il  ne  reste  plus  qu'à  supposer  la  dimon- 
1  X  infinie.  Soit  X  =  nT.,  n  étant  un  nombre  infini;  soit  aussi  g  une 
iable  dont  les  accroissements  infiniment  petits  dq  sont  tous  ég»ux  ; 
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on  écrira  -r-  au  Mcu  de  n.  Le  terme  général  de  la  série  qui  entre  da 
l'équation  (a)  étant 

e         *'  siiii-ï^  /     F(x)sini -^rfx, 

on  représentera  par  -^  le  nomltrc  i,  qui  est  variable  et  qui  devient  i 
fini.  Ainsi  l'on  aura 

df]  dq  d'j 

En  faisant  ces  substitutions  dans  le  terme  dont  il  s'agit,  on  trouvera 


'~*'''sini/a'  /  F(a7)sinryj:rfj-. 


une  quantité  infiniment  petite,  et  la  somme  de  ta  série  n'est  aul 
cbose  qu'une  intégrale,  qui  doit  être  prise  par  rapport  à  7  de  9  =  c 
ff  =  ac.  Donc 


(«) 


-  -e-'"  i  e-'"i^'?,\aqxd']  j  F{x)s'iDqxdx. 


L'intégrale  par  rapport  à  j:  doit  être  prise  de  a^  =  o  à  a;  =  »,  ce  (] 
donne  une  fonction  de  g;  cl  la  seconde  intégrale  doit  être  prise  p 
rapport  à  7  de  9  =  o  à  y  =  so.  On  peut  aussi  écrire 

—  ^^  e-*' /     e-'"!'' sin ij X dq  I     F{a)s\nqxdx 

ou 

~  —  e-'"Ç   V{a.)dx  f  e-'"i''s\nqx?:inqxdq. 

L'équation  (a)  contient  la  solution  générale  de  la  question  ;  et,  en  su 
stituant  pour  F{a;)  une  fonction  quelconque,  assujettie  ou  non  à  u 
loi  continue,  on  pourra  toujours  exprimer  en  a:  et  /  la  valeur  de 
température  :  tl  faut  seulement  remarquer  que  la  fonction  F{a-)  ce 
respond  à  une  ligne  formée  de  deux  parties  égales  et  alternes. 
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354. 


Si  la  chaleur  initiale  est  distribuée  dans  le  prisme  de  telle  manière 
lie  la  ligne  FFFF  [fig.  17)  qui  représente  cet  état  initial  soit  formée 


deux  arcs  égaux  placés  à  droite  et  à  gauche  du  point  fixe  o,  le  mou- 
ment  variable  de  la  cbaleur  est  exprimé  par  l'équation 

—  HZ  e-*'  I     ¥(ai)dx  j     e-''^''zo'iqxcosqxdq. 
Si  la  W^nQ //// {Jig.  t8)  qui  représente  l'état  Initial  est  formée  de 


ux  arcs  pareils  etalternes,  l'intégrale  qui  donne  la  valeur  de  tempé- 
Hure  est 

—  z=  e~'"  j     /(at)dx  I     e-^^'' s\n<]xi\nq a. di/. 

irsqu'on  supposera  la  chaleur  initiale  distribuée  d'une  manière  quel- 
nque,  il  sera  facile  de  conclure  des  deux  solutions  précédentes  l'ex- 
ession  de  v.  En  effet,  quelle  que  soit  la  fonction  (f  (a?)  qui  représente 
température  initiale  et  donnée,  elle  se  décompose  toujours  en  deux 
très  F(ar)  ■\-  f[x),  dont  l'une  correspond  à  la  ligne  FFFF,  et  l'autre 
a  \\f,r\effff,  en  sorte  que  l'on  a  ces  trois  conditions  : 


F(x)  =  K(-:c), 


f{x)  = 


-n-a:),         f{a:)  =  ¥(x)+/(<r). 
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On  a  déjà  fait  usage  de  cette  remarque  dans  les  articles  233  et  % 
On  sait  aussi  que  chaque  état  initial  donne  lieu  à  un  état  variable  p 
tiel  qui  se  forme  comme  s'il  était  seul;  la  composition  de  ces  div' 
états  n'apporte  aucun  changement  dans  les  températures  qui  aurait 
lieu  séparément  pour  chacun  d'eux.  Il  suit  de  là  qu'en  désignant  pa 
la  température  variable  produite  par  l'état  initial  que  représente 
fonction  totale  9(0;),  on  doit  avoir 

—  :=e-'"     /    e-*9''cosqxdq  i     F[ix)cosqada 

-\- Ç  e-'">''siaqxdq  f  /(«)  sinyarfa  1 . 

Si  l'on  prenait  entre  les  limites  —  »  et  -h  »  les  intégrales  par  ri 
port  à  et,  il  est  évident  que  l'on  doublerait  les  résultats.  On  peut  doi 
dans  l'équation  précédente,  omettre  au  premier  membre  le  dénomii 
teur  3,  et  prendre  dans  le  second  les  intégrales  pour  «  depuis  a  =  - 
jusqu'à  a  =  -(-00.  On  voit  facilement  aussi  que  l'on  pourrait  écr 
/  9(aj  cosya  dit  au  lieu  de  /  F(a)  cosyœ  d%  ;  car  il  résulte  dt 
condition  à  laquelle  esl  assujettie  la  fonction /(a)  que  l'on  doit  av 


-r. 


/{a)cosqxda. 


On  peut  encore  écrire   /       tp{a)sinyarfa  au  lieu  de  /      /(a)sin9ai 
car  on  a  évidemment 

o=J'*'¥{a)siaqocd«. 
On  en  conclut 


.-Hi  /      e-*»''^^!    /         t^{ot)cosqctCOSqjrdx  4-  / 

in,=^e-'"  1     e-^''''dq  I       <f{a)cosq{x  —  a)da 


if{a)s\oqixs'mq^ 
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nv=  e-'"  I        <f(ix)dix  f     e-*»*'c0S7(j:—  <x)dq. 

355. 

La  solution  de  cette  seconde  question  fait  connaître  dislrnctement 
el  rapport  il  y  a  entre  les  intégrales  définies  que  nous  venons  d'em- 
lyer  et  les  résultats  de  l'analyse  que  nous  avons  appliquée  aux 
lides  d'une  figure  déterminée.  Lorsque,  dans  les  séries  convergentes 
e  cette  analyse  fournit,  on  donne  aux  quantités  qui  désignent  les 
nensions  une  valeur  infinie,  chacun  des  termes  devient  infiniment 
tit,  et  la  somme  de  la  série  n'est  autre  chose  qu'une  intégrale.  On 
urrait  passer  directement  de  la  même  manière,  et  sans  aucune  con- 
lération  physique,  des  diverses  séries  trigonométriques  que  nous 
ans  employées  dans  le  Chapitre  III  aux  intégrales  définies;  il  nous 
Dira  de  donner  quelques  exemples  de  ces  transrurmations  dont  les 
tultats  sont  remarquables. 

350. 
Dans  l'équation 


nnée  aux  articles  184  el  222,  on  écrira  au  lieu  de  u  la  quantité  -; 
est  une  autre  variahie  et  n  est  un  nombre  infini  égal  »  -fi  Ç  est  une 
antité  formée  successivement  par  l'addition  de  ses  parties  infîni- 
înt  petites  égales  à  dq.  On  représentera  le  nombre  variahie  i  par 
■  Si,  dans  le  terme  général  — ; sin(2(  +  i)-,  on  met  pour  /  et  h 

irs  valeurs,  ce  terme  deviendra  —  sinaoa;.  Donc  la  somme  de  la 

rie  sera 

I    r  .  dq 

-  /  sinafj:  — ^i 
2j  '       q 
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l'intéj^rale  étant  prise  de  ^  =  o  à  ^  =  oo;  on  a  donc  l'équation 

jr       I  /•"  .  dq 

4      aj,  '     q 

qui  a  toujours  lieu  quelle  que  soit  la  valeur  positive  de  a?. 
Soit  3qx  =  r,  /-étant  une  nouvelle  variable,  on  aura 


-i  =  —        et 


-  =  /     sinr  — ; 


cette  valeur  de  l'intégrale  définie  /    sin/-—  est  connue  depu 

temps.  Si,  en  supposant  r  négatif,  on  prenait  la  même  inté 
r=oàr=:—  ce,  on  aurait  évidemment  un  résultat  de  signe  c 


357. 

La  remarque  que  nous  venons  de  faire  sur  la  valeur  de  l'i 
sXaqx-^,  qui  est  -  ou  —  - .  peut  servira  faire  connaître  1 
de  l'expression 

COSqxs\aq~ 


£ 


-:X" 


dont  nous  avons  trouvé  précédemment  (art.  348]  la  valeur  égal 
à  o,  selon  que  x  est  ou  n'est  pas  comprise  entre  i  et  —  i.  1 
on  a 

/  cosqx  sinç  -2  =  -  /  siaq{a:  +  i)  -^  —  -  /  smq{x  ~  i)  - 

le  premier  terme  vaut  -r  ou  —  j»  selon  que  x-hï  est  une 
positive  ou  négative;  le  second  -  /siny(a:  —  i) -^  vaut  ? 
selon  que  x  —  i  est  une  quantité  positive  ou  négative.  Donc  l'i 
totale  est  nulle  si  a:  +  i  et  ^ —  i  ont  le  même  signe;  car,  dan 
les  deux,  termes  se  détruisent;  mais,  si  ces  quantités  sont  de  s 
férent,  c'est-à-dire  si  l'on  a  en  même  temps  a;  -+- 1  >  o  et  x  ■ 
les  deux  termes  s'ajoutent  et  la  valeur  de  l'intégrale  est  ^-  Doi 
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giale  définie  -  /    s\nqcosqœ  -^  est  une  fonction  de  x  égale  à  i ,  si  la 

vnrialile  x  a  une  valeur  quelconque  comprise  entre  i  et  —  i;  et  cette 
même  fonction  est  nulle  pour  toute  autre  valeur  de  ac  non  comprise 
entre  les  limites  i  et  —  i. 

358. 

On  pourrait  déduire  aussi  de  la  transformation  des  séries  en  inté- 
(çrales  les  propriétés  des  deux  expressions 


1    /*'  cosq.rrtq  a    /""^sin-y 


La  première  (art.  350}  équivaut  à  e'"  lorsque  a:  est  positive,  et  à  <^ 
lorsque  ce  est  négative.  La  seconde  équivaut  à  e~'  si  x  est  positive,  ot 
à  —  e^  si  X  est  négative;  en  sorte  que  ces  deux  intégrales  ont  la  même 
valeur  lorsque  x  est  positive,  et  ont  des  valeurs  de  signe  contraire 


lorsque  x  est  négative.  L'une  est  représentée  par  la  ligne  eeee{fig.  19). 
l'autre  par  la  ligne  eeeE  {fig.  30). 
L'équation  {') 


(')  Plu8  exaclemont,  le  second  membre  do  Téquation  est  égal  à  — sin —    si  la 

variable  x  est  comprise  entra  o  ot  et;  il  est  égal  à  zéro  si  x  est  comprise  entre  a  et  n. 
Pour  retrouver  l'intégrale  déterminée  par  Fourier,  il  suffit  de  suivre  sa  méthode  en  rem- 
plaçant dans  lo  terme  général  do  la  série 


1  rcspocLivement  par  it  dq,  x  dq,  ■ 
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que  nous  avons  rapportée  [art.  236],  donne  immédiRtement  l'intégrali: 
_  I     — ?■  _-  \  — ^;  cette  dernière  expression  équivaut  a  sin.r  SI. T  es 

comprise  entre  o  et  %,  et  sa  valeur  est  nulle  toutes  les  fois  que  x  sur 
passe  7:. 

359. 
La  même  transformation  s'applique  à  l'équation  généralo 

-tp(«)  —  sinK  i  f{u) s\n u du -i-sin-i a  i is(u)s\niu du  + . .  .\ 

laisantu  =  -j  on  désignera  cp(ii),  ou  îp(- h  par/(.T);  on  inlroduiri 
dans  le  calcul  une  quantité  q  qui  reçoit  des  accroissements  infinimen 
petits,  égauxàrfy;  n  si 
dans  le  terme  général 

on  trouvera 

dqsintjx  I  /{j:)s\ngj:dx. 

L'intégrale  par  rapport  à  u  est  prise  de  «  =  o  à  u  =  it;  donc  l'inié 
gration  par  rapport  k  x  doit  avoir  lieu  de  ^  =  o  à  .x-  =  m^,  ou  de  ■> 
nulle  asc  infinie. 

On  obtient  ainsi  un  résultat  général  exprimé  par  Cette  équation 

(e)  ~f{x)  =  l     siaçxdq  j     /{x)singxdx; 

c'est  pourquoi,  en  désignant  par  Cf'une  fonction  de  g  telle  que  l'un 
ait 

/(u)^.J^' Qsinq udq, 

équation  dans  laquelle  /(u)  est  une  fonction  donnée,  on  aura 

Q  =  lf/(u)sinqudu, 

l'intégrale  étant  prise  de  u  nulle  à  u  infinie.  Nous  avons  déjii  résolu 
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ine  question  semblable  (art.  346)  et  démontré  l'équation  générale 

£)  -F{j-)=/     cosç-rr/ç/     F{jr)C0S7J-rfx, 

[ui  l'st  analogue  à  la  précédente. 


Pour  donner  une  application  de  coâ  tliéorëmes,  nous  supposerons 
f[x)  =^;  le  second  membre  de  l'équation  (c)  deviendra  par  celte 
ubstilution 

L'intégrale 

I  ^''sinqj^dj:     ou     —p^jqil^Ys.iaqxdjr 

>quivautà  -^  j  u^»\nudu,  l'intégrale  élant  prise  de  u  nulle  à  u  in- 
Inie.  Soit  }j.  cette  intégrale  totale 

/     u''s\nudHi 

il  reste  il  prendre  l'intégrale 


f   siny^^rfy    ou     iix'jw' 


Désignant  par  v  cette  dernière  intégrale  prise  de  u  nulle  à  u  infinie. 
DU  aura  pour  résultat  des  deux  intégrations  successives  le  terme  af]^-^. 
Du  doit  donc  avoir,  selon  la  condition  exprimée  par  l'équation  [e). 


ainsi  le  produit  des  deux  intégrales  /    ifîXnudu  eX  f    u~''sin»— est 

ïT    I,                   I             1-  ■        .                '  ■  f  s'iaudu 

-■  Par  exemple,  en  faisant  r= >  on  trouve  pour  f  — p —  sa  va- 
leur connue 
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On  trouve  de  la  même  manière 


/cos  H  du  _    /Ç 


et,  de  ces  équations,  on  pourrait  aussi  conclure  la  suivante 

qui  est  employée  depuis  longtemps  (  '  ]. 

361. 

Un  peut  résoudre  au  moyen  des  équations  [e)  et  (e)  le  problème 
suivant,  qui  appartient  aussi  k  l'analyse  des  ditTérences  partielles  : 
Quelle  est  la  fonction  Q  de  la  variable  q  qui  doit  être  placée  sous  le 
signe  intégral  pour  que  l'expression  f  Qe'^'dq  soit  égale  à  une  fonc- 
tion donnée,  l'intégrale  étant  prise  de  g  nulle  à  g  infinie?  Mais,  sans 
s'arrêter  à  ces  diverses  conséquences,  dont  l'examen  nous  éloignerai) 
de  notre  objet  principal,  on  se  bornera  au  résultat  suivant,  que  l'on 
obtient  en  combinant  les  deux  équations  (e)  et  (e).  Elles  peuvent  être 
mises  sous  cette  forme 

^/(^)  =  /    &\aqxdqj    /{<x)sinc[xdx 

et 

-  F(x)  =  f     tosq-rdq  I     ¥(a)C(iSq{itdix, 

Si  l'on  prenait  les  intégrales  par  rapport  à  a  depuis  —«jusqu'à  -t-x, 
le  résultat  de  cliaque  intégration  serait  doublé,  ce  qui  est  une  consc- 
'   quence  nécessaire  des  deux  conditions 


/Ca)^-/(-«) 
(  '  )  f^iir,  plus  loin,  art.  407. 


F(a)  =  F(~a); 
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■A  donc  les  deux  équations 

îr/(J-)=J     sinqxdqj        /(ix)&\nqada 
irl'(j-)i:^/      cosqxftq  I         V((x)  COSqac  lia. 

a  remarqué  précédemment  qu'une  fonction  quelconque  o{a-)  se 
compose  toujours  en  deux  autres,  dont  l'une  F{a:)  satisfait  à  la  con- 
ion  F(ir)  =  F{  — a:),  et  dont  l'autre  /(a?)  satisfait  à  la  condition 
,r)  =r —  _/"(  — a^).  On  a  aussi  les  deux  équations 

o—  r       F{at)siin/arf«         et         •*—  /        /Wcosqada; 

en  conclut 

j:[F(.r)+/{j-)]=Tr9(x)  =  -t-y     sinçxdqj        /{x)sinqxdx 
■+-  I     COSqjrdi/  I         f(a)C0Sqaidx 

(j-)—  /    s'ia q  j: dq  I       ^(a)  sinçatrfa  +  /     cosqxdq  j       (f(ix)cosqxdx 

jrç(j>)  =  /        iB(at)rfa  /     {sinqx sinqa  +  cosqx cosqx)dq 
enfin 
I  ç(j)  =  -  /        <s(ci)dix  I    CÛSq{x  —  <x)dq. 

L'intégration  par  rapport  à  y  donne  une  fonction  de  x  et  a,  et  la  se- 
ide  intégration  ferait  disparaître  la  variable  a.  Ainsi  la  fonction 
irésentée  par  l'intégrale  définie    /    cosq{x  —  x)etq  a  cette  singu- 

re  propriété  que.  si  on  la  multiplie  par  une  fonction  quelconque 
i)et  pArdai,  et  si  l'on  intègre  par  rapport  à  a  entre  des  limites  infi- 
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nies,  le  résultat  est  égal  à  r.'^{x);  en  sorte  que  l'effet  de  l'intégralion 
est  de  changera  en  x  et  de  multiplier  par  le  nombre  tt  ('}. 

(■)  L'inlégrale 

donl  ]>arle  Fourier  n'a  aucune  valeur  délerminée ;  car  on  a 

r*          ,             ,  ,         sinA(,j;-a) 
I     COaq(_J:  —  it)d<j=  — , 

ot  le  second  membre  ne  tend  vers  aucune  limite  lorsque  /i  grandit  indéfiniment.  Il  semble 
donc  difScile  d'attacher  un  sens  précis  â  la  proposition  énoncée  dans  ce  dornicr  para- 
graphe. 

La  formule  célèbre  (E),  que  donne  ici  Fourier  et  à  laquelle  son  nom  est  resté  attaché, 
peut  recevoir  une  signification  très  netle  lorsqu'on  la  présente  de  la  manière  suivante  : 

Considérons  une  fonction  <p(  j^),  analogue  à  colles  que  l'on  rencontre  en  Physique  mallié- 
matique,  demeurant  comprise  entre  deux  limites  Gxos  lorsque  jt  varie  de  — m  à  -hk, 
n'ayant  qu'un  nombre  limité  de  discontinuités  et  de  maxima  ou  de  minima.  Désignons,  à 
l'exemple  de  Dirichlet  {/our/iai  de  Crelte,  1. 17),  par  -^{x  -i-  o)  la  limite  de  <p(j:  •+-  h)  ei 
par  ç{d:  —  o)  la  limite  do  <^{x  —  h)  lorsque  h  tend  vers  zéro  par  des  valeurs  positives. 
Cela  posé,  on  peut  énoncer  les  propositions  suivantes  : 

L'intégrale  double 

JCA,B,/0=^J    ?(=«)rf«/    C0S7(x_=<)rf./  =  iy    dqj    ■f(a)cOSqi^-r,)da. 

oii  /lest  un  nombre  positif  et  où  l'on  a  B<A,  tend  vers  une  limite  déterminée  J(A,B,oa) 

lorsque,  A  et  Brestant6xes,  Agrandit  indéfiniment.  Cette  limite  est  -  [!;(j+o)+ o(j-— o)] 

si  xest  compris  entre  A  et  B,  -  <;(B-)- o)  si  x  est  égaH  B,  -^(A  —  o)  si  .t  est  égal  à  A, 

o  si  ^  est  plus  grand  que  A  ou  plus  petit  que  fi. 

Il  résulte  de  là  que  I(A,  B,  w)  a  une  limite  déterminée  Jo(j^)  lorsque  B  et  A  tendent 
respectivement  vers  —  œ  et  +  a>,  et  que  cette  limite  déterminée  est  égale  à 

ou  à  f(x)  lorsque  <;(j:)  est  continue  pour  la  valeur  de  x  considérée. 
Les  propositions  précédentes  subsisteront  alors  même  que  la  fonction  fi^x)  deviondriilt 

iDËnie  pour  certaine^  valeurs  de  a:,  en  nombre  limité,  pourvu  que  l'intégrale  /'?(  j')  'Le 
demeure  finie  pour  les  valeurs  dex  qui  rendent  f(x)  infinie.  G.  1). 
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362. 


On  pourrail  déduire  directement  l'équation  (E)  du  théorème,  rap- 
porté dans  l'article  234  (p.  a3o  et  a3i),  qui  donne  le  développement 
d'une  fonction  quelconque  T{x)  en  série  de  sinus  et  de  cosinus  d'arcs 
multiples.  On  passe  de  cette  dernière  proposition  à  celles  que  nous 
venons  de  démontrer  en  donnant  une  valeur  infinie  aux  dimensions. 
Chaque  terme  de  la  série  devient  dans  ce  cas  une  quantité  dilTéren- 
tielle.  Ces  transformations  des  fonctions  en  suites  trigonométriques 
sont  des  éléments  de  la  Théorie  analytique  de  la  chaleur;  il  est  indis- 
pensable d'en  faire  usage  pour  résoudre  les  questions  qui  dépendent 
de  celte  théorie. 

La  réduction  des  fondions  arbitraires  en  intégrales  définies,  telle 
que  l'expriment  l'équation  (E)  et  les  deux  équations  élémentaires  dont 
elle  dérive,  donne  lieu  à  diverses  conséquences  que  l'on  omettra  ici, 
parce  qu'elles  ont  un  rapport  moins  direct  avec  la  question  physique. 
On  fera  seulement  remarquer  que  ces  mêmes  équations  se  présentent 
quelquefois  dans  le  calcul  sous  d'autres  formes.  On  obtient,  par 
exemple,  ce  résultat 


(E') 


(f(j:)  =  -   I     <f{a)dx  I     cosq(x  —  (x)dq. 


qui  diffère  de  l'équation  (Ë)  en  ce  que  les  limites  de  l'intégrale  prise 
par  rapport  à  a  sont  o  et  «,  au  lieu  d'être  — oo  et  -+-ao.  Il  faut  consi- 
dérer, dans  ce  cas,  que  les  deux  équations  (E)  et  (E')  donnent  pour 
le  second  membre  des  valeurs  égales  lorsque  la  variable  x  est  posi- 
tive. Si  cette  variable  est  négative,  l'équation  {E')  donne  toujours 
pour  le  second  membre  une  valeur  nulle.  Il  n'en  est  pas  de  même  de 
l'équation  (E),  dont  le  second  membre  équivaut  à  ç(^).  soit  que  l'on 
donne  à  x  une  valeur  positive  ou  une  valeur  négative.  Quant  à  l'équa- 
lion  (E),  elle  résout  le  problême  suivant  :  Trouver  une  fonction  de  x 
teUeque,  six  est  positive,  la  valeur  de  la  fonction  soit  <f(x),  et  que,  si  x 
est  négative,  la  valeur  de  la  fonction  soit  toujours  nulle. 
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La  (fuestiOD  de  la  propagation  de  la  chaleur  dans  une  ligne  inl 
peut  encore  être*  résolue  en  donnant  à  l'intégrale  de  l'équation 
dilTérences  partielles  une  forme  diflercnte  que  nous  ferons  conna 
dans  l'article  suivant.  Nous  examinerons  auparavant  le  cas  où  la  soi 
de  la  chaleur  est  constante. 

Supposons  que,  la  chaleur  initiale  étant  répartie  d'une  man 
quelconque  dans  la  barre  infinie,  on  entretienne  la  tranche  A  à 
température  constante,  tandis  qu'une  partie  de  la  chaleur  commi 
quéc  se  dissipe  par  la  surface  extérieure.  Il  s'agit  de  déterminer  I' 
du  prisme  après  un  temps  donné,  ce  qui  est  l'ohjct  de  la  seco 
question  que  nous  nous  sommes  proposée.  En  désignant  par  i  la  t 
pérature  constante  de  l'extrémité  A,  par  o  celle  du  milieu,  on  i 

-'V'- 
e       ""^  pour  l'expression  de  la  température  finale  du  point  situé 

distance  x  de  cette  extrémité.  Désignant  par  c  la  température  varii 

du  même  point  aprës  le  temps  écoulé  t,  on  a.  pour  déterminer  v,  c 

équation 


<!.■ 

K    d'f        HL 

fit 

~  Cl)  djrf       CDS  ' 

Soit  maintenant 

.m. 

on  aura 

dit' 

K    d'u'        HL 

~dï 

^Cl)  dj-'        eus 

en  remplaçant  ttï".  par  k  et  ^^  par  h.  Si  l'on  fait  u'= 
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valeur  de  u'  on  V  —  e  ''*  est  celle  de  la  différence  entre  la  (em- 
ature  actuelle  et  la  température  finale;  cette  dilTérencc  u',  qui  tend 
plus  en  plus  à  s'évanouir,  et  dont  la  dernière  valeur  est  nulle,  équi- 
it  d'abord  à 

désignant  par  F[.r)  la  température  initiale  d'un  point  situé  à  la 
tance  .r.  Soit  /{^)  cet  excès  de  la  température  initiale  sur  la  tem- 
'ature  finale,  il  faudra  trouver  pour  u'  une  fonction  qui  satisfasse  à 
luation 

du'  .d'il'  .     , 

-r-  —  A-j-^  —Au', 

i  ait  pour  valeur  initiale y(3^),  et  pour  valeur  finale  o.  Au  point  A, 

tr  est  égal  à  o,  la  quantité  v~  e  ■**  a,  par  hypothèse,  une  valeur 
islante  égale  à  o.  On  voit  par  là  que  u'  représente  une  chaleur  excé- 
ite  qui  est  d'abord  accumulée  dans  le  prisme,  et  qui  ensuite  s'éva- 
iTIt,  soit  en  se  propageant  à  l'infini,  soit  en  se  dissipant  dans  le 
lieu.  Ainsi,  pour  représenter  reflet  qui  résulte  de  réchauffement 
iformede  l'extrémité  A  d'une  ligne  infiniment  prolongée,  il  fautcon- 
'oir  :  1"  que  cette  ligne  est  aussi  prolongée  à  la  gauche  du  point  A, 
[[ue  chaque  point  situé  à  droite  est  présentement  affecté  de  la  tem- 
■ature  initiale  excédante;  2"  que  l'autre  moitié  de  la  ligne  à  la 
iche  du  point  A  est  dans  un  état  contraire,  en  sorte  qu'un  point 
iccà  la  distance  —  icdu  point  A  a  pour  température  initiale  —/{x); 
juite  la  chaleur  commence  à  se  mouvoir  librement  dans  l'intérieur 
la  barre  et  à  se  dissiper  à  la  surface.  Le  point  A  conserve  la  tempé- 
ure  o,  et  tous  les  autres  points  parviennent  insensiblement  au 
ime  état.  C'est  ainsi  que  l'on  peut  ramener  le  cas  où  le  foyer  exté- 
ur  communique  incessamment  une  nouvelle  chaleur  à  celui  où  la 
ïleur  primitive  se  propage  dans  l'intérieur  du  solide.  On  pourrait 
ne  résoudre  la  question  proposée  de  la  même  manière  que  celle  de 
diffusion  de  la  chaleur  (art.  347,  353  et  354);  mais,  afin  de  mul- 
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tiplier  les  moyens  de  résolution  dans  une  matière  aussi  nouvelle,  on 
emploiera  l'intégrale  sous  une  forme  dilTérente  de  celle  que  nous  avons 
considérée  jusqu'ici. 

364. 
On  satisfait  à  l'équation 

dt  ~    dx* 

en  supposant  u  égale  à  e"^e**.  Or,  cette  dernière  fonction  de  x  et  (  peut 
être  mise  sous  la  forme  d'intégrale  définie,  ce  qui  se  déduit  très  facile- 
ment de  la  valeur  connue  de  j  e-^'dq.  On  a  en  effet  s/t:  =  j  e-^' dq 
lorsque  l'intégrale  est  prise  de  y  =  — œ  à  j=-t-oo.  On  aura  donc 
aussi 

b  étant  une  constante  quelconque,  et  les  limites  de  l'intégrale  étant  les 
mêmes  qu'auparavant.  De  l'équation 

on  conclut,  en  faisant  b'  =  kt, 

donc  la  valeur  précédente  de  u  ou  e"^e*'  équivaut  à 


s/S 
On  pourrait  aussi  supposer  u  égale  à  la  fonction 

ae-'"e'"''', 

a  et  n  étant  deux  constantes  quelconques;  et  l'on  trouvera  de  même 
que  cette  fonction  équivaut  à 
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t  donc  prendre,  en  général,  pour  valeur  de  u  la  somme  d'une 
de  valeurs  semblables,  et  l'on  aura 

li^tanles  a,,  a,,  a^,  ...  et  n,,  »,,  n^,  . . .  étant  indéterminées,  la 
pi'ésentc  une  fonction  quelconque  de  or  -h  2qy[kt;  on  a  donc 


-je-i'<?{x-\-lqs'kt)dq. 


raie  doit  être  prise  de  u  =  —  ao  à  «  —  co,  et  la  valeur  de  u  satis- 
cessairenient  à  l'équation 

di  dj.' 

ntégrale.  qui  contient  une  fonction  arbitraire,  n'était  point 
lorsque  nous  avons  entrepris  nos  recherches  sur  la  Théorie  de 
BUP,  qui  ont  été  remises  à  l'Institut  de  France  dans  le  mois  de 
)re  1807;  elle  a  été  donnée  par  M.  Laplace,  dans  un  Ouvrage 
l  partie  du  Tome  VIII  du  Journal  de  l'École  Polyleclmique  ('); 
e  faisons  que  l'appliquer  à  la  détermination  du  mouvement 
;  de  la  chaleur.  On  en  conclut 

!  t  est  égal  à  zéro,  la  valeur  de  «  est  F(a;)  —  e       ^*  ou  f{x')  ; 
/(j-)-^f       9(x)c-/V7         et         ^(x)=-^/{x). 

J_.  VIT 

i  fonction  arbitraire  qui  entre  dans  l'intégrale  est  déterminée 

PUCE,  Mémoire  sur  divers  points  d'Ânalj-se  :  Sur  lo  Calcul  des  fonctioas  gêné* 
—  Sur  les  inlégralos  définies  des  équalions  à  différences  partielles.  ~  Sur  le 
cciproquo  dos  Résultais  réels  au\  Résultais  imaginaires.  —  Sur  l'intégration  dos 
I  aux  difTércnccs  rinics  non  linéaires.  ~  Sur  la  Réduction  des  fonctions  en  Tables 
de  l'Écalc  Pa(yicc/miqae,  XV*  CaliJor,  p.  aag-aCS.  f'oir  plus  particulièrement 
2i4).  G.  D. 
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CHAPITRE  IX.  -  DIFFUSION  DE  LA  CHALEUR.  Vlo 

au  moyen  de  la  fonction  donnée  /{x);  et  l'on  a  l'équation  suivante 

qui  contient  la  solution  de  la  question 

^  ^» 

j/nr     „_!,   „+-  . 

Vît  J__  A 

il  serait  facile  de  représenter  ce  résultat  par  une  construction. 

365. 

Nous  appliquerons  la  solution  précédente  au  cas  où,  tous  les  points 
de  la  ligne  AB  ayant  la  température  initiale  o,  on  échauffe  l'extrémité  A 
pour  la  retenir  continuellement  à  la  température  i.  Il  en  résulte  que 
f{x)  a  une  valeur  nulle  lorsque  œ  diffère  de  o.  Ainsi,  /{x)  équivaut  à 

—  e  "^  toutes  les  fois  que  œ  diflère  de  zéro,  et  à  zéro  lorsque  -r  est 
nulle.  D'un  autre  côté,  il  est  nécessaire  qU'en  faisant  x  négative,  la 
valeur  de  /{x)  change  de  signe,  en  sorte  que  l'on  a  la  condition 
/(— x)  =  — /{x).  On  connaît  ainsi  la  nature  de  la  fonction  dtscon- 

-rJ^  j.    ÏÏT 

tinue/(a7);  elle  est  — c  '  "*  lorsque  a;  surpasse  o,  et +e  ^lorsque 
X  est  moindre  que  o.  II  faut  maintenant  écrire,  au  lieu  de  x,  la  quan- 
tité X  ■+■  2q<i/Fl.  Pour  trouver  u  ou 


Ml  prendra  d'abord  l'intégrale  depuis  x -\- ^q  \jkl  =  o  jusqu'à 
y -H  29y'*f  =  30,  et  ensuite  depuis  x  +  ii(f\Jki  =  —  ^  jusqu'à 
V  -h  2qy[ki  =  O.  Pour  la  première  partie,  on  a 


et,  remplaçant  k  par  sa  valeur  ;.t  <  on  a 
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THÉORIE  DE  LA  CHALEUR. 

\n  J 

\'r:  J 

:nanl  par  r  la  quantité  q+  l/^.  l'expression  précédenle 

VIT  .  J 

/  (*"'■' rfr   doit   être    prise,    par   hypothèse,   depuis 


/S'  .  ,.  /K(  ,        . 

'CD  =«  jusqu  a  a-  +  2yy'-|^  =00.  oudcpuisf - 

1  =  »,  ou  de  r=  y/Hi^ £==  jusqu'à  r=  x 

onde  partie  de  l'intégrale  est 


lant  par  r  la  quantité  ^  ~  l/jjgg-  L'intégrale  fe-^'dr  doit 
e,  d'après  l'hypothèse,  depuis  a:  +  2ç  Vrïï  ~  ~  ^  jusqu'à 
rT=j  c'est-à-dire 

V  Cl) 


/k7  , 

CIJ~°'   °"         ç=  — «   a  y 

/RÎ77 
=  —  X  jusqu  a 


\/i' 
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CHAPITRE  IX.  -  DIFFUSION  DE  LA  CHALEUR.  417 

Ces  deux  dernières  limites  peuvent,  d'après  la  nature  de  la  fonc- 
tion e^"^,  être  remplacées  par  celles-ci  : 


V  CD 


II  suit  de  là  que  la  valeur  de  u  est  exprimée  ainsi  : 

la  première  intégrale  doit  être  prise  depuis  ''=\/ rna-^ 


jusqu'à  r=«:3c,  et  la  seconde  depuis  r=»/j=r|Të ^^r  jusqu 

r  =  x>.  Représentons  maintenant  par '|'(R}  l'intégrale  -^  /«""'Vrdepu 
r=  R  jusqu'à  r  =  3o;  on  aura 

,._.S"V^ 


/HLi  X      \ 

CDS  +        /K7  ) 


'Vci)/ 

Donc  «',  qui  équivaut  à  e  "^"^m,  a  pour  expression 


.'Vi, 


ODS 


.-wi. 


.-"v'i., 


/  /!lk'  _      •»     \ 


*    VCDS  /k7 

\       'Vcïïy 

*(  V  eus  /K7  ) 
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ïi»  THÉORIE  DE  LA  CHALEUR. 

La  Tunction  désignée  par  t|/(R)  est  connue  depuis  longtemps  et  l'on 
peut  calculer  racilemcnt,  soit  au  moyen  de  séries  convergentes,  soit 
par  les  fractions  continues,  les  différentes  valeurs  que  reçoit  cette 
fonction  lorsqu'on  met  au  lieu  de  R  des  quantités  données;  ainsi 
l'application  numérique  de  la  solution  n'est  sujette  à  aucune  diffi- 
culté ('). 

366. 
Si  l'on  fait  H  nulle,  on  a 


ù-t 


Cette  équation  représente  la  propagation  de  la  chaleur  dans  une  barre 
infinie  dont  tous  les  points  étaient  d'abord  à  la  température  o,  et  dont 
l'extrémité  est  élevée  et  entretenue  a  la  température  constante  i .  On 
suppose  que  la  chaleur  ne  peut  se  dissiper  par  la  surface  extérieure  de 
la  bari'c  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  que  cette  barre  a  une  épais- 
seur infiniment  grande.  Cette  dernière  valeur  de  v  fait  donc  connaître 
la  loi  suivant  laquelle  la  chaleur  se  propage  dans  un  solide  terminé 
par  un  plan  infini,  en  supposant  que  ce  mur,  infiniment  épais,  a  d'abord 

(  '  )  Pour  ce  qui  concerne  le  calcul  numérique  des  toacliona  que  Fourier  désigne  ici  ei 
dans  l'article  suivant  par  <|'(R)  el  ^{R),  on  pourra  consulter  : 

Kriul',  Analyse  des  réfractions  astronimûques  ei  terrestres,  Strasbourg  et  Loipsick. 
an  VII. 
Cei  Oavrage  coatteiil  :  i°  une  Table  des  valeurs  de  l'intégrale  /    e-'*di\  a"  une  Table 

des  logarithmes  do  celte  intégrale;  3°  les  logarithmes  du  produit  e''''  /     e-''dt. 

BiissbL,  Faiidamenta  ^.(rrvNomin?  (Kœnïgsborg,  1818), 

Legen'DRK,  Traité  des  fondions  elUpii(jiiet  el  des  tniégralet  eulériennes,  i.  II,  p.  5ao, 

Enckh:,  j-litimnomitclies  Jalirbucli  jur  i834,  Berlin,  iB32. 

ll.\i)\L-  (R.),  Tablesde  l'intégrale  <}'(Z)=  e^'  /     e-''dl.  —  Annaies  de  l'observatoire  de 
Pari',  Partie  thtforique,  t.  XVUI. 

Les  Tables  que  contient  ce  Mémoire  permoUont  d'obtenir  le  logarithme  de  ^(Z)  à 
V  d'unité  près  du  septième  ordre  décimal.  G.  D. 
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CHAPITRE  IX.  -  DIFFUSION  DE  LA  CIIALEUII.  419 

lians  toutes  ses  parties  .une  température  constante  initiale  o  et  que  l'on 
assujettit  la  surface  à  une  température  constante  i.  Il  ne  sera  point 
inutile  de  faire  observer  quelques  résultats  de  cette  solution. 

En  désignant  par  ç(B)  l'intégrale  -^  jc~'"dr  prise  depuis  r=:o 
jusqu'à  r=  R,  on  a 

4'(R)  =  ^  -9(R}         el         ^(__R)^1  +  9(R), 

lorsque  R  est  une  quantité  positive;  donc 

|(^R)_4,(R)^2?(K)         el         r^i- 


VcD 
Kn  développant  l'intégrale  ^(R),  on  a 


'""=;ftr-T3«'+T:ï5''"' 


donc 


\/in    ''v\/U)     '"   \V* 


i"  Si  l'on  suppose  œ  nulle,  on  trouvera  c  =  i . 
-3"  Si,  X  n'étant  point  nulle,  on  suppose  /  =  o,  la  somme  des  termes 

qui  contiennent  œ  représente  l'intégrale  i€^'''dr  prise  depuis  r  =  ii 

jusqu'à  /•  =  »,  et  par  conséquent  équivaut  à  -v^;  donc  v  est  nulle, 

3"  Différents  points  du  solide  placés  à  des  profondeurs  différentes 
X,,  x^,  X3,  . . .  parviennent  à  une  même  température  après  des  temps 
différents  /,,  i.j,  /,,  ...,  qui  sont  proportionnels  aux  carrés  des  lon- 
gueurs œ,,  ic^,  oTj 

4"  Pour  comparer  les  quantités  de  clialeur  qui  traversent  pendant 
un  instant  infiniment  petit  une  section  S  placée  dans  l'intérieur  du 
solide  à  la  distance  x  du  plan  échauffé,  on  prendra  la  valeur  de  la 
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MS)  THÉORIE  IIE  LA  CHALEUH. 

i|uaiilité  —  KS^i  et  l'on  aura 


uinsi  l'expression  (te  la  quantité  ^  est  entièrement  dégagée  du  signe 
intégral.  La  valeur  précédente,  à  la  surface  du  solide  échauffé,  est 
Si/'-'--,  ce  qui  fait  connaître  comment  le  flux  de  chaleur  à  la  surface 

varie  avec  les  quantités  C,  D,  K,  /;  pour  trouver  combien  le  foyer  com- 
munique de  chaleur  au  solide  pendant  un  temps  écoulé  t,  on  prendra 
l'intégrale 

ainsi  la  chaleur  acquise  croit  proportionnellement  à  la  racine  carrée 
du  temps  écoulé. 

367. 

On  peut  traiter  par  une  analyse  semblable  la  question  de  la  diffusion 
rie  la  chaleur,  qui  dépend  aussi  de  l'intégration  de  l'équation 


On  représentera  par  y(ar)  la  température  initiale  d'un  point  de  la 
ligne  placé  à  la  distance  a:  de  l'origine,  et  l'on  cherchera  à  déterminer 
quelle  doit  être  la  température  de  ce  même  point  après  un  temps  /. 
Faisant 


et  par  conséquent 

'ï'9(j-  -*-  ■if]\fki)dq. 


'=£. 
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Lorsque  /  est  égal  à  zéro,  on  doit  avoir 


=  /i^)=f  'e-'X^W? 


Vît 
donc 


''""  v/ïîi.. 


q^frt)dq. 


Pour  appliquer  cette  expression  générale  au  cas  où  une  partie  de  lu 
ligne,  depuis  a;=  — a  jusqu'à  ir=a,  est  uniformément  échauffée, 
tout  ie  reste  du  solide  étant  à  la  température  o,  il  faut  considérer  que 
le  facteur  /{œ  +  ay  yjki),  qui  multiplie  e"**,  a ,  selon  l'hypothèse,  une 
valeur  constante  i  lorsque  la  quantité  qui  est  sous  le  signe  de  la  fonc- 
tion est  comprise  entre  —  a  et  a,  et  que  toutes  les  autres  valeurs  de  ce 
.facteur  sont  nulles.  Donc  l'intégrale  j e~i''dq  doit  être  prise  depuis 
œ  -h  :iq  \j kl  =  —  a.  jusqu'à  a:  -\-  2q\Tt  =  a,  ou  depuis  a  =  -"■  -^ 
En  désignant,  comme  ci-dessus,  par  '{'(R)  l'inlé- 


grale-^  j  ^""'dr  prise  depuis  r=  R  jusqu'à /■  =  ao,  on 

368. 

Nous  appliquerons  encore  l'équation  générale 


V  =  ~  f        e-'''/{x+2q/Ft)df/ 


au  cas  où  la  barre  infinie,  échaulTée  par  un  foyer  d'une  intensité  con- 
stante I,  est  parvenue  à  des  températures  fixes  et  se  refroidit  ensuitr 
librement  dans  un  milieu  entretenu  à  la  température  o.  Pour  cela,  il 
suffit  de  remarquer  que  la  fonction  initiale  désignée  par/(^]  équivaut 
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il  »■       '  tant  que  la  variable  x  qui  est  sous  le  signe  tle  liiiiclion  est 

|>ositivi',  vtqufî  cette  même  fonction  équivaut  à  e  *  lorsque  la  variablt^ 
qui  est  afTectée  du  signe /est  moindi-c  que  zéro.  Donc 

\It,    ^ .'  J 

la  première  intégrale  doit  élre  prise  depuis  œ  +  iq\^ki=^o  jusqu'à 
.r  -^  iq\lkl  =  x,  et  la  seconde  depuis  x -h  2q  \/il  =^  -  xi  jusqu'à 
.V  ■+-  içi/Ft  =  o. 

La  première  partie  de  la  valeur  de  f  est 

\'7t  J 

DU 

V'i:  J 

OU 

à' ''"/-'•*• 

en  faisant  r  =  q  -\-  \ht.  L'intégrale  doit  être  prise  depuis  q  =  — -^ 

jusqu'à  7  =  X,  ou  depuis  r=\jht =  jusqu'à  r  =  3c. 

La  seconde  partie  de  la  valeur  de  v  est 

OU 

v/ti           J 
un  faisant  r  =  q  —  \kl.    L'intégrale  doit  être  prise  de   r  =  —  x.  à 
r  —  —  V  A/  —  -4=  ou  de  r  =  Jhl  h -^  &  r  =  x. 
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Un  en  conclut  l'expression  suivante  ; 


H^'-~7h'H^''-4ù 


369. 
On  a  obtenu  (art.  367}  l'équalion 

puur  exprimer  la  loi  de  la  difTusion  de  la  chaleur  dans  une  barre  peu 
épaisse,  écbaufTée  uniformément  à  son  milieu  entre  les  limites  données 
.r  =  —  a,  ar  =  H-  a.  On  avait  précédemment  résolu  la  même  question 
en  suivant  une  méthode  différente  et  l'on  était  parvenu,  en  supposant 
a.=  \,A  l'équation 

i'z=~e~'"l     e-i'*'cosqx  a'iag —^     (art.  3i^). 

Pour  comparer  ces  deux  résultats,  on  supposera  dans  l'un  et  l'autre 
x  =  o;  désignant  encore  par  4'{R)  et  ?(R)  les  mêmes  intégrales  qti'à 
l'article  366,  on  a 

D'un  autre  côté,  on  doit  avoir 
ou 

•■= ï-'-f -■""<- s -rfe--)- 

Or  l'intégrale  re-'"«''"'rf«,  prise  depuis  u  =  o  jusqu'à  u  =  -x,  a  une 
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THÉORIE  DE  LA  CHALEUR. 

l'Ur  connue  {voir  l'article  suivant)  :  m  étant  un  nombre  entier  posi- 
on  a  en  général 

/*     .1    .„  j         I    3    5    7        im  —  t    i   r 
3    a    2    a  a  a*     ' 

|uation  précédente  donne  donc,  en  faisant  q*kt  =  u'. 


■xp-'"  Ç' 


'  a. 3  Al       a. 3. 4. 5  X'f       3.3.4.5.6-7  *'( 


te  équation  est  la  même  que  la  précédente,  lorsqu'on  suppose  a  =  i . 
voit  par  là  que  ces  intégrales,  que  l'on  a  obtenues  par  des  procédés 
ërents,  conduisent  aux  mêmes  séries  convergentes.  On  parvient 
si  à  deux  résultats  identiques  quelle  que  soit  la  valeur  de  x. 
)n  pourrait,  dans  cette  question  comme  dans  la  précédente,  compa- 
les  quantités  de  chaleur  qui.  dans  un  instant  donné,  traversent 
ércntes  sections  du  prisme  écbaufTé.  L'expression  générale  de  ces 
intités  ne  contient  aucun  signe  d'intégration;  mais,  sans  s'arrêter 
es  remarques,  on  terminera  cette  Section  par  la  démonstration  du 
jlUt  que  l'on  vient  d'employer  et  la  comparaison  des  dilTérentes 
nés  que  l'on  a  données  à  l'intégrale  de  l'équation  qui  représente 
liffusion  de  la  chaleur  dans  une  ligne  infinie. 

370. 

l'équation  connue 


conclut  celle-ci 


\fk=f      c-'ï-»'"'rfî. 
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a  étant  une  constante  quelconque;  on  a  donc 

C'^: -—   /        e-'''e-*'"id<}, 
ou 

''  =  TiL.  '"""('-"'* -r:3^"T:î:3 +■■•}• 

Celle  équation  a  lieu  quelle  que  soit  la  valeur  de  a.  On  peut  développer 
le  premier  membre;  et,  par  la  comparaison  des  termes,  on  obtiendra 
les  valeurs  déjà  connues  de  l'intégrale  ie~'''(f' dq.  Cette  valeur  est 
nulle  lorsque  n  est  impair;  et  l'on  trouve,  lorsque  n  est  un  nombre 
pair  im, 

C*'    -,•    i™J  I     3    5    7  2M(-1     ^ 

371. 
Pour  satisfaire  à  l'équation 


on  peut  supposer  «  =  c-^e*',  et  en  général  u  =  e"-'e"''";  on  en  déduit 
facilement  (art.  364)  l'intégrale 


"  ~J        ^~^' '^^'^'^  ^7  V^)  rf?- 


On  a  employé  précédemment  pour  l'intégrale  de  la  même  équation 
l'expression 

ou  celle-ci 

Il  ^L  aiC-'l*' sinriiX  +  a,  e""î*'sin/i,a:  +0)e-''î*'sin«ix-i-  . . . , 

a,,  a.j,  «j,  ...  et  «,,  «j ,  «,,  .  .  .  étant  deux  séries  de  constantes 
arbitraires.  Il  est  aisé  de  voir  que  cbacun  de  ces  termes  équivaut  à 
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intégrale 

J 

/  «-'■  sin/j(j:  +  :iq\/Tt)dq. 

1  effet,  pour  déterminer  la  valeur  de  l'intégrale 

/  e-»'sin(jr  +  •iq\fki)dq, 
1  lui  donnera  la  Torme  suivante  : 

/  e-^'  s'inx  cns-iq  \J kl  dq  -H  /  erl*  cct^x  s\a-i q  ij fil  tiq 

i  celle-ci  : 
li  équivaut  à 

e-«!m£  fr' e-^-i-^^'ydç ^r' e-^''-^~'ydq\ 

+  ^-I..S2î^(r'  e-U-^^')'dq-  r'  ^-^•'-^^'ydqV 

intégrale  ( e-^f^'^'-^'T dq ,  prise  depuis  q  =  —  x.  jusqu'à  q  =  k,  est 
:;  on  a  donc,  pour  la  valeur  de  l'intégrale  fe-^s\n{cc -i-iq\/kl)dq, 
quantité  v'nfî'^'sinir,  et  en  général 

^ «-"'*' sin«^  =  /        e'*'sinn(j^  -f-  ■iq\fki)dq. 

1  déterminera  de  la  même  manière  l'intégrale 

/        C-ï'cosn(x  +  2qii/Al)dq, 

)nt  la  valeur  est  v''t:'^""'*'cos«.t. 


DigJtJzcd  by 


Google 


CHAPITHE  IX.  -  DIFFUSION  DE  LA  CHALEUR.  V27 

On  voit  par  ta  que  l'intégrale 
e-''î*'(tf,sinni3'+  b,  cosn,j?)  +  e-''î*'(a,  sinn,a'  +  A,  cosrtij:)  +  , . . 
équivaut  à 

—  Ce-^dq  (  '''  ^'""'(-^  -t-  2y \/ï()  +  a.siiin,(j7  +  ay  v^)  +. . .  ) 

La  valeur  de  la  série  représente,  comme  on  l'a  vu  précédeniment,  unt; 
fonction  quelconque  Aex  ~\-  2q  yfki  ;  l'intégrale  générale  sera  donc  ex- 
primée ainsi  : 

Au  reste,  l'intégrale  de  l'équation 

dt  dx- 

peut  être  présentée  sous  diverses  autres  formes.  Toutes  ces  expressions 
sont  nécessairement  identiques. 

SECTION  II. 

DL'   MOUVEMENT   LIBRE   DE   Ll   CHALEUR   DIKS  UN   SOLIDE   INFINI. 

372. 

L'intégrale  de  l'équation 

î^  — J^^ 
*"'  dt  ^CD  d.r' 

fournil  immédiatement  celle  de  l'équation  ii  quatre  variables 

^    '  de  ^  Cil  \dj:'  "^  df*      à=')' 

comme  nous  l'avons  déjà  remarqué  en  traitant  la  question  de  la  propa- 
gation de  la  chaleur  dans  un  cube  solide.  C'est  pour  cela  qu'il  suffît, 
en  général,  de  considérer  l'cfTet  de  la  diffusion  dans  le  cas  d'un  solide 
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'c.  Lorsque  les  corps  n'ont  point  leurs  dimensions  inûnies,  la  dis- 
on  (le  ta  chaleur  est  eontinueltcincnt  troublée  par  le  passage  du 
solide  au  milieu  élastique;  ou,  pour  employer  les  expressions 
s  à  l'Analyse,  la  fonction  qui  détermine  la  température  ne  doit 
iilement  satisfaire  k  l'équation  aux  dilTérences  partielles  et  à  l'état 
:  elle  est  encore  assujettie  à  des  conditions  qui  dépendent  de  la 
(le  la  surface.  Dans  co  cas,  l'intégrale  a  une  forme  plus  difTicile 
aitre,  et  il  faut  examiner  la  question  avec  beaucoup  plus  de  soin 
asser  du  cas  d-'une  coordonnée  linéaire  à  celui  des  trois  coordon- 
rtliogonalos;  mais,  lorsque  la  masse  solide  n'est  point  Interroni- 
ucunc  condition  accidentelle  ne  s'oppose  à  la  libre  diffusion  de 
leur  :  cet  élément  se  meut  de  la  même  manière  dans  fous  les 

température  variable  i>  d'un  point  d'une  ligne  infinie  est  ex- 
s  par  l'équation 


-^r 


''/{•*■ -t- 37  V^')  dij. 


gnc  la  distance  entre  un  point  fixe  o  et  le  point  m  dont  la  lem- 
re  équivaut  à  v  après  le  temps  écoulé  /.  On  suppose  que  la  cba- 
e  peut  se  dissiper  par  la  surface  extérieure  de  la  barre  infinie, 
at  initial  de  cette  barre  est  exprimé  par  l'équation  ('  =  y"(j-). 
ition  différentielle  à  laquelle  la  valeur  de  v  doit  satisfaire  est 

ôi  ~  CIt  (Je-' 
pour  simplifier  le  calcul,  on  écrit 

suppose  que  l'on  emploie  au  lieu  de  /  une  autre  indéterminée  / 
,    Kt 

dans  une  fonction  /{x)  de  x  et  de  constantes,  on  substitue 
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x  ■+■  2/1  ijl  à  ir  et  si,  après  avoir  multiplié  par  ~e^"^dn,  on  intègre 
par  rapport  à  n  entre  des  limites  infinies,  l'expression 


j*'e-<'/{œ^^n/t)H 


satisfera,  comme  on  l'a  démontré  plus  haut,  à  l'équalion  (liirérei 
tiplle  {h)\  c'est-à-dire  que  cette  expression  a  la  propriété  de  donner  m 
même  valeur  pour  la  tluxion  seconde  par  rapporta  x  et  pour  la  lluxit 
première  par  rapport  à  t.  D'après  cela,  il  est  évident  qu'une  fonctii 
de  trois  variables  /{x,y,z)  jouira  d'une  semldable  propriélé  si  l'f 
substitue,  au  lieu  de  x,  r,  s,  les  quantités 

et  si  l'on  intègre  après  avoir  multiplié  par 

-^  e""' dn,     —j^e^'''  dp,     —  c~'''  dq, 

\'t.  v^ti  v'^t:     ■ 

En  eflTet,  la  fonction  que  l'on  forme  ainsi 

jt  '  /  /  /        «-"^-P'-i'/l^c  +  2ni/i,  y-\-2p\/i,  z  -^iqyji)  dndpd- 

donnera  trois  termes  pour  la  fluxion  par  rapport  à  t,  et  ces  trois  term< 
sont  ceux  que  l'on  trouverait  en  prenant  la  fluxion  seconde  pour  eh 
cune  des  trois  variables  x,  y,  z.  Donc  l'équation 

(1)     i'  —  r'"'!  f       I        e-''-P'-i'f{x'^in\'l,  y-'rip\j't,  z-^^f}\j'~l)dn< 

donne  une  valeur  de  c  qui  satisfait  à  l'équation  aux  différences  pa 
tiellcs 

'    '  Ot       (/-£■      ày'      (73- 
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373. 


Supposons  maintenant  qu'une  masse  solide  sans  figure,  c'est-à-dire 
r  remplit  l'espace  infini,  contienne  une  quantité  de  chaleur  dont  la 
iribution  actuelle  est  connue.  Soit 

:|uation  qui  exprime  cet  état  initial  et  arbitraire,  en  sorte  que  la 
■lécule  dont  tes  coordonnées  sont  x,  v,  z  a  une  température  ini- 
k*  égale  à  la  valeur  de  la  fonction  donnée  f{x,y,z).  On  peut  se 
iresenter  que  la  chaleur  initiale  est  contenue  dans  une  certaine 
■lie  de  la  masse  dont  le  premier  état  est  donné  au  moyen  de  l'équa- 
111'  =  F(x,  r,  =  ),  et  que  tous  les  autres  points  ont  une  température 
tiale  nulle,  il  s'agit  de  connaître  quel  sera,  après  un  temps  donné, 
système  des  températures.  Il  faut,  par  conséquent,  exprimer  la  tem- 
'ature  variables  par  une  fonction  ■:^{œ,y,z,t)  qui  doit  satisfaire  à 
:]uation  générale  (A)  et  à  la  condition 

9(j,_>',=,o)  =  F(j:,  y,5). 

la  valeur  de  cette  fonction  est  donnée  par  l'intégrale 

effet,  cette  fonction  v  satisfait  à  l'équation  (A)  et,  si  l'on  y  fait 
:  o,  on  trouve 

"  '  /  /  /        e""'"'''"''  F(-r,  y.  =)  du  dp  dq 

.  en  achevant  les  intégrations, 

V(-r.y,=), 
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374. 

Puisque  ia  fonction  v  ou  <:j,{x,y,z,t)  représente  l'état  initial  lors- 
qu'on y  fait  1  =  o,  et  qu'elle  satisfait  à  l'équation  différentielle  Je  la 
propagation  de  la  chaleur,  elle  représente  aussi  l'état  du  solide  qui  a 
lieu  au  commencement  du  second  instant;  et,  en  faisant  varier  le  se- 
cond état,  on  en  conclut  que  la  même  fonction  représente  le  troisième 
état  du  solide  et  tous  les  états  suivants.  Ainsi  la  valeur  de  c  que  l'on 
vient  de  déterminer,  contenant  une  fonction  entièrement  arbitraire  des 
trois  variables  a7,  j,  =,  donne  la  solution  de  la  question;  et  l'on  ne 
peut  supposer  qu'il  y  ait  une  expression  plus  générale,  quoique  d'ail- 
leurs la  même  intégrale  puisse  être  mise  sous  des  formes  très  di- 
verses. 

Au  lieu  d'employer  l'équation 


on  pourrait  donner  une  autre  forme  à  l'intégrale  de  l'équation 


et  il  serait  toujours  facile  d'en  déduire  l'intégrale  qui  convient  au  cas 
des  trois  dimensions.  Le  réaultatquc  l'on  obtiendrait  serait  nécessaire- 
ment le  même  que  le  précédent. 

Pour  donner  un  exemple  de  ce  calcul,  nous  ferons  usage  de  la  va- 
leur particulière  qui  nous  a  servi  à  former  l'intégrale  exponentielle. 

Reprenant  donc  l'équation 

(b)  ^  =  ^, 

nous  donnerons  à  c  la  valeur  très  simple  «^"''cos/ia;,  qui  satisfait  évi- 
demment à  l'équation  différentielle  [h).  En  effet,  on  en  lire 
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Donc  rinlégralf 


convient  aussi  à  l'équation  (i);  car  celle  valeur  de  c  est  formée  de  la 
somme  d'une  infinité  de  valeurs  particulières.  Or  l'intégrale  précé- 
dente est  connue,  et  l'on  sait  qu'elle  équivaut  à  -f=e  "  {voir  l'article 
suivant).  Cette  dernière  fonction  de  a:  et  f  convient  donc  aussi  avec 
l'équation  dilTércnticlIe  {h).  Il  est  d'ailleurs  très  facile  de  reconnaître 
imiuédialernent  que  la  valeur  particulière  -7=^  "  satisfait  à  l'équation 
dont  il  s'agit. 

Ce  même  résultat  aura  lieu  si  l'on  remplace  la  variable  x  par  x  —  a, 
a  étant  une  constante  quelconque.  On  peut  donc  employer  comme  va- 
leur particulière  la  fonction  -^  e  *'  ,  dans  laquelle  on  attribue  à  a 
une  valeur  quelconque.  Parconséqucnt,  la  somme  /  ^^  e  "  doi 
satisfait  aussi  à  l'équation  dilTérenlielle  {h);  car  cette  somme  se  com- 
pose d'une  infinité  de  valeurs  particulières  de  la  même  forme,  multi- 
pliées par  des  constantes  arbitraires.  Donc  on  peut  prendre  pour 
valeur  de  v  satisfaisant  à  l'équation  [h] 


< 


A /{ai 


A  étant  un  coefiicient  constant. 

Si,  dans  celte  dernière  intégrale,  on  suppose 


n'i 


en  faisant  aussi  A=  — =,  on  aura 

■i\'T. 


2  \'r.  t  J-  » 
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On  voit  par  là  comment  l'emploi  des  valeurs  particulières 

e-" 'cos/ix    ou     — r  e    " 
conduit  à  l'intégrale  sous  forme  Unie. 


La  relation  qu'ont  entre  elles  ces  deux  valeurs  particulières  se  dé- 
couvre lorsqu'on  détermine  l'intégrale 


/        e-'"cos/j^ 


Pour  effectuer  l'intégration,  on  pourrait  développer  le  facteur  cos«.r  et 
intégrer  par  rapport  à  n.  On  obtient  ainsi  une  série  qui  représente  un 
développement  connu;  mais  on  déduit  plus  facilement  ce  résultat  de 
l'analyse  suivante.  L'intégrale  /  e~"'' cosnx  dn  se  rapporte  à  celle-ci  : 

/  e-p'cos2pudp, 

en  supposant  n'i  =  p^  et  nw^=  spu.  On  a  ainsi 

/      e-"'' cos  nx  dn=.  —  f       e-p' cosa/Ji/rfp. 

On  écrira  maintenant 

f  e-p'cosupudp^  -  i  e- p***^'"^^  dp -\-  -  f  e-p^-*'""f-^  dp   . 

—  Le-''  le-p'+'P''^+"'dp  ■+■  ie-"'  /  e-p'-»>'"»'^*"'rf/^ 

^  L  e-w  r^-{p-„^xydp  +  i  e-'  fe-ip^-  v'^)'  dp. 

Or  chacune  des  intégrales  qui  entrent  dans  ces  deux  termes  équivaut 
à  v'".  En  elTet,  on  a,  en  général. 


V^Jt  =  /       e-ï'  dq. 
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d,  par  conséquent, 

quelle  que  soit  la  constante  b.  On  trouve  donc,  en  faisant  6=  rpuij— 
ri  remplaçant  g  par  p. 


I       e-f'cQ^ipu  dp  —  \Jr.e-' 


et,  mettant  pour  u  sa  valeur  — ;:>  on  aura 

3V' 


/  «-"''COS/IiTt/rt  =:  i  /-  C     ". 


Au  reste,  la  valeur  particulière  7;  «  "  est  assez  simple  pour  qu'elle  se 

présente  immédiatement  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  la  déduire  de 
celle-ci  :  e~''''co%nx.  Quoi  qu'il  en  soit,  il  est  certain  que  la  fonction 

-^  p   *'  satisfait  à  l'équation  différcnlielle 


il  en  est  de  même,  par  conséquent,  de  la  fonction  -=e      "    ,  quelle 
que  soit  la  quantité  a. 

376. 

Pour  passer  au  cas  des  trois  dimensions,  il  suffit  de  multiplier  la 

fonction  ena;  et/,   -=e      "    ,  par  deux  autres  fonctions  semblables, 

l'une  en  y  et  t,  l'autre  en  s  et  en  i;  le  produit  doit  évidemment  satis- 
faire à  l'équation 

^'  -  ^      ^      ^ 
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On  prendra  donc  pour  v  la  valeur  ainsi  exprimée 

t-T-ai'         ly-9,>  (=-r)' 


\/i  \/t  s/t 


Si  maintenant  on  multiplie  le  second  membre  par  dtx,  d^,  d-^  t-t  par 
ane  fonction  quelconque/(a,  p.y)  des  quantités  a,  p,  y,  on  trouvera, 
en  indiquant  l'intégration,  une  valeur  de  v  formée  de  la  somme  d'une 
infinité  de  valeurs  particulières  multipliées  par  des  constantes  arbi- 
traires. 

Il  suit  de  là  que  la  fonction  v  peut  être  ainsi  exprimée  : 


(7) 


/**"  /*■*""  r*'   -1  -l'.?r'''-iP-r>'-'-n'-"'l 
=j       J       j         '   ^  /(«,p,y)rf=(rf?rf7; 


cette  équation  contient  l'intégrale  générale  de  la  proposée  (A).  Le  pro- 
cédé qui  nous  a  conduit  à  celte  intégrale  doit  être  remarqué,  parce 
qu'il  s'applique  aux  cas  les  plus  variés;  il  est  principalement  utile 
lorsque  l'intégrale  doit  satisfaire  à  des  conditions  relatives  a  la  sur- 
face. En  l'examinant  avec  attention,  on  reconnaîtra  que  les  transfor- 
mations qu'il  exige  sont  toutes  indiquées  par  la  nature  physique  de  la 
question.  On  peut  aussi ,  dans  l'équation  (y),  changer  d'indéterminées  ; 
si  l'on  prend 

T^^"'         Tv^^'''         7v^^''' 

OD  aura,  en  multipliant  le  second  membre  par  un  coefficient  con- 
stant A, 

Prenant  les  trois  intégrales  entre  les  limites  —  ao  et  -)-»  et  faisant 
/  =  o,  afin  de  connaître  l'état  initial,  on  trouvera 

Ainsi,  en  représentant  les  températures  initiales  connues  parF(a:,j,  z). 
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et  donnant  à  la  constante  A  la  valeur  ^-'iT*,  on  parviendra  à  l'intégrale 

)      v  =  t:   -  I         I         I        e-''*-i''-i'F(x  +  in\fï,  y -i-ipyfi,  3 -h  2q\fl)dn  dp  di/, 

qui  est  la  même  que  celle  de  l'article  372. 

L'intégrale  de  l'équation  (A)  peut  être  mise  sous  plusieurs  autres 
formes,  parmi  lesquelles  on  choisit  celle  qui  convient  te  mieux  à  la 
question  que  l'on  se  propose  de  résoudre. 

M  faut  observer  en  général,  dans  ces  recherches,  que  deux  fonctions 
f  (x,  y,  z,t)  sont  les  mêmes  lorsqu'elles  satisfont  l'une  et  l'autre  à  l'é- 
quation différentielle  (A)  et  lorsqu'elles  sont  égales  pour  une  valeur 
déterminée  du  temps.  Il  suit  de  ce  principe  que  les  intégrales  qui  se 
réduisent,  lorsqu'on  y  fait  /  =  o,  à  une  fonction  arbitraire  V(a:,  y,  z) 
ont  toutes  le  même  degré  de  généralité;  elles  sont  nécessairement  iden- 
tiques. 

Le  second  membre  de  l'équation  différentielle  (a)  était  multiplié  par 
r^t  et  l'on  a  supposé  dans  l'équation  [b)  ce  coefficient  égal  à  l'unité. 
Il  suffira,  pour  rétablir  cette  quantité  dans  le  calcul,  d'écrire  prr  au  lieu 
de  t,  dans  l'intégrale  (i),  ou  dans  l'intégrale  (I).  Nous  indiquerons 
maintenant  quelques-unes  des  conséquences  que  l'on  déduit  de  ces 
équations. 

377. 

La  fonction  qui  sert  d'exposant  au  nombre  e  dans  l'équation  (y)  ne 
peut  représenter  qu'un  nombre  absolu,  ce  qui  suit  des  principes  géné- 
raux du  calcul,  comme  on  l'a  prouvé  explicitement  dans  la  Section  IX 
du  Chapitre  II  (p.  i35).  Si,  dans  cet  exposant,  on  remplace  l'indéter- 
minée l  par  T7T7>  on  voit  que,  les  dimensions  de  K,  C,  D  et  /  par  rapport 
à  l'unité  de  longueur  étant  —  i,  o,  —  3,  et  o,  la  dimension  du  déno- 
minateur .-TÏ7  çsl  2,  comme  celle  de  chaque  terme  du  numérateur,  en 
sorte  que  la  dimension  totale  de  l'exposant  est  o.  Considérons  le  cas 
où  la  valeur  du  temps  ;  augmente  de  plus  en  plus;  et,  pour  simplifier 
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cet  examen,  employons  d'abord  l'équation 

qui  représente  la  diffusion  de  la  chaleur  dans  une  ligne  infinie.  Sup- 
posons que  la  chaleur  initiale  est  contenue  dans  une  portion  donnée  de 
la  ligne,  depuis  x  =  —  h  jusqu'à  a;  —  +  g-,  et  que  l'on  attribue  à  x  une 
valeur  déterminée  X,  qui  fixe  la  position  d'un  certain  point  m  de  cette 
ligne.  Si  le  temps  i  croît  sans  limite,  les  termes  —  7- et  H — ;—  qui 
entrent  dans  l'exposant  deviendront  des  nombres  absolus  de  plus  en 
plus  petits,  en  sorte  que,  dans  le  produit 


on  pourra  omettre  les  deux  derniers  facteurs,  qui  se  confondent  sensi- 
blement avec  l'unité  (').  Orr  trouvera  ainsi 

(y)  .■  =  ^e"^  r'/io,)d«. 

C'est  l'expression  de  l'état  variable  de  la  ligne  après  un  temps  très 

(>)  Cotte  partie  des  raisonDements  nous  échappe  complètement,  et  nous  croyons  même 
que  les  résultats  énoncés  par  Fourier  sont  îneiacts.  Si,  dans  le  produit 


on  omet  les  deux  derniers  facteurs  »  qui  so  confondent  sonaiblcment  avec  l'unité  ",  pour- 
quoi ne  pas  omettre  le  premier  qui  se  trouve  dans  les  mêmes  conditions  t 
D'ailleurs,  si  l'on  change  l'origine  des  ab:>ci3scs  en  la  déplaçant  d'une  longueur  /  sur  la 

droite,  il  faudra  remplacer  le  facteur  e    '•'  par  c      *'     ,  ce  qui  donnerait  autant  de  lois 
nouvelles  que  l'on  attribuera  de  valeurs  différentes  à  la  constante  t. 
11  nous  semble  ([u'il  serait  plus  oxact  de  raisonner  de  la  manière  suivante  : 

Lorsque  1  grandit  indéfiniment,  le  (acteur  e      *'     tend  vers  l'unité,  et  la  température  <■ 
tend  vers  l'expression  asymp  loti  que 

c'est-à-dire  que  l'on  a 
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long;  elle  s'applique  à  toutes  les  parties  de  cette  ligne  qui  sont  moins 
éloignées  de  l'origine  que  le  point  m.  L'intégrale  définie  /  f{%)  du 
désigne  la  quantité  de  chaleur  totale  B  contenue  dans  le  solide,  et  l'on 

<  étant  une  quantité  qui  tend  vers  zéro,  pour  chaque  valeur  de  x,  lorsque  t  augmcnie 
idéfiniment. 
gi  l'on  veut  avoir  une  cxpresaioD  plue  approchée  de  v,  on  remplacera  l'eiponeotielle 

"    .  par  la  valeur  approchée  i — .  les  termes  négligés  étant  de  l'ordre 

B  -I  et  Ion  aura 

l'ordre  de  — =■  On  tro 

et  B  Boxprimant  par  un  calcul  facile  en  Tonction  des  intégrales 

Un  pourrait  encore  écrire  au  mémo  ordre  d'approximation 

l)  •'  =  "1  e'        "       . 

l'on  prenait,  comme  le  propose  Fourier, 

•■-'■■(- fi)  """'"^ 

1  Ronserverait  un  terme  —  —  et  l'on  en  négligerait  deux  autres  du  même  ordre  -■■■"  > 
—  ;  ce  qui  est  évidemment  inadmissible. 

Au  reste,  les  formules  que  nous  proposons  de  substitaor  à  celles  de  Fourier  peuvent 
ivenir  illusoires  dans  le  cas  particulier  où  l'on  a 


jrV(«)rf«= 


ast-à-dire  où  la  température  moyenne  de  la  barre  est  nulle.  Hais  la  méthode  que  nous 

ons  suivie  demeurera  encore  applicable.  Il  sufTira  de  développer  l'exponentielle  e       ^' 
r  dans  l'intégrale  les  premiers  termes  qui  diffèrent  de  zéro.  G.  D. 
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voit  que  la  distribution  primitive  n'a  plus  d'influence  sur  les  tempé- 
ratures après  un  temps  très  long.  Elles  ne  dépendent  plus  que  de  la 
somme  B,  et  non  de  la  loi  suivant  laquelle  la  chaleur  a  été  répartie. 

378. 

Si  l'on  suppose  qu'un  seul  élément  tu,  placé  à  l'origine,  a  reçu  la 
température  initiale  y  et  que  tous  les  auti*es  avaient  la  température  o, 

le  produit  0)/ sera  équivalent  à  l'intégrale  /■     /{a)d<x  ou  B.  La  con- 
stante/sera  extrêmement  grande,  puisqu'on  suppose  la  ligne  oj  très 
petite. 
L'équation 

représente  le  mouvement  qui  aurait  lieu  si  un  seul  élément  placé  à 
l'origine  eût  été  échaulTé.  En  eifet,  si  l'on  donne  à  x  une  valeur  quel- 
conque a,  non  infiniment  petite,  la  fonction  -y-  sera  nulle  lorsqu'on 
supposera  t=o.H  n'en  sera  pas  de  même  si  la  valeur  de  <v  est  nulle. 

Dans  ce  cas,  la  fonction  — ^^  reçoitau  contraire  une  valeur  infinie  pour 
/  =  o.  On  connaîtra  distinctement  la  nature  de  cette  fonction  si  l'on 
applique  les  principes  généraux  de  la  théorie  des  surfaces  courhes  à  la 
surface  qui  aurait  pour  équation 

L'équation 

exprime  donc  la  température  variahie  d'un  pointquelconque  du  prisme 
lorsqu'on  suppose  toute  la  chaleur  initiale  réunie  dans  un  seul  élément 
placé  à  l'origine.  Cette  hypothèse,  quoique  particulière,  appartient  à 
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une  question  générale,  parce  que,  après  un  temps  assez  long,  l'état 
variable  du  solide  est  toujours  le  même  que  si  la  chaleur  initiale  eût 
été  rassemblée  à  l'origine.  La  loi  suivant  laquelle  la  chaleur  a  été  dis- 
tribuée influe  beaucoup  sur  les  températures  variables  du  prisme; 
mais  cetelîet  s'affaiblit  de  plus  en  plus  et  finit  par  devenir  entièrement 
insensible. 

379. 

Il  est  nécessaire  de  remarquer  que  l'équation  réduite  (y)  ne  s'ap- 
plique point  à  la  partie  de  la  ligne  qui  est  placée  au  delà  du  point  m 
dont  la  distance  a  été  désignée  par  X.  En  effet,  quelque  grande  que 
soit  la  valeur  de  temps,  on  pourrait  choisir  une  valeur  de  x  telle  que 

le  terme  e  *'  difTérât  sensiblement  de  l'unité,  et  alors  ce  facteur  ne 
doit  pas  être  supprimé.  Il  faut  donc  se  représenter  que  l'on  a  marqué, 
de  part  et  d'autre  de  l'origine  o,  deux  points  m  et  m'  placés  à  une  cer- 
taine distance  X  ou  —  X,  et  que  l'on  augmente  de  plus  en  plus  la  va- 
leur du  temps,  en  observant  les  états  successifs  de  la  partie  de  la  ligne 
qui  est  comprise  entre  m  et  m'.  Cet  état  variable  convergera  de  plus  en 
plus  vers  celui  qui  est  exprimé  par  l'équation 

Quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  X,  on  pourra  toujours  trouver 
une  valeur  du  temps  assez  grande  pour  que  l'état  de  la  ligne  m'om  ne 
diffère  pas  sensiblement  de  celui  qu'exprime  l'équation  précédente  (y). 
Si  l'on  demande  que  cette  même  équation  s'applique  à  d'autres  parties 
plus  éloignées  de  l'origine,  il  faudra  supposer  une  valeur  du  temps 
plus  grande  que  la  précédente. 

L'équation  (y),  qui  exprime  dans  tous  les  cas  l'état  final  d'une  ligne 
quelconque,  fait  voir  que,  après  un  temps  extrêmement  long,  lesdivers 
points  acquièrent  des  températures  presque  égales,  et  que  les  tempé- 
ratures d'un  même  point  finissent  par  varier  en  raison  inverse  de  la 
racine  carrée  des  temps  écoulés  depuis  le  commencement  de  la  diffu- 
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sion.  Les  décroissements  de  la  température  d'un  point  quelconque 
deviennent  toujours  proportionnels  aux  accroissements  du  temps. 

380. 
Si  l'on  faisait  usage  de  l'intégrale 

pour  connaitre  l'état  variable  des  points  de  la  ligne  placés  à  une  grande 
distance  de  la  portion  échauffée  et  que,  pour  exprimer  cette  (lernii?re 

condition,  on  supprimât  encore  le  facteur  e  **'  ,  les  conséquences 
que  l'on  obtiendrait  ne  seraient  pas  exactes.  En  effet,  en  supposant 
qne  la  portion  échauffée  s'étende  seulement  depuis  a  =  o  jusqu'il  a  — §■. 
et  que  la  limite  g  soit  très  petite  par  rapport  à  la  distance  x  du  point 
dont  on  veut  déterminer  la  température,  la  quantité  —  -  ■■..^  ■  qui 
;  c'est-à-dire  que  la  raison  des 
-rrr  approche  d'autant  plus  de  l'unité  que 
la  valeur  de  a-  est  plus  grande  par  rapport  à  celle  de  a;  mais  il  ne  s'en- 
suit pas  que  l'on  puisse  remplacer  l'une  de  ces  quantités  par  l'autre 
dans  l'exposant  de  e.  En  générai,  l'omission  des  termes  subordonnés 
ne  peut  avoir  lieu  ainsi  dans  les  expressions  exponentielles  ou  trigo- 
nométriques.  Les  quantités  placées  sous  les  signes  de  sinus  ou  de  co- 
sinus, ou  sous  le  signe  exponentiel  e,  sont  toujours  des  nombres 
absolus,  et  l'on  ne  peut  omettre  que  les  parties  de  ces  nombres  dont 
la  valeur  est  extrêmement  petite;  leurs  valeurs  relatives  ne  sont  ici 
d'aucune  considération.  Pour  juger  si  l'on  peut  réduire  l'expression 


r 


.'«jT'/c 


)da, 
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il  ne  faut  pas  examiner  si  le  rapport  de  ic  à  a  est  très  grand,  mais  si 
les  termes  -^^  ^-^  sont  des  nombres  très  petits.  Cette  condition  a 
toujours  lieu  lorsque  le  temps  écoulé/ est  extrêmement  grand;  mais 
elle  ne  dépend  point  du  rapport  -■ 

381. 

Supposons  maintenant  que  l'on  veuille  connaître  combien  il  doit 
s'écouler  de  temps  pour  que  les  températures  de  la  partie  du  solide 
comprise  depuis  x  =  o  jusqu'à  a:  =  X  puissent  être  représentées  à 
très  peu  près  par  l'équation  réduite 


A«)dcc, 


o  et  g  étant  les  limites  de  la  portion  primitivement  échaufTée. 
La  solution  exacte  est  donnée  par  l'équation 

et  la  solution  approcbée  est  donnée  par  l'équation 

k  désignant  la  valeur  r.^  de  la  conducibilité.  Pour  que  l'équation  [y) 
puisse  être  en  général  substituée  à  la  précédente  [i],  il  faut  que  le 

facteur  e  '"  ,  qui  est  celui  que  l'on  omet,  diflere  très  peu  de  l'unité; 
car,  s'il  était  i  ou  ^,  on  pourrait  craindre  de  commettre  une  erreur 
égale  à  la  valeur  calculée,  ou  à  la  moitié  de  cette  valeur.  Soit  donc 


ta  étant  une  petite  fraction,  comme  -^  ou  ,-—,  on  en  conclura  la 
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condition 


cl,  si  la  plus  grande  valeur  g  que  puisse  recevoir  la  variable  a  est 
très  petite  par  rapport  à  x,  on  aura 


On  voit  par  ce  résultat  que,  plus  les  points  dont  on  veut  déterminer 
la  température  au  moyen  de  l'équation  réduite  sont  éloignés  de  l'ori- 
gine, plus  il  est  nécessaire  que  la  valeur  du  temps  écoulé  soit  grande  ('). 
Ainsi  la  chaleur  tend  de  plus  en  plus  à  se  distribuer  suivant  une  lui 
indépendante  de  réchauffement  primitif.  Après  un  certain  temps,  la 
diffusion  est  sensiblement  opérée;  c'est-à-dire  que  l'état  du  solide  ne 
dépend  plus  que  de  la  quantité  de  la  chaleur  initiale,  et  non  de  la  dis- 
tribution qui  en  avait  été  faite.  Les  températures  des  points  assez  voi- 
sins de  l'origine  ne  tardent  pas  à  être  représentées  sans  erreur  par 
l'équation  réduite  {y);  mais  il  n'en  est  pas  de  même  des  points  très 
distants  de  ce  foyer.  On  ne  peut  alors  faire  usage  de  la  même  équation 
que  si  le  temps  écoulé  est  extrêmement  long.  Les  applications  numé- 
riques rendront  cette  remarque  plus  sensible. 

382. 

Supposons  que  la  substance  dont  le  prisme  est  formé  est  le  fer,  et 
que  la  portion  de  ce  solide  qui  a  été  échauffée  a  o™,i  d'étendue,  en 
sorte  que  g  =  o,t.  Si  l'on  veut  connaître  quelle  sera,  après  un  temps 
donné,  la  température  d'un  point  m  dont  la  dislance  à  l'origine  est  i'", 
et  S!  l'on  emploie  pour  ce  calcul  l'intégrale  approchée  [j),  on  com- 

(■)  U'S  oxplications  données  plus  haut  montrent  quo  cc9  conclusions  sont  ini^xacies. 
Pour  les  points  assez  voisins  do  l'origine,  la  loi  représentée  par  l'équation  réduite  (/)  no 
sera  jamais  applicable.  Elle  pourra,  au  contruiro,  convenir  aux  points  très  éloignés  pendant 
la  période  de  temps  pour  laquelle  -  a  des  valeurs  très  petites,  '—  ayant 
râleurs  sensibles. 
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mettra  une  erreur  d'autant  plus  grande  que  la  valeur  du  temps  sera 
inoindre.  Celle  erreur  sera  plus  petite  que  la  centième  partie  de  (a 
"quantité  chercliéc  si  le  temps  écoulé  surpasse  trois  jours  et  demi. 

Dans  ce  cas,  la  distance  comprise  entre  l'origine  o  et  le  point  m  dont 
on  détermine  la  température  est  seulement  dix  fois  plus  grande  que  la 
portion  écliaufTée.  Si  ce  rapport  est  loo  au  lieu  d'être  lo,  l'intégrale 
réduite  {y)  donnera  la  température  à  moins  de  -^  près  lorsque  la  va- 
leur du  temps  écoulé  surpassera  un  mois.  Pour  que  l'approximation 
soit  admissible,  il  est  nécessaire,  en  général,  ■"que  la  quantité  — tt7 — 

ne  puisse  équivaloir  qu'à  une  très  petite  fraction,  comme  j~  ou  -^ 
au  plus;  2"  que  l'erreur  qui  en  doit  résulter  ait  une  valeur  absolue 
beaucoup  moindre  que  les  petites  quantités  que  l'on  observe  avec  les 
tbermoraètres  les  plus  sensibles. 

Lorsque  tes  points  que  l'on  considère  sont  très  éloignés  de  la  portion 
du  solide  qui  a  été  primitivement  échauffée,  les  températures  qu'il 
s'agit  de  déterminer  sont  extrêmement  petites;  ainsi  l'erreur  que  l'on 
commettrait  en  se  servant  de  l'équation  réduite  aurait  une  très  petite 
valeur  absolue;  mais  il  ne  s'ensuit  pas  que  l'on  soit  autorisé  à  faire 
usage  de  cette  équation;  car,  si  l'erreur  commise,  quoique  très  petite, 
surpasse  ou  égale  la  quantité  cbercbée,  ou  même  si  elle  en  est  la 
moitié,  ou  le  quart,  ou  une  partie  notable,  l'approximation  doit  être 
rejetée.  Il  est  manifeste  que,  dans  ce  cas,  l'équation  approchée  [y) 
n'exprimerait  point  l'état  du  solide,  et  que  l'on  ne  pourrait  point  s'en 
servir  pour  déterminer  les  rapports  des  températures  simultanées  de 
deux  ou  plusieurs  points. 

383. 

Il  suit  de  cet  examen  que  l'on  ne  doit  point  conclure  de  l'intégrale 

que  ta  loi  de  la  distribution  primitive  n'influe  pas  sur  la  température 
des  points  très  éloignés  de  l'origine.  L'effet  résultant  de  cett«  distri- 
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bulion  cesse  bientôt  d'avoir  lieu  pour  les  points  voisins  de  la  portion 
échauffée,  c'est-à-dire  que  leur  température  ne  dépend  plus  que  de  la 
quantité  de  chaleur  initiale,  et  non  de  la  répartition  qui  en  avait  été 
faite;  mais  la  grandeur  de  la  distance  ne  concourt  point  à  effacer  l'em- 
preinte de  la  distribution;  elle  la  conserve,  au  contraire,  pendant 
un  très  long  temps  et  retarde  la  diffusion  de  la  chaleur.  Ainsi  l'équa- 
tion 

a  \/n  kt  Ja 

ne  représente  les  températures  des  points  extrêmement  éloignés  de 
partie  échauffée  qu'après  un  temps  immense.  Si  on  l'appliquait  sai 
cette  condition,  on  trouverait  des  résultats  doubles  ou  triples  des  véi 
tables,  ou  même  incomparablement  plus  grands  ou  plus  petits;  et  ce 
n'aurait  pas  lieu  seulement  pour  des  valeurs  très  petites  du  temp 
mais  pour  de  grandes  valeurs  telles  que  une  heure,  un  jour,  ui 
année.  Enfin  cette  expression  serait  d'autant  moins  exacte,  tout' 
choses  égales  d'ailleurs,  que  les  points  seraient  plus  éloignés  de 
partie  primitivement  échauffée. 

384. 

Lorsque  la  diffusion  de  la  chaleur  s'opère  dans  tous  les  sens,  l'ét 
du  solide  est  représenté,  comme  on  l'a  vu,  par  l'intégrale 

I  r  r  r  -  "■— ■^i'-'-'P-yi'+'ï-=i' 

a'CiîA-O'*'  ''  -^ 

Si  la  chaleur  initiale  est  contenue  dans  une  portion  déterminée  de 
masse  solide,  on  connaîtra  les  limites  qui  comprennent  cette  part 
échauffée;  et  les  quantités  a,  ^,  y  qui  varient  sous  le  signe  intégral  i 
pourront  point  recevoir  de  valeurs  qui  excèdent  ces  limites.  Suppose: 
donc  que  l'on  marque  sur  les  trois  axes  six  points  dont  les  distanc 
sont  +X,  +  Y,  +Z  et  —  X,  —  Y,  —  Z,  et  que  l'on  considère  I 
états  successifs  du  solide  compris  entre  les  six  plans  qui  passent  à  c 
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distances;  on  voit  que  l'exposant  de  e,  sous  le  signe  d'intégration,  se 
réduit  à  —  ^ — /V7"~^  lorsque  la  valeur  du  temps  écoulé  augmente 
sans  borne.  En  effet,  les  termes  tels  que  y-rj  et  j-r-  reçoivent  dans  ce 
cas  des  valeurs  absolues  très  petites,  parce  que  les  numérateurs  sont 
compris  entre  des  limites  fixes  et  que  les  dénominateurs  croissent  à 
rinfiui.  Ainsi  les  facteurs  que  l'on  omet  difTerent  extrêmement  peu  de 
l'unité.  Donc  l'élat  variable  du  solide,  après  une  grande  valeur  du 
temps,  a  pour  expression 


(■ 

=  —!—,„       •"     /•/■//(«,|3,j)rf.rf?rf,. 

^■(z*0' 

facteur 

////(«.  P.  y)-'"  «'?''? 

représente  la  quantité  totale  de  chaleur  B  que  le  solide  contient.  Ainsi 
le  système  des  températures  ne  dépend  point  de  la  distribution  de  la 
cbaleur  initiale,  mais  seulement  de  sa  quantité.  On  pourrait  supposer 
que  toute  la  cbaleur  initiale  était  contenue  dans  un  seul  élément  pris- 
matique |)Iacé  à  l'origine,  et  dont  les  dimensions  orthogonales  et  exlrè- 
meiiK'nt  petites  seraient  u,,  co,,  <d,.  La  température  initiale  de  cet  élé- 
ment serait  désignée  par  un  nombre  extrêmement  grand  /,  et  toutes 
les  autres  molécules  du  solide  auraient  une  température  initiale  nulle. 
Le  produit  (<),(0j(<),/ équivaut,  dans  ce  cas,  à  l'intégrale 

Quel  que  soit  réchauffement  initial,  l'état  du  solide  qui  correspond  ii 
une  valeur  du  lemps  très  grande  est  le  même  que  si  toute  la  chaleur 
avait  été  réunie  dans  un  seul  élément  placé  à  l'origine. 

385. 

Supposons  maintenant  que  l'on  ne  considère  que  les  points  du  so- 
lide dont  la  distance  à  l'origine  est  très  grande  par  rapport  aux  dimen- 
sions de  ta  partie  échauffée;  on  pourrait  d'abord  penser  que  cette  con- 
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dition  suffit  pour  réduire  l'exposant  de  e  dans  l'intégrale  générale.  En 
efTet,  cet  exposant  est 

(a-x}'+(p-j)'  +  (y-j)' 
l^kl  ' 

et  les  variables  a,  p,  y  sont,  par  hypothèse,  comprises  entre  des  limites 
déterminées,  en  sorte  que  leurs  valeurs  sont  toujours  extrêmement 
petites  par  rapport  à  la  plus  grande  coordonnée  d'un  point  très  éloigné 
de  l'origine.  Il  suit  de  là  que  l'exposant  de  c  se  compose  de  deux  par- 
ties Met  ja,  dont  l'une  est  très  petite  par  rapport  à  l'autre.  Mais  de  ce  que 

le  rapport  —  est  une  très  petite  fraction  on  ne  peut  pas  conclure  que 
l'exponentielle  e^*^  devienne  égale  à  e",  ou  n'en  diffère  que  d'une 
quantité  très  petite  par  rapport  à  sa  propre  valeur.  Il  ne  faut  point 
considérer  les  valeurs  relatives  de  M  et  [i,  mais  seulement  la  valeur 
absolue  de  [a.  Pour  que  l'on  puisse  réduire  l'intégrale  exacte  (y)  à 
l'équation 


il  est  nécessaire  que  la  quantité 


kkt 

dont  la  dimension  est  o,  soit  toujours  un  nombre  fort  petit.  Si  l'on  sup- 
pose que  la  distance  de  l'origine  au  point  m  dont  on  veut  déterminer 
h  température  est  très  grande  par  rapport  à  l'étendue  de  la  partie  qui 
a  été  d'abord  échauffée,  on  examinera  si  la  quantité  précédente  est  tou- 
jours une  très  petite  fraction  u.  11  faut  que  cette  condition  soit  satis- 
faite pour  que  l'on  puisse  employer  l'intégrale  approchée 

v  =  B(47rA-()~'e        "''"  ~; 

mais  cette  équation  ne  représente  point  l'état  variable  de  la  partie  de 
la  masse  qui  est  très  distante  du  foyer.  Elle  donne  au  contraire  un 
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fésultat  d'autant  moins  exact,  toutes  choses  d'ailleurs  égales,  que 
les  points  dont  on  détermine  la  température  sont  plus  éloignés  du 
foyer. 

La  chaleur  Initiale  contenue  dans  une  portion  déterminée  de  la 
masse  solide  pénètre  successivement  les  parties  voisines  et  se  répand 
dans  tous  les  sens;  il  n'en  parvient  qu'une  quantité  extrêmement 
petite  aux  points  dont  la  distance  à  l'origine  est  très  grande.  Lorsqu'on 
exprime  par  l'analyse  la  température  de  ces  points,  .l'objet  du  calcul 
n'est  pas  de  déterminer  en  nombre  ces  températures,  qui  ne  sont 
point  mesurables,  mais  de  connaître  leurs  rapports.  Or  ces  quanlilés 
dépendent  certainement  de  la  loi  suivant  laquelle  la  chaleur  initiale  a 
été  distribuée,  et  l'effet  de  cette  répartition  initiale  dure  d'autant  plus 
que  les  parties  du  prisme  sont  plus  éloignées  du  foyer.  Mais,  si  tes 
termes  qui  font  partie  de  l'exposant,  tels  que  -^  et  ^>  ont  des  va- 
leurs absolues  qui  décroissent  sans  limite,  on  doit  employer  les  inté- 
grales approchées. 

Cette  condition  a  lieu  dans  les  questions  où  l'on  se  propose  de  déter- 
miner les  plus  hautes  températures  des  points  très  éloignés  de  l'ori* 
gine.  En  effet,  on  peut  démontrer  que,  dans  ce  cas,  les  valeurs  du 
temps  croissent  dans  un  plus  grand  rapport  que  les  distances,  et 
qu'elles  sont  proportionnelles  au  carré  de  ces  distances  lorsque  les 
points  que  l'on  considère  sont  très  éloignés  de  l'origine.  Ce  n'est 
qu'après  avoir  établi  cette  proposition  qu'on  peut  opérer  la  réduction 
sous  l'exposant.  Les  questions  de  ce  genre  seront  l'objet  de  la  Section 
suivante. 

SECTION  m. 

UES    PLUS   HAUTES   TEHpBBATtlRBS    DANS   UN   SOLIDE   IHFIM. 
386. 

Nous  considérerons  en  premier  lieu  le  mouvement  linéaire  dans 
une  barre  infinie  dont  une  portion  a  été  uniformément  échauffée,  et 
nous  chercherons  quelle  doit  être  la  valeur  du  temps  écoulé  pour 
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qu'un  point  donné  àe  cette  ligne  parvienne  à  sâ  p\m  haute  tempéra- 
ture. 

On  désignera  par  ag  l'étendue  de  la  partie  échaufTée  dont  le  milieu 
coïncide  avec  l'origine  o  des  distances  ir.  Tous  les  points  dont  la 
distance  à  l'axe  des  y  est  moindre  que  g  et  plus  grande  que  —g  ont, 
'  par  hypothèse,  une  température  initiale  commune  /,  et  toutes  les  au- 
tres tranches  ont  la  température  initiale  o.  On  suppose  qu'il  ne  se  fait 
à  la  surface  extérieure  du  prisme  aucune  déperdition  de  chaleur,  ou, 
ce  qui  est  la  même  chose,  on  attribue  à  la  section  perpendiculaire  à 
l'axe  des  dimensions  infinies.  Il  s'agit  de  connaître  quel  sera,  pour  un 
point  donné  dont  la  distance  est  x,  le  temps  ;  qui  répond  au  maximum 
de  température. 

On  a  vu»  dans  les  articles  précédents,  que  la  température  variable 
d'un  point  quelconque  est  exprimée  par  l'équation 

Le  coefficient  k  représente  ç^>  K  étant  la  conducibilité  spécifique. 
C  la  capacité  de  chaleur  et  D  la  densité.  On  fera  k  =  i  pour  simplifier 
le  calcul  et,  dans  le  résultat,  on  écrira  kt  ou  ^.  au  lieu  de  l.  L'expres- 
sion de  cest  donc 


2\J-KtJ_, 


dcf. 

2\/-Kt.' 


Elle  est  l'intégrale  de  l'équation 


^  —  ^11. 


La  fonction  ~  mesure  la  vitesse  avec  laquelle  la  chaleur  s'écoule  sui- 
vant l'axe  du  prisme.  Or  cette  valeur  de  -i—  est  donnée  dans  la  ques- 
tion actuelle  sans  aucun  signe  d'intégrale.  On  a,  en  eflet. 
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ou,  en  aciievant  l'intégration, 

387. 
La  fonction  ^,  peut  donc  aussi  être  exprimée  sans  signe  d'inté- 
grale; orclie  équivaut  à  la  fluxion  du  premier  ordre  ^;  donc,  en  éga- 
lant à  zéro  cette  valeur  de  ^,  qui  mesure  l'accroissement  instantané' 
de  In  température  d'un  point  quelconque,  on  aura  la  relation  cherchée 
entre  .r  et  l.  On  trouve  ainsi 


^  ^  _4^  (-  fji 

ce  qui  donne 


on  en  conclut 

On  a  supposé  7^  =  'J  pow  rétablir  le  coefficient,  il  faut  écrire  ^  au 
lieu  (le  i,  et  l'on  a 


Les  plus  hautes  températures  se  succèdent  suivant  la  loi  exprimée 
par  celte  équation.  Si  l'on  suppose  qu'elle  représente  le  mouvement 
varié  d'un  corps  qui  décrit  une  ligne  droite,  a>  étant  l'espace  parcouru 
cl  i  le  temps  écoulé,  la  vitesse  du  mobile  sera  celle  du  maximum  de 
température. 

Lorsque  la  quantité  j* est  infiniment  petite,  c'est-à-dire  lorsque  toute 
la  chaleur  initiale  est  réunie  dans  un  seul  élément  placé  à  l'origine,  la 
valeur  de  i  se  réduit  à  -  et,  par  la  différentiation  ou  le  développement 
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en  série,  on  trouve 


On  a  fait  abstraction  de  la  quantité  de  chaleur  qui  se  dissipe  par  la 
surface  du  prisme;  nous  allons  maintenant  avoir  égard  à  celte  déper- 
dition, et  nous  supposerons  que  la  chaleur  initiale  est  contenue  dans 
un  seul  élément  de  la  barre  prismatique  infinie. 

388. 
Dans  la  question  précédente,  on  a  déterminé  l'état  variable  d'un 
prisme  infini  dont  une  portion  déterminée  était  affectée  dans  tous  les 
points  d'une  température  initiale  f.  On  supposait  que  la  chaleur  ini- 
tiale était  distribuée  dans  une  étendue  finie,  depuis  a^=o  jusqu'à 
œ  =  b.  On  suppose  maintenant  que  la  même  quantité  de  chaleur  6/ 
est  contenue  dans  un  élément  infiniment  petit,  depuis  ^  =  o  jusqu'à 
37  =  to.  La  température  de  la  tranche  échauffée  sera  donc  ^^i  et  il  ré- 
sulte de  ce  qui  a  été  dit  précédemment  que  l'état  variable  du  solide 
sera  exprimé  par  l'équation 

1  \J-Kkc 

le  coefficient  t^i  qui  entre  dans  l'équation  différentielle 

A-  _  K   ^  _  . 
dt  ~  CD  dx*  ' 

est  ici  encore  désigné  par  i;  quant  au  coefficient  h,  il  équivaut  à  pv^; 
on  désigne  par  S  l'aire  de  la  section  du  prisme,  par  L  le  contour  de 
cette  section  et  par  H  la  conducibilité  de  la  surface  extérieure.  En  sub- 
stituant ces  valeurs  dans  l'équation  [a],  on  a 

IK\  ,•—  — ^ ."Tin" -ùs'. 


V  t:D 


/représente  la  température  moyenne  initiale,  c'est-à-dire  celle  qu'au- 
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un  seul  point  si  l'on  distribuait  également  la  chaleur  initiale  entre 

îles  points  d'une  portion  de  la  barre  dont  la  longueur  serait  b  ou, 

i  simplement,  l'unité  de  mesure.  Il  s'agit  de  déterminer  la  valeur 

,emps  écoulé  t  qui  répond  au  maximum  de  température  d'un  point 

né. 

our  résoudre  celle  question,  il  suffît  de  déduire  de  l'équation  (a)  la 

iur  de  -j-  el  de  l'égaler  à  zéro;  on  aura 


ic  la  valeur  0  du  temps  qui  doit  s'écouler  pour  que  le  point  placé  à 
listance  x  atteigne  sa  plus  baute  température  est  exprimée  par 
uation 


V^ 


'our  connaître  la  plus  baute  température  V,  on  remarquera  que 
posant  de  e~'  dans  l'équation  {a)  est  Aï  +  -fvr-  Or  l'équation  [b] 


mettant  pour  -  sa  valeur  connue,  on  a 


-îS  =  v/5- 


stituant  cel  exposant  de  c~'  dans  l'équation  [a],  on  a 
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et,  remplaçant  \'k(i  par  sa  valeur  connue,  on  trouve,  pour  l'expression 
du  maximum  V, 


C'O 


Les  équations  (c)  et  (rf)  contiennent  la  solution  de  la  question;  on 
remplacera  A  et  *  par  leurs  valeurs  v-,jë  et  pr:;  on  peut  aussi  écrire  ^ 
au  lieu  d 
la  base  est  un  carré.  On  aura,  pour  déterminer  0  et  V,  les  équations 


(C) 


As 

CD 


AH     ,       I 


Ces  équations  s'appliquent  au  mouvement  de  la  chaleur  dans  une 
barre  peu  épaisse  dont  la  longueur  est  très  grande.  On  suppose  que  le 
milieu  de  ce  prisme  a  été  affecté  d'une  certaine  quantité  de  chaleur  &/, 
qui  se  propage  jusqu'aux  extrémités  et  se  dissipe  par  la  surface  con- 
vexe. V  désigne  le  maximum  de  température  pour  le  point  dont  la  dis- 
tance  au  foyer  primitif  est  œ;  9  est  le  temps  qui  s'écoule  depuis  le 
commencement  de  la  diffusion  jusqu'à  l'instant  où  la  plus  haute  tem- 
pérature V  a  lieu.  Les  coefficients  C,  H,  K,  D  désignent  les  mêmes  pro- 
priétés spécifiques  que  dans  les  questions  précédentes;  et  g  est  le 
demi-côté  du  carré  formé  par  une  section  du  prisme. 

389. 

Si  l'on  veut  rendre  ces  résultats  plus  sensibles  par  une  application 
numérique,  on  supposera  que  la  substance  dont  le  prisme  est  formé 
est  le  fer,  et  que  le  côté  3^  du  carré  est  la  vingt-cinquième  partie  d'un 
mètre. 

Nous  avons  mesuré  autrefois,  par  nos  expériences,  les  valeurs  de 


DigJtJzcd  by 


Google 


i\  THÉORIE  DE  LA  CHALEUR. 

K;  celles  de  C  et  D  étalent  déjà  connues.  En  prenant  le  mètre  pour 
té  de  longueur,  la  minute  sexagésimale  pour  unité  de  temps  et  em- 
yant  les  valeurs  approchées  de  H,  K,  CD,  on  déterminera  les  valeurs 
V  et  de  0  relatives  à  une  distance  donnée.  Pour  l'examen  des  con- 
ucnces  que  nous  avons  en  vue,  il  n'est  pas  nécessaire  de  connaître 
coefiicients  avec  une  grande  précision. 

)n  voit  d'abord  que,  si  la  distance  x  est  d'environ  un  mètre  et  demi 
deux  mètres,  le  terme  r— ^*  qui  entre  sous  le  radical  a  une  grande 
eur  par  rapport  au  second  terme  J.  Le  rapport  de  ces  termes  est 
utantplus  grand  que  la  distance  est  plus  grande. 
\insi  la  loi  des  plus  hautes  températures  devient  de  plus  en  plus 
iple  à  mesure  que  la  chaleur  s'éloigne  de  l'origine.  Pour  déterminer 
te  loi  régulière  qui  s'établit  dans  toute  l'étendue  de  la  barre,  il  faut 
iposer  que  la  distance  a;  est  très  grande,  et  l'on  trouve 


va 


390. 

[)t\  voit  par  la  première  équation  que  le  temps  qui  répond  au  maxi- 
im  de  température  croit  proportionnellement  à  la  distance.  Ainsi  la 
esse  de  l'onde  (si  toutefois  un  peut  appliquer  cette  expression  au 
luvement  dont  il  s'agit)  est  constante,  ou  plutôt  elle  le  devient  de 
is  en  plus  et  conserve  cette  propriété  en  s'éloignant  à  l'infini  de  l'o- 
ine  de  la  chaleur. 
On  remarquera  aussi   dans  la  seconde  équation  que  la  quantité 
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fe  ''exprime  les  températures  permanentes  que  prendraient  les 
différents  points  de  la  barre  si  l'on  affectait  l'origine  d'une  tempéra- 
ture  fixe/,  comme  on  peut  le  voir  dans  le  Chapitre  I  (art.  76,  p.  .'>5). 
Il  faut  donc,  pour  se  représenter  la  valeur  de  V,  concevoir  que  toute 
la  chaleur  initiale  que  le  foyer  contient  est  également  distribuée  dans 
une  portion  de  la  barre  dont  la  longueur  est  b,  ou  l'unité  de  mesure. 
La  température/qui  en  résulterait  pour  chaque  point  de  celte  portion 
est,  en  quelque  sorte,  la  température  moyenne.  Si  l'on  supposait  que 
la  tranche  placée  à  l'origine  fût  retenue  pendant  un  temps  infini  à  la 
température  constante/,  toutes  les. autres  tranches  acquerraient  des 

températures  fixes  dont  l'expression  générale  est/e  '',  en  désignant 
para;  la  distance  delà  tranche.  Ces  températures  fixes,  représentées  par 
les  ordonnées  d'une  logarithmique,  sont  extrêmement  petites  lorsque 
la  distance  est  un  peu  considérable;  elles  décroissent,  comme  on  le 
sait,  très  rapidement  à  mesure  que  l'on  s'éloigne  de  l'origine.  Or  l'é- 
quation (S)  fait  voir  que  ces  températures  fixes,  qui  sont  les  plus 
hautes  que  chaque  point  puisse  acquérir,  surpassent  beaucoup  les 
plus  hautes  températures  qui  se  succHcnt  pendant  la  diffusion  de 
la  chaleur.  Pour  déterminer  ce  dernier  maximum,  il  faut  calculer 
la  valeur  du  maximum  fixe,  la  multiplier  par  le  nombre  constant 

(77—)'  -pi.  et  diviser  parla  racine  carrée  de  la  distance  x. 

Ainsi  les  plus  hautes  températures  se  succèdent  dans  toute  l'étendue 
de  la  ligne  comme  les  ordonnées  d'une  logarithmique  divisées  par  les 
racines  carrées  des  abscisses,  et  le  mouvement  de  l'onde  est  uniforme. 
C'est  suivant  cette  loi  générale  que  la  chaleur  réunie  en  un  seul  point 
se  propage  dans  le  sens  de  la  longueur  du  solide. 

391. 

Si  l'on  regardait  comme  nulle  la  conducibilité  de  la  surface  exté- 
rieure du  prisme,  ou  si  la  conducibilité  K  ou  l'épaisseur  ng  était 
supposée  infinie,  on   obtiendrait   dos  résultats  très  différents.  On 
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omedrail  alors  le  terme  jt— a-*,et  l'on  aurait 

K^  _  I    ,  bf    I 


DanscQcas,  lavatourdu  niaximum  est  en  raison  inverse  de  la  distance; 
ainsi  le  mouvement  de  l'onde  ne  serait  point  uniforme.  Il  faut  remar- 
quer que  celte  hypothèse  est  purement  théorique  et  que,  si  la  condu- 
cibilité  H  n'est  pas  nulle,  mais  seulement  une  quantité  extrêmement 
petite,  la  vitesse  de  l'onde  n'est  point  variable  dans  les  parties  du 
prisme  qui  sont  très  éloignées  de  l'origine.  En  effet,  quelque  petite 
que  soit  la  valeur  de  H,  si  cette  valeur  est  donnée,  ainsi  que  celles  de 
K  et^,  et  si  l'on  suppose  que  la  distance  2:  augmente  sans  limite,  le 
terme  \-,^^  deviendra  toujours  beaucoup  plus  grand  que  \.  Les  dis- 
tances peuvent  d'abord  être  assez  petites  pour  que  ce  terme  jt— a;*  doive 
être  omis  sous  le  radical  :  alors  les  temps  sont  proportionnels  aux  car- 
rés des  distances;  mais,  à  mesure  que  la  cbalour  s'écoule  dans  le  sens 
de  la  longueur  infinie,  la  loi  de  la  propagation  s'altère,  et  les  temps 
deviennent  proportionnels  aux  distances.  La  loi  initiale,  c'est-à-dire 
celle  qui  se  rapporte  aux  points  extrêmement  voisins  du  foyer,  diffère 
beaucoup  de  la  loi  finale  qui  s'établit  dans  les  parties  très  éloignées  et 
jusqu'à  l'infini  ;  mais,  dans  les  portions  intermédiaires,  les  plus  hautes 
températures  se  succèdent  suivant  une  loi  mixte,  exprimée  par  les 
deux  équations  précédentes  (C)  et  (D). 

392. 

Il  nous  reste  à  déterminer  les  plus  hautes  températures  pour  le  cas 
où  la  chaleur  se  propage  à  l'infini  et  en  tout  sens  dans  la  matière 
solide.  Cette  recherche  ne  présente  aucune  difficulté  d'après  les  prin- 
cipes que  nous  avons  établis. 

Lorsqu'une  portion  déterminée  d'un  solide  infini  a  été  échauff'ée,  et 
que  toutes  les  autres  parties  de  la  masse  ont  la  température  initiale  o, 
la  chaleur  se  propage  dans  tous  les  sens  et,  après  un  certain  temps. 
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l'état  (lu  solide  est  le  même  que  si  elle  avait  été  primitivement  réunie 
daus  un  seul  point  à  l'origine  des  coordonnées.  Le  temps  qui  doit  s'é- 
couler pour  que  ce  dernier  effet  ait  lieu  est  extrêmement  grand  lorsque 
les  points  de  la  masse  sont  très  éloignés  de  l'origine.  Chacun  de  ces 
derniers  points,  qui  avait  d'abord  la  température  o,  s'échauffe  insen- 
siblement; sa  température  acquiert  ensuite  la  plus  grande  valeui' 
qu'elle  puisse  recevoir  (');  et  elle  finit  par  diminuer  de  plus  en  plus 
jusqu'à  ce  qu'il  ne  reste  dans  la  masse  aucune  chaleur  sensible.  L'état 
variable  est  en  général  représenté  par  l'équation 

(E)  ^=  f  f  f?-^  t^L  ^,__^  f^a,  b.c)  dadbdc; 

J  J  J     2^nl      is^Tzt     av'f 

les  intégrales  doivent  être  prises  entre  les  limites 


Les  limites  —  a,,  -+■  a^,  —  b,,  +  6j,  —  c,,  +  c,  sont  données;  elles 
comprennent  toute  la  portion  du  solide  quia  été  primitivementéchaul- 
fée.  La  fonction /(a,  b,  c)  est  aussi  donnée  ;  elle  exprime  la  température 
initiale  du  point  dont  les  coordonnées  sonta,  b,  c.  Les  intégrations  dé- 
finies font  disparaître  les  variables  a,  b,  c  et  il  reste  pour  t-'une  fonc- 
tion de  a:,  y,  z,  t  et  des  constantes.  Pour  déterminer  le  temps  0  qui 
répond  au  maximum  de  v,  en  un  point  m  donné,  il  faut  tirer  de  l'équa- 
tion précédente  la  valeur  de  ■^■,  on  formera  ainsi  une  équation  qui 
contient  6  et  les  coordonnées  du  point  m.  On  en  pourra  donc  déduire 
la  valeur  de  ô.  Si  l'on  substitue  ensuite  cette  valeur  de  0  au  lieu  de  / 
dans  l'équation  (Ëj,  on  connaîtra  la  valeur  de  la  plus  haute  tempéra-, 
ture  V  exprimée  en  a:,y,  z  et  en  constantes. 
On  écrira,  au  lieu  de  l'équation  (E), 


-  fffP/{a,  b,  c)  da  db  de. 


(  ■  )  Il  ne  parait  pas  corlain  que  la  température  passe  par  un  seul  maximum  ;  il  pourrait 
y  avoir,  au  moins  en  certains  points,  toute  une  succession  de  maxima  et  de  minima. 
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611  désignant  par  P  le  produit  des  trois  fonctions  semblables;  on  aura 
ensuite 


Il  faut  maintenant  appliquer  cette  dernière  expression  aux  points 
(lu  solide  qui  sont  très  éloignés  de  l'origine.  Un  point  quelconque  de 
la  portion  qui  contient  la  chaleur  initiale  a  pour  coordonnées  les  va- 
riables a,  h,  c;  et  le  point  m  dont  on  veut  déterminer  la  température  a 
pour  coordonnées  x,  y,  z.  Le  carré  de  la  distance  de  ces  deux  points 
est  (a  —  ^)'  +  (6  —/)*-(-  [c  —  =)'.  et  cette  quantité  entre  comme  fac- 
teur dans  le  second  terme  de  -^  ■  Or,  le  point  m  étant  très  éloigné  de 
l'origine,  il  est  évident  que  sa  distance  A  à  un  point  quelconque  de  la 
portion  échaurféc  se  confohd  avec  la  distance  D  de  ce  même  point  à 
l'origine;  c'est-à-dire  que,  le  poinl  m  s'éloignant  de  plus  en  plus  du 
foyer  primitif  qui  contient  l'origine  des  coordonnées,  la  dernière  raison 
des  dislances  D  et  A  est  i . 

Il  suit  4^  là  que,  dans  l'équation  (<?)  qui  donne  la  valeur  de  — i  il 
faut  remplacer  le  facteur{a  —  a^)'-(-(è  — /)*-(- (c— s)*  par  a:' -rj' -h  3^ 
ou  r',  en  désignant  par  r  la  distance  du  point  m  à  l'origine.  On  aura 
donc 


Si  l'on  met  pour  r  sa  valeur  et  si  l'on  remplace  t  par  ^j.  •  afin  de  rétablir 
le  coetllcient  tttt  que  l'on  avait  supposé  égal  à  i,  on  aura 

dl  ^\_l^\Vi.t)       3  ¥.t\\!i-KVLt)  J  J  J  ^ 
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394. 
Ce  résultat  ne  convient  qu'aux  points  du  solide  dont  la  distance  à 
l'origine  est  très  grande  par  rapport  à  la  plus  grande  dimension  du 
foyer.  Il  faut  toujours  remarquer  avec  soin  qu'il  ne  résulte  pas  do  cette 
condition  que  l'on  puisse  omettre  les  variables  a,  b,  c  sous  le  signe 
exponentiel.  On  doit  seulement  les  omettre  hors  de  ce  signe.  Si  l'on 
ne  faisait  point  cette  distinction,  on  pourrait  commettre  une  erreur 
considérable.  En  effet,  le  terme  qui  entre  sous  les  signes  d'intégration 
et  qui  multiplie/(a,  6,  c)  est  le  produit  de  plusieurs  facteurs  tels  que 


Or  il  ne  suffit  pas  que  le  rapport  -  soit  toujours  un  trj;s  grand  nombre 
pour  que  l'on  puisse  supprimer  les  deux  premiers  facteurs;  par 
exemple,  si  l'on  suppose  a  égal  à  o'",i  et  x  égal  à  lo"*,  et  si  la  sub- 
stance dans  laquelle  la  chaleur  se  propage  est  le  fer,  on  voit  qu'après 

Cl>  ^ 

neuf  ou  dix  heures  écoulées  le  facteur  e}^'  est  encore  plus  grand 
que  2;  donc,  en  le  supprimant,  on  s'exposerait  à  réduire  le  résultat 
cherché  à  la  moitié  de  sa  valeur.  Ainsi  la  valeur  de  -r-.  telle  qu'elle 
convient  aux  points  très  éloignés  de  l'origine,  et  pour  un  temps  quel- 
conque, doit  élre  exprimée  par  l'équation  (a);  mais  il  n'en  est  pas  de 
même  si  l'on  ne  considère  que  des  valeurs  du  temps  extrêmement 
grandes  et  qui  croissen-t  proportionnellement  au  carré  des  distances. 
li  faut,  d'après  cette  condition,  omettre  sous  le  signe  exponentiel 
même  les  termes  qui  contiennent  a,  ou  b,  ou  c  Or  la  condition  a  lieu 
lorsqu'on  veut  déterminer  la  plus  haute  température  qu'un  point  éloi- 
gné puisse  acquérir,  comme  nous  allons  le  prouver. 

395. 
En  effet,  la  valeur  de  •£  doit  être  nulle  dans  le  cas  dont  il  s'agit;  on 
aura  donc 


r*  /Çpy_  3  CD 


eu*  6' 
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Ainsi  le  (emps  qui  doit  s'écouler  pour  qu'un  point  très  éloigné  ac- 
qui^rp  sa  plus  haute  leinpérature  est  proportionnel  au  carré  de  la  dis- 
tance de  ce  pointa  l'origine  ('). 

Si,  dans  l'expression  de  c,  on  remplace  7-j-~  par  sa  valeur  — :j.  l'ex- 
posant de  e^',  qui  est 

3(«-x)'  +  (fc-7)'+(c-a)' 


peut  se  réduire  à  |,  parce  que  les  facteurs  que  l'on  omet  se  confondent 
avec  l'unité. 
On  trouve,  par  conséquent. 


'■=(^e)'.^ //:/■/(-'■«' 


da  db  de. 


L'intégrale  j  j  j  /{a,  b,c)dadbdc  représente  la  quantité  de  chaleur 
initiale;  le  volume  de  la  sphère  dont  le  rayon  estr  est  ;itr*,  en  sorte 

(■)  Si,  daDa  l'eipreasioD  exacte 

on  prend  la  dérivée  par  rapport  à  t,  on  trouve 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  la  température  primitive  f{ri,  b,  c)  toujours  positive.  L'in- 
tégrale précédente  no  pourra  être  nulle  que  si  le  facteur 

change  de  signe  dans  les  limites  dos  intégrations  et,  par  conséquent,  s'annule  pour  un 
point  (5,  I,,  ï)  compris  dans  l'intérieur  du  parallélépipède  primilivement  échauffé.  On  a 
donc  pour  t  la  valeur 

'  =  ^[(^-£)'+<7-'i)'+(^-:)'], 

qui  devient  EOnsiblomont  proportionnelle  àx'+j'-i-s*  lorsque  le  point  (.i',  ^,  e)  s'éloigne 
indéfiniment.  G.  D. 
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que,  en  désignant  par/!a  température  que  recevrait  chaque  molécule 
de  cette  sphère  si  l'on  distribuait  également  entre  ses  parties  toute  la 
chaleur  initiale,  on  aura 

Les  résultats  que  nous  avons  exposés  dans  ce  Chapitre  font  connaître 
suivant  quelle  loi  la  chaleur  contenue  dans  une  portion  déterminée 
d'un  solide  infini  pénètre  progressivement  toutes  les  autres  parties 
dont  la  température  initiale  était  nulle.  Cette  question  est  résolue  par 
une  analyse  plus  simple  que  celle  des  Chapitres  précédents,  parce 
qu'en  attribuant  au  solide  des  dimensions  infinies  on  fait  disparaître 
tes  conditions  relatives  à  la  surface,  et  que  la  principale  difficulté  con- 
siste dans  l'emploi  de  ces  dernières  conditions.  Les  conséquences  géné- 
rales du  mouvement  de  la  chaleur  dans  une  masse  solide  non  terminée 
sont  très  remarquables,  parce  que  le  mouvement  n'est  point  troublé 
par  l'obstacle  des  surfaces  :  il  s'accomplit  librement  en  vertu  dos  pro- 
priétés naturelles  de  la  chaleur.  Notre  analyse  est,  à  proprement 
parler,  celle  de  l'irradiation  de  la  chaleur  dans  la  matière  solide. 

SECTION   IV. 

COMPARAISON   DBS   IHTËaKALES. 
396. 

L'intégrale  de  l'équation  de  la  propagation  de  la  chaleur  se  présente 
sous  différentes  formes  qu'il  est  nécessaire  de  comparer.  Il  est  facile, 
comme  on  le  voit  dans  la  Section  II  de  ce  Chapitre  {art.  372  et  376, 
p.  427  et  434],  de  ramener  le  cas  des  trois  dimensions  à  celui  du  mou- 
vement linéaire;  il  suffit  donc  d'intégrer  l'équation 


ou  celle-ci  : 


~dl  '~  Cl)  àx' 
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Pour  déduire  de  celte  équation  diflerentielle  les  lois  de  la  propagation 
de  la  chaleur  dans  un  corps  d'une  figure  déterminée,  par  exemple  dans 
une  armille,  il  était  nécessaire  de  connaître  l'intégrale,  et  de  l'obtenir 
sous  une  certaine  forme  propre  à  la  question  et  qui  ne  pourrait  être 
suppléée  par  aucune  autre.  Cette  intégrale  a  été  donnée,  pour  la  pre- 
mière fois,  dans  notre  Mémoire  remis  à  l'Institut  de  France  le  ai  dé- 
cembre 1807  (art.  84,  page  i2\  de  ce  Mémoire)  :  elle  consiste  dans 
l'équation  suivante,  qui  exprime  le  système  variable  des  températures 
d'un  anneau  solide. 


'■=1^2/.' 


«-'■<«)  «'•■; 


R  est  le  rayon  de  la  circonférence  moyenne  de  l'armille;  l'intégrale  / 
doit  être  prise,  par  rapport  à  a,  depuis  a  =  o  jusqu'à  a  =  37rR  ou.  ce 
qui  donne  le  même  résultat,  depuis  a  =  — itR  jusqu'à  a  =  7:R;  i  est 
un  nombre  entier  quelconque  et  la  somme  S  doit  être  prise  depuis 
(  =  —  ao  jusqu'à  j=  +  3o;  c  désigne  la  température  que  l'on  observe- 
rait après  le  temps  écoulé  t  en  chaque  point  d'une  section  séparée  par 
l'arc  a;  de  colle  qui  est  à  l'origine.  On  représente  par  c  =  F(ar)  la  tem- 
pérature initiale  d'un  point  quelconque  de  l'anneau.  Il  faut  donner  à  i 
les  valeurs  successives 


(  <  )  Le  Mémoire  maouscrit  que  cite  ici  Fnurier  ne  nous  est  connu  que  par  un  eitrait  publié 
dans  le  Bulletin  det  Sciences  de  la  Société  philiimathique,  année  1 808,  p.  lia.  PIub  lard,  )o 
x8  septembre  1811,  Fourier  b  présenté  un  autre  Mémoire  qui  a  été  couronné  dans  la  séance 
publique  du  6  janvier  i8[a.  Ce  socond  Mémoire,  qui  doit  être  considéré  comme  une 
rédaction  nouvelle  du  premier  el  qui  est  conservé  dans  les  Archives  de  l'Académie  des 
Sciences,  a  élé  imprimé  sans  aucun  changement  dans  le  tome  IV  des  Mémoires  de  l'Aca- 
démie rojale  de.i  Sciencei  de  l'Inxtitut  de  France  (pour  les  années  1819  et  i8ao),  publié 
en  i8aj,  el  dans  le  tome  V  du  même  Recueil  (pour  les  années  1831  et  t8i3),  publié  en 
1836.  On  voit  que  la  publication  intégrale  du  Mémoire  de  1811  osl  postériouro  à  celle  de 
la  Théorie  analytique  de  la  chaleur  ,  qui  a  eu  liou  en  1633.  Les  résultats  des  recherches 
de  Fourier  avaieitt  d'ailleurs  élé  indiqués  d'une  manière  détaillée  dans  divers  articles  des 
Annales  de  Chimie  et  lie  Physique  et  du  BUUetin  rfer  Sciences  de  la  Société  philomatliique, 

G.  D. 
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et,  au  lieu  de  cosi  — j^,  écrire 


on  obtient  ainsi  tous  les  termes  de  la  valeur  de  c.  Telle  est  la  forme 
sous  laquelle  doit  être  mise  l'intégrale  de  l'équation  (a),  pour  ex- 
primer le  mouvement  variable  de  la  chaleur  dans  une  armille  (Ghap.  IV, 
art.  241,  p.  244)-  On  considère  le  cas  où  la  forme  et  l'étendue  de  la 
section  génératrice  de  l'armille  sont  telles  que  les  points  d'une  même 
section  conservent  des  températures  sensiblement  égales.  On  suppose 
aussi  qu'il  ne  se  fait  à  la  superficie  de  l'anneau  aucune  déperdition  de 
la  chaleur. 

397. 

L'équation  (a)  s'appliquant  à  toutes  les  valeurs  de  R,  on  y  peut  sup- 
poser R  infini  :  elle  donne,  dans  ce  cas,  la  solution  de  lai  question  sui- 
vante. L'état  initial  d'un  prisme  solide  d'une  petite  épaisseur  et  d'une 
longueur  infinie  étant  connu  et  exprimé  par  l'équation 

"^F(-r), 

déterminer  tous  les  états  subséquents.  On  considère  le  rayon  R  comme 
contenant  un  nombre  »  de  fois  le  rayon  i  des  Tables  trigonométriques. 
Désignant  par  q  une  variable  qui  devient  successivement  dq,  idq, 

Zdq,  ....  idq le  nombre  infini  «  sera  exprimé  par  ^.  et  le 

nombre  variable  i  par  ^  ■  Faisant  ces  substitutions,  on  trouve 

Les  termes  qui  entrent  sous  le  signe  D  sont  des  quantités  différen- 
tielles, en  sorte  que  ce  signe  devient  celui  d'une  intégrale  définie  et 
l'on  a 


'-£n.)^,£_ 


(?)  '■=r=  /       F(«)rfa/       e-»"cosî( 
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Cette  équation  est  une  seconde  forme  iJe  l'inlégrate  de  l'équa- 
tion (a);  elle  exprime  le  mouvement  linéaire  de  la  chaleur  dans  un 
jrisme  d'une  longueur  infinie  (Chap.  Vit,  art.  354,  p.  ^02).  Elle  est 
jne  conséquence  évidente  de  la  première  intégrale  (a). 

398. 

On  peut,  dans  l'équation  (P),  effectuer  l'intégration  définie  par  rap- 
port à  g;  car  on  a,  selon  un  lemme  connu  et  que  l'on  a  démontré  pré- 
:;édemment(art.  375,  p.  ^3^), 

I       e--'c0S3/isdz  =  v^^"'''- 

Faisant  donc  s'  =  q*l  et  A  =  — v_-.  on  trouvera 

/        e-»''eos<7(x  — a)rf9  =  \/- e    ^  *t^  •' ; 

lonc  l'intégrale  (p)  de  l'article  précédent  devient 

Si  l'on  emploie,  au  lieu  de  a,  une  autre  indéterminée  ^  en  faisant 
m  trouve 

>tte  forme  (S)  de  l'intégrale  de  l'équation  (a)  a  été  donnée  par  M.  La- 
place  dans  le  Tome  VIII  du  Journal  de  l'École  Polytechnique  (').  Ce 
^rand  géomètre  est  parvenu  à  ce  résultat  en  considérant  la  série  Infinie 
]ui  représente  l'intégrale. 

(')  Foir  la  noie  p.  (li. 
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Chacune  des  équations  (^),  (y),  (S)  exprime  la  diffusion  linéaire  de 
la  chaleur  dans  un  prisme  d'une  longueur  infinie.  Il  est  évident  quo  ce 
sonl  trois  formes  d'une  même  intégrale,  et  qu'aucune  ne  peut  être 
considérée  comme  plus  générale  que  les  autres.  Chacune  d'elles  esl 
contenue  dans  l'intégrale  (a),  dont  on  la  dérive  en  donnant  à  R  une 
valeur  infinie. 

399. 

Il  est  facile  de  développer  la  valeur  de  v  déduite  de  l'équation  {u) 
en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  croissantes  de  l'une  ou 
l'autre  variable.  Ces  développements  se  présentent  d'eux-mêmes,  et 
nous  pourrions  nous  dispenser  de  les  rapporter;  mais  ils  donnent  lieu 
à  des  remarques  utiles  pour  la  recherche  des  intégrales.  En  désignant 

,      „      ,„  ,       f.        ..  dol.T)    d'<D{x)    (Poix) 

par  9  ,  o  ,  ç  ,  ...  les  fonctions     y      ,  — JV^'  ~"J"V"'  *'■'  **"  * 

la  constante  représente  ici  une  fonction  quelconque  de  or.  En  mettanl 
pour  (^  sa  valeur  c"+  fv'^'dl,  et  continuant  toujours  des  substitutions 
semblables,  on  trouve 

=  c+ fie' +/''"■' dt)di 

=  c  +  f[c'+f(c'''+  fv'"dt)dq 
ou 

(T)  v  =  c+tc'-\--c"+  -^c"+~^c'""+.... 

Dans  cette  série,  r  désigne  une  fonction  arbitraire  en  ;X'. 

Si  l'on  veut  ordonner  le  développement  de  la  valeur  de  v  selon  les 
puissances  ascendantes  de^,  on  écrira 


et,  désignant  par  tp,,  ç,,,  cp^,  ...  les  fonctions 

df       d'if       d*!f 

dï'     ~d^'     dF'       "' 
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on  aura  d'abord 

(■  — n  +  6j-  -t-  /  Hx J  i\dx% 

a  et  /'  reprc'sentent  ici  deux  fonctions  quelconques  de  /.  On  mettra 
ensuite  |)our  r,  sa  valeur 

a^  +  6,-r  ■+■  I  d.r  1  ^\  djr, 

et  pour  <■„  sa  valeur 

«_  -+-  b^T  +  /  djr  j  f^  djr, 
r(  ainsi  de  suilc.  On  trouvera,  par  ces  substitutions  continuées, 
,'-(i-i-bj--hfdj-f\;dx 

^a  +  bx-t-  fd.tf{a_-i-  l>,J--h  fdj-  fv^dx)dj- 
r-n-(-ftj+  fdj-f\n,+  b,j-+  l'd.c  f\a,+  b,x+  f'dj-  fv_d.r)dx\d.r 

OU 

/      _  J-'  J-'  .r* 

I       -^''•'■+^;;^  +  ^,.3';4.5 +*- 7X4^5.6.^ +■■■■ 

Dans  cette  série,  a  et  6  désignent  deux  fonctions  arbitraires  de  /. 

Si,  dans  cette  série  donnée  par  l'équation  (X),  on  met,  au  lieti  de 
fl  et  ft,  deux  fonctions  '^{t)  et  '!(/),  et  (|a'on  les  développe  selon  les 
puissances  ascendantes  de  /,  en  ordonnant  le  résultat  total  par  rapport 
à  ces  mêmes  puissances  de  /,  on  ne  trouve  qu'une  seule  fonction  arbi- 
traire de  X,  au  lieu  des  deux  fonctions  a  et  b.  On  doit  cette  remarque 
à  M.  Poisson,  qui  l'a  donnée  dans  le  Tome  VI  du  Journal  de  l'École 
Polytechriùjue,  page  l  ro  {'). 

Ré<;iproquement,  si,  dans  ta  série  exprimée  par  l'équalion  (T),  oti 
développe  la  fonction  c  selon  les  puissances  de  x,  en  ordonnant  le  ré- 
sultat par  rapport  à  ces  mêmes  puissances  de  x,  les  coefficients  de  ces 

(  '  )  Poisson,  Mémoire  sur  les  solalio/u  particulières  des  équations  différeiilielles  et  ttet 
équations  aux  différences.  Lu  à  l'instilul  le  aî  floréal,  an  XHL  —  Journal  de  l'École  Poly- 
technique, XIII*  Cahier,  t.  VI,  avril  1806.  —  Foir  aussi  la  Théorie  de  la  chaleur  du 
même  Auteur,  p.  i33  et  suiv.  G.  D. 
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puissances  se  trouvent  formés  de  deux  fonctions  entièrement  arbitraires 
de  /,  ce  que  l'on  peut  aisément  vérifier  en  faisant  le  calcul . 

400. 

La  valeur  de  c,  développée  selon  les  puissances  de  /,  ne  doit  en  effet 
contenir  qu'une  fonction  arbitraire  en  œ  :  car  l'-équation  différen- 
tielle {a)  montre  clairement  que,  si  l'on  connaissait  en  fonction  de  x 
la  valeur  de  v  qui  répond  à  ï  =  o,  les  autres  valeurs  de  cette  fonction  *■ 
qui  répondent  aux  valeurs  subséquentes  de  /  seraient  par  cela  même 
déterminées. 

Il  n'est  pas  moins  évident  que  la  fonction  c,  étant  développée  selon 
les  puissances  ascendantes  de  x,  doit  contenir  deux  fonctions  entière* 
ment  arbitraires  de  la  variable  /.  En  effet,  l'équation  différentielle 

rfj'  "  dt 

montre  que,  si  l'on  connaissait  en  fonction  de  l  la  valeur  de  c  qui  ré- 
pond à  une  valeur  déterminée  de  a;,  on  ne  pourrait  pas  en  conclure 
les  valeurs  de  v  qui  répondent  à  toutes  les  autres  valeurs  de  x.  Il  fau- 
drait de  plus  que  l'on  donnât  en  fonction  de  t  la  valeur  de  c  qui  répond 
à  une  seconde  valeur  de  x,  par  exemple  à  celle  qui  est  infiniment  voi- 
sine de  la  première.  Alors  tous  les  autres  états  de  la  fonction  r,  c'est- 
à-dire  ceux  qui  répondent  à  toutes  les  autres  valeurs  de  x,  seraient 
déterminés.  L'équation  différentielle  (a)  appartient  à  une  surface 
courbe,  l'ordonnée  verticale  d'un  point  quelconque  étant  v  et  les  deux 
coordonnées  horizontales  étante  et  l.  Il  suit  évidemment  de  cette  équa- 
tion (a)  que  la  forme  de  la  surface  esl  déterminée  lorsqu'on  donne  la 
figure  de  la  section  verticale  dans  le  plan  qui  passe  par  l'axe  des  .r;  el 
cela  résulte  aussi  de  la  nature  physique  de  la  question  :  car  il  est 
manifeste  que,  l'état  initial  du  prisme  étant  donné,  tous  les  étals 
subséquents  sont  déterminés.  Mais  on  ne  pourrait  pas  construire  la 
surface  si  elle  était  seulement  assujettie  à  passer  par  une  courbe 
tracée  sur  le  premier  plan  vertical  des  /  et  des  c;  il  faudrait  de  plus 
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roiinaiire  la  coiirbt;  tracée  sur  un  second  plan  vertical  parallèle  au 
preinici",  et  (]uc  l'on  peut  supposer  extrêmement  voisin.  Les  mêmes 
reman|ues  s'appliquent  à  toutes  les  équations  aux  dilTcrences  partielles, 
cl  l'on  voit  que  l'ordre  île  l'équation  ne  détermine  point  pour  tous  les 
cas  te  nombre  des  fonctions  arbitraires. 

401. 
"^  La  série  (T)  de  l'article  399,  (|ui  dérive  do  l'équation 

^'"  di       d-f'' 

j)put  être  mise  sous  celle  forme 

On  développera  l'exponentielle  selon  les  puissances  de  D,  et  l'on 
écrira  -j—  au  lieu  de  D',  en  considérant  /comme  indice  de  différentia- 
lion.  On  aura  ainsi 

i-^K>)^f     rfi'      "^2       rfj7'  a.3  '  Jj-«      '^■■■' 

Suivant  la  même  notation,  la  première  partie  de  la  série  (X)(art.  399). 
qui  ne  contient  que  des  puissances  paires  de  .r,  sera  exprimée  sous 
cette  forme  : 

On  développera  selon  les  puissances  de  a:,  et  l'on  écrira  -rp  au  lieu  de  D', 
en  considérant  i  comme  indice  de  dilTérenliation.  La  seconde  partie  de 
la  série  (X)  se  déduit  de  la  première,  en  intégrant  par  rapport  a  .r  et 
changeant  ta  fonction  ^(/)  en  une  autre  fonction  arbitraire  ■\'{i).  On  a 
donc 

i'  =  cos{.rv'^^^)9{0  + W 


W^y   eos{a-v'-0}|(Orf-r     (')■ 
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Ces  notations  abrégées  et  connues  dérivent  des  analogies  qui  existent 
entre  les  intégrales  et  les  puissances.  Quant  h  l'usage  que  nous  en  fai- 
sons ici,  il  a  pour  objet  d'exprimer  les  séries  et  de  les  vérifier  sans 
aucun  développement.  Il  suffit  de  différentier  sous  les  signes  que  celle 
notation  emploie.  Par  exemple,  de  l'équation  c  =  e"*'^(x)  on  déduit, 
en  différentiant  par  rapport  à  t  seulement, 

Ot     .  ■  ùj:^ 

ce  qui  montre  immédiatement  que  la  série  satisfait  à  l'équation  difl'é- 
rentielle  (a).  Pareillement,  si  l'on  considère  la  première  partie  de  lu 
série  {X),  en  écrivant  

«■^cos(j-v'-l>)9(0. 

on  aura,  en  difTérenlrant  deux  fois  par  rapport  â  -r  seulement, 

Donc  cette  valeur  de  c  satisfait  à  l'équation  dilTérentielle  {a). 
On  trouvera  de  la  même  manière  que  l'équation  différentielle 

donne,  pour  l'expression  de  v  en  série  développée  selon  les  puissances 

croissantes  de  j, 

i'^cos(/D)9(j). 

Il  faut  développer  par  rapport  à  v  et  écrire  -r-  au  lieu  de  D.  En  filet, 
on  déduit  de  cette  valeur  de  c 


La  valeur  sin(/D)'|(.r)  satisfait  aussi  à  l'équation  différentielle  :  donc 
la  valeur  générale  de  v  est 

v^cos(7l))9(.i')-i-sin(j«)'|'<.H. 
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402. 
Si  tVquntion  iliirOroiilielle  proposée  est 
()V       du-       à^i 

et  qup  l'on  veuille  exprimer  c  on  sôrie  ordonnée  selon  les  puissances 
<le  /,  on  désignera  par  Df  la  fonclion 

et,  l'équation  étant 

'£^  =  -. 

un  aura 

.'^cos(iv  -l))v(j-.j). 

Kn  elle!,  on  en  conclut 

Il  faut  développer  la  valeur  précédente  de  e  selon  les  puissances  de  /, 
écrire  i  ,^  +  .  j  )    au  lieu  de  D',  et  regarder  ensuite  les  exposants 
comme  des  indices  de  dilTérenliation. 
La  valeur  suivante 

satislail  à  la  mênie  condition  ;  ainsi  la  valeur  la  plus  générale  de  i-  est 

où 

\V^_/'cos{(s'-U)+(^.  v)rf/    ('). 

!■  est  une  fonctiony^j,  V,  /}  de  trois  variables;  si  l'on  fait  l  =  o.  on  a 

/(x,jf,o)-9(^,j); 


I  )  Ou  e 


"l;^;"'-'.- 


DigJtJzcd  by 


Google 


CHAPITRE  IX.-  DIFFUSION  DE   LA   CIIALEU]!.  471 

et, désignant  y,/(^.j.O  par/'( ■*■./.').  on  aura 

Si  l'équation  proposée  est 
la  valeur  de  v  en  série  ordonnée  selon  les  puissances  de  i  sera 


La  valeur  générale  de  v,  qui  ne  peut  contenir  que  deux  Ibnctions  arbi' 
Iraircs  de  .r,  esl  donc 

.■^C0S((D')9(.r}-^\V 

avec 


W^    r  co5(/D')'H.'-)rf'     (M- 


Désignant  r  pav/{a-,  I),  et  -.^'  par /'(.r,  l),  on  a,  pour  détenninor  le: 
deux  fonctions  arbitraires, 

<pf.<-)^/{x,o),         el         ^>(,r)=/'(.c,«). 

403. 
Si  l'équation  difTéreutielIe  proposée  esl 

eu  sorte  une  DUo  ou  1)^: 
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-  yi  au  carré  el  rogardani  les 
exposants  comme  indices  de  dilférentialion.  1,'équation  {e)  deviendra 
donr 

^. «.,.  =  ,; 

el  la  valeur  de  c,  ordonnée  selon  les  puissances  de  t,  sera 

cos((D)9(j, /); 
cai"  on  en  tire 

ou 

I.a  valeur  la  plus  générale  de  c  ne  pouvant  cunicnirque  deux  fonctions 
arbitraires  en  œ  cty,  ce  (jui  est  une  conséquence  évidente  de  la  forn)<> 
de  l'équation,  cette  valeur  sera  ainsi  exprimée 

f  =  COs(,liy)i^(j-,y)+j'cos(tD)'\'{.r  y)dl     C). 

Los  fonctions  ^  et  -j'  sont  déterminées  comme  il  suit  :  en  désignant  la 
fonction  <■  par /(.r,  j,  ï),  el  -r  /{jc,y,t)  \\^r  /lx,y,l),  on  a 

■       9(x,  y)^f(j:,  y,  o),         <],{j;  y)=l{.r,  y,  o). 

Enfin,  soit  proposée  l'équation  différentielle 

■'  01  ÙJr-  Ôx^  dx' 

OÙ  les  coefficients  a,  b,  c,  ...  sont  des  nombres  connus,  l'ordre  de 
l'équation  étant  indéfini. 

La  valeur  la  plus  générale  de  v  ne  peut  pas  contenir  plus  d'une  fonc- 
tion arbitraire  en  x;  car  il  est  évident  par  la  forme  même  de  l'équation 
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que,  si  l'on  connaissait  en  fonction  de  x  la  valeur  de  v  qui  répond  k 
/  =o,  toutes  les  autres  valeurs  de  v  qui  répondent  aux  valeurs  succes- 
sives de  /  seraient  déterminées.  On  aura  donc,  -pour  exprimer  c,  l'équa- 
tion 

on  désigne  par  D9(ir)  l'expression 

rf'9        i'''?  f^'? 

rfj'         dx^         dj^'-      "  '' 

c'est-à-dire  que,  pour  former  la  valeur  de  !>,  il  faudrait  développer 
selon  les  puissances  de  t  la  quantité 


et  écrire  ensuite  ^  au  lieu  de  a,  en  considérant  les  exposants  de  a 
comme  des  indices  de  dilTérentiation.  En  effet,  cette  valeur  de  i-  étant 
différentiée  par  rapport  à  i  seulement,  on  a 


-he'^'?(x)  —  lti'  = 


Il  serait  inutile  de  multiplier  ces  applications  d'un  même  procédé. 
Pour  les  équations  très  simples,  on  peut  se  dispenser  des  expressions 
abrégées;  mais,  en  général,  elles  suppléent  à  des  calculs  très  com- 
posés. Nous  avons  choisi  pour  exemples  les  équations  précédentes, 
parce  qu'elles  se  rapportent  toutes  a  des  phénomènes  physiques  dont 
l'expression  analytique  est  analogue  à  celle  du  mouvement  de  la  cha- 
leur. Les  deux  premières,  (a)  et  {b),  appartiennent  à  la  théorie  de  la 
chaleur;  les  trois  suivantes  (c),  {d),  {e)  à  des  questions  dynamiques;  la 
dernière  (/)  exprime  ce  que  serait  le  mouvement  de  la  chaleur  dans 
les  corps  solides  si  la  transmission  instantanée  n'était  pas  hornée  à  une 
distance  extrêmement  petite.  On  a  un  exemple  de  ce  genre  de  question 
dans  le  mouvement  de  la  chaleur  lumineuse  qui  pénètre  les  milieux 
diaphanes. 
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40'*. 

On  peut  obtenir  [la^  divers  moyens  les  intégrales  de  ces  mêmes 
équations.  Nous  indiquerons  en  premier  lieu  celui  qui  résulte  de 
l'usage  du  théorème  énoncé  dans  l'article  361  [p.  4o8).  et  que  nous 
allons  rappeler. 

Si  l'on  considère  l'expression 

{a)  I        'f{a)dtxj        cos/)(x  — a)a!/i, 

on  voit  qu'elle  représente  une  fonction  de  x;  car  les  deux  intégrations 
déHnies,  par  rapport  à  a  et^,  font  disparaître  ces  variables,  et  il  reste 
une  fonction  de  x.  La  nature  de  cette  fonction  dépendra  évidemment 
de  celle  que  l'on  aura  choisie  pour  <p(a).  On  peut  demander  quelle 
doit  être  la  fonction  ç(a)  pour  que,  après  les  deux  intégrations  défi- 
nies, on  obtienne  une  fonction  donnée /(x).  En  général,  la  recherche 
des  intégrales  propres  à  exprimer  divers  phénomènes  physiques  sf 
réduit  à  des  questions  semblables  à  la  précédente.  Ces  questions  onl 
pour  objet  de  déterminer  les  fonctions  arbitraires  sous  les  signes  d'in- 
tégration définie  en  sorte  que  le  résultat  de  cette  intégration  soit  une 
fonction  donnée.  Il  est  facile  de  voir,  par  exemple,  que  l'intégrale 
générale  de  l'équation 

•^  dl  ax^         a.c*         Ox' 

serait  connue  si,  dans  l'expression  précédente  {a),  on  pouvait  déter- 
miner ^(a)  en  sorte  que  le  résultat  de  l'équation  fût  une  fonction 
donnée  y"( a;).  En  effet,  on  forme  immédiatement  une  valeur  particu- 
lière de  t'.  ainsi  exprimée 

et  l'on  trouve  cette  condition 

m  =-  ap^  —  bp^  -H  c/j'  — 

On  pourra  donc  prendre  aussi 
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en  donnant  à  la  constante  a  une  valeur  quelconque.  On  aura  pareille- 
ment 

V  —  f'^(ix)  dx  y'e-'ixp'-V-'-'P'— -1  coii/.( j-  -  a) dp. 

It  est  évident  que  cette  valeur  de  v  satisfait  à  t'équation  diifércn- 
tielle  (/);  elle  n'est  autre  chose  qu'une  somme  de  valeurs  particu- 
lières. De  plus,  supposant  /  =  o,  on  doit  trouver  pour  i'  une  fonction 
arbitraire  de  x.  Désignant  cette  fonction  par  f{x),  on  a 

f{x)=f<f[x)dx  f<MSp(x  —  x)dp. 

Or  il  résulte  de  la  forme  de  l'équàlion  (/]  que  la  valeur  la  plus 
générale  de  v  ne  peut  contenir  qu'une  seule  fonction  arbitraire  en  x. 
En  effet,  cette  équation  montre  clairement  que,  si  l'on  connaît  en  fonc- 
tion de  X  !a  valeur  de  v  pour  une  valeur  donnée  du  temps  ^  toutes  les 
autres  valeurs  de  v  qui  correspondent  aux  autres  valeurs  du  temps 
sont  nécessairement  déterminées.  Il  s'ensuit  rigoureusement  que,  si 
l'on  connaît  en  fonction  de  /  et  de  x  une  valeur  de  v  qui  satisfasse  à 
l'équation  dilTèrenlielle  et  si,  de  plus,  en  y  faisant  /  — o,  celte  fonc- 
tion de  iT  et  i  devient  une  fonction  entièrement  arbitraire  de  x,  la  fonc- 
tion de  ^  et  /  dont  il  s'agit  est  l'intégrale  générale  de  l'équation  (/). 
Toute  la  question  est  donc  réduite  à  déterminer  dans  Téquation  la 
fonction  (p(a)  en  sorte  que  le  résultat  des  deux  intégrations  soit  une 
fonction  donnée  f{x).  Il  est  seulement  nécessaire,  pour  que  la  solu- 
tion soit  générale,  que  l'on  puisse  prendre  pour /(a;)  une  fonction 
entièrement  arbitraire,  et  même  discontinue.  Il  ne  s'agit  donc  que  de 
connaître  la  relation  qui  doit  toujours  exister  entre  la  fonction  donnée 
f{x)  et  la  fonction  inconnue  ip{a).  Or  cette  relation  très  simple  est 
exprimée  par  le  théorème  dont  nous  parlons.  Elle  consiste  en  ce  que, 
les  intégrales  étant  prises  entre  des  limites  infinies,  la  fonction  !|>(a) 

est  — /{*);  c'est-à-dire  qu'on  a  l'équation 


(B)  ■''(^'  =  ^/      /{«)''«/      cos/>(x 


a)  dp. 
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On  en  conclut,  pour  rintéjçralp  générale  de  la  proposée  (/), 

(?)  "=~J       /(«)</«/       e-""'-»'"-  icos^(j:-«)rf/;. 


Si  l'on  propose  l'équation 

qui  exprime  le  mouvement  vibratoire  d'une  lame  élastique,  on  consi- 
dérera que,  d'après  la  forme  de  cette  équation,  la  valeur  la  plus  géné- 
rale de  V  ne  peut  contenir  que  deux  fonctions  arbitraires  en  x;  car,  en 
désignant  cette  valeur  de  v  par  f{x,t),  et  par  /'{x,  l)  la  fonction 
Yf{x,t),  il  est  évident  que,  si  l'on  connaissait  f[x,o)  et  f'{x,o), 
c'est-à-dire  les  valeurs  de  v  et  de  -,-  au  premier  instant,  (outes  les 
autres  valeurs  de  c  seraient  déterminées. 

■  Cela  résulte  aussi  de  la  nature  même  du  phénomène.  En  effet,  con- 
sidérons dans  son  état  de  repos  une  lame  élastique  rectiligne  :  a?  est  la 
distance  d'un  point  quelconque  de  cette  lame  à  l'origine  O  des  coor- 
données; on  change  extrêmement  peu  la  figure  de  cette  lame  en  l'écar- 
tant de  sa  position  d'équilibre,  où  elle  coïncidait  avec  l'axe  de  x  sur  le 
plan  horizontal:  ensuite  on  l'abandonne  à  ses  forces  propres  excitées 
par  le  changement  do  figure.  On  suppose  le  déplacement  arbitraire, 
mais  très  petit,  et  tel  que  la  figure  initiale  donnée  à  cette  lame  soit 
celle  d'une  courbe  comprise  dans  un  plan  vertical  qui  passe  par  l'axe 
des  a:.  Le  système  changera  successivement  de  forme  et  continuera  à 
tte  mouvoir  dans  le  plan  vertical  de  part  et  d'autre  de  la  ligne  d'équi- 
libre. C'est  ce  mouvement  dont  l'équation 

exprime  la  condition  la  plus  générale. 

Un  point  quelconque  m,  placé  dans  la  situation  d'équilibre  à  la  dis- 
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lance  a?  de  l'origine  O  et  sur  le  plan  horizontal,  est,  à  la  fin  du  temps/, 
éloigné  de  ce  point  de  la  hauteur  perpendiculaire  v.  Cet  écart  variable  r 
est  une  fonction  de  x  et  /.  La  valeur  initiale  de  c  est  arbitraire  ;  elle  est 
exprimée  par  une  fonction  quelconque  <^{x).  Or  l'équation  {d),  déduite 
des  principes  fondamentaux  de  la  Dynamique,  fait  connaître  que  la 
seconde  fluxion  de  v,  prise  pour  l,  ou  -r-ji  et  la  fluxion  du  quatrième 
ordre,  prise  pourar,  ou  -r— j.  sont  deux  fonctions  de  a:  et  /  qui  ne  diffé- 
rent que  par  le  signe.  Nous  n'entrons  point  ici  dans  la  question  spé- 
ciale relative  à  la  discontinuité  des  fonctions;  nous  n'avons  en  vue 
que  l'expression  analytique  de  l'intégrale.  On  peut  supposer  aussi 
qu'après  avoir  déplacé  arbitrairement  les  divers  points  de  la  lame  on 
leur  imprime  des  vitesses  initiales  très  petites  et  dans  le  plan  vertical 
où  les  vibrations  doivent  s'accomplir.  La  vitesse  initiale  donnée  à  un 
point  quelconque  m,  placé  à  la  distance  x,  &  une  valeur  arbitraire.  Klle 
est  exprimée  par  une  fonction  quelconque  ']'{x)  de  la  distance  x. 

Il  est  manifeste  que,  si  l'on  donne  :  i**  la  figure  initiale  du  système, 
ou  ^{x);  a"  les  impulsions  initiales,  ou  la  fonction  '^{x),  tous  les  états 
subséquents  du  système  sont  déterminés.  Ainsi  la  fonction  c,  eu 
/{x,  i),  qui  représente,  après  un  temps  quelconque  /,  la  forme  cor- 
respondante de  la  lame,  contient  deux  fonctions  arbitraires  ^(ar)  et  'y'{x). 

Pour  déterminer  la  fonction  cherchée /(x,/),  nous  considérons  que, 
dans  l'équation 

on  peut  donner  à  (^  la  valeur  très  simple 

U  =  C0Sq'tC0Sq.T, 

ou  celle-ci 

Il  =C0S'/'iC0S7(x—  a), 

en  désignant  par  ^  et  a  des  quantités  quelconques  qui  ne  contiennent 
ni  X  ni  /.  On  aura  donc  aussi 
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F(a)  «tant  uni;  fonrtion  quelconque,  et  quelles  que  soient  les  limites 
lies  inié^rations.  Cette  valeur  de  i>  n'est  autre  chose  qu'une  somme  de 
valeurs  particulières. 

Il  est  nécessaire  maintenant  que,  pour  /  =  o,  la  valeur  de  u  soit 
celle  que  nous  avons  désignée  pkr  /{x,o),  ou  ^{t).  On  aura  donc 

Il  faut  déterminer  la  fonction  F(cc)  en  sorte  que,  les  deux  intégrations 
étant  achevées,  le  résultat  soit  la  fonction  arbitraire  9(ar).  Or  le  théo- 
rème exprimé  par  l'équalioii  (B)  fait  connaître  que,  les  limilesde  clia- 
cune  des  intégrales  étant  —  aoet  -h  oc,  on  a 

Donc-  la  valeur  de  u  est  donnée  par  l'équation  suivante  : 
«  —  /        rf{x)dx  I        cosy*/C0S9(x  —  a[)d</. 

Si  l'on  intégrait  par  rapport  à  /  cette  valeur  u,  en  y  changeant  9  en  '^, 
il  est  évident  que  l'intégrale,  désignée  par  W,  satisferait  encore  à 
ré(|uation  diflerenticlle  proposée  (rf),  et  l'on  aurait 

W  ^  —    I  '^{(x)dx  I  -^s'inq'tcosqi-r  —  x)d/. 
(;ette  valeur  \V  devient  nulle  pour  /  =  o;  et  si  l'on  prend  l'expression 

-^  =^J_       'H=')<'^f      COSqUcosq{.r-ai)c{q, 

on  voit  que,  pour  i  =  o,  elle  devient  égale  à  'J'(x).  il  n'en  est  pas  de 
même  de  l'expression  ■^;  elle  devient  nulle  pour  /  =  o,  et  «  devient 
égal  à  ?(^). 

Il  suit  de  là  que  l'intégrale  de  l'équation  (rf)  est 


•■=  J-/         yWrfa/         COSqUcosq{T-  x)d>/-i 
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avec 

W  =  ^£J^a)da£    sin7'(C0S7(x-^)^. 

En  effet  : 

i"  Celle  valeur  de  f  satisfait  a  l'équation  différentielle  {d). 

2"  Lorsqu'on  fait  t  =  0,  elle  devient  égale  à  la  fonction  entièrement 
arbitraire  y(ic). 

3°  Lorsqu'on  fait  /  =  o  dans  l'expression -7-1  elle  se  réduit  à  une 
seconde  fonction  arbitraire  '^{x).  Donc  la  valeur  de  c  est  l'intégrale 
complète  de  la  proposée,  et  il  ne  peut  y  avoir  une  intégrale  plus  gé- 
nérale. 

406. 

On  [)cut  réduire  la  valeur  de  u  à  une  forme  plus  simple  en  aebevant 
l'intégration  par  rapport  à  q.  Cette  réduction  et  celle  d'autres  expres- 
sions du  même  genre  dépendent  des  deux  résultats  exprimés  par  les 
équations  (1)  et  (2),  qui  seront  démontrées  dans  l'arlicle  suivant, 

(1)  j  C0SqUc0S<J3d'/=l^-^s\n{J  +  j-\, 

(2)  J       siii7>/cos7  =  rf?  =  l/|sin(j~^J- 
On  en  conclut 

(a,  „  =  -l=£-s,„[HH-t£^'J,(„.=,. 

Désignant  — ^^  par  une  autre  indéterminée  u,  on  aura 
Mettant,  au  lieu  desinf  ^  ■+■  [i.-],  sa  valeur 
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on  au  ru 

Nuus  avons  prouvé,  dans  un  Mémoire  particulier,  que  ces  inté- 
grales (o)  ou  (g')  de  l'équation  (d)  représentent  d'une  manière  claire 
et  complète  le  mouvement  des  diverses  parties  de  la  lame  élastique 
infinie  (').  Elles  contiennent  l'expression  distinctedu  phénomène  et  en 
font  connaître  facilement  toutes  les  lois.  C'est  sous  ce  point  de  vue 
surtout  que  nous  les  avons  proposées  à  l'attention  des  géomètres.  Elles 
montrent  comment  les  oscillations  se  propagent  et  s'établissent  dans 
toute  l'étendue  de  la  lame,  et  comment  l'elTet  du  déplacement  initial, 
qui  est  arbitraire  et  fortuit,  s'altère  de  plus  en  plus  en  s'éloignanl  de 
l'origine,  devient  bientôt  insensible,  et  ne  laisse  subsister  que  l'action 
des  forces  propres  du  système,  qui  sont  celles  de  l'élasticité. 

407. 

Les  résultats  exprimés  par  les  équations  (i)  et  (2]  dérivent  des  inlé- 
{(raies  définies 

fcosx'dj'    ei     /sin^r'rfj-. 
Soit 


^  /        cosx*  f/r,         /t=^l 


siait^dx. 


et  l'egardons  g  cl  h  comme  des  nombres  connus.  Il  est  évident  que, 
dans  les  deux  équations  précédentes,  on  peut  mettre  j-H  A  au  Heu 
de  œ,  en  désignant  par  b  une  constante  quelconque,  et  que  les  limites 
des  intégrales  seront  les  mêmes.  Ainsi  l'on  a 

f  --  /       cos{_)''-i-  2br-i-  b^)dy,         ^—  f       sin(7'-(-  aij-  -1-  l>^)dy, 

/*'  I       cosv'cosafcjcosA'—  cos/'sinai/siné'  \ 
_     I  —  sinj*sina6/cos6*—  sin/'cosaAjsini'  )   "  ' 

(')  li  faut  joindre  à  u  la  partie  \V  qui  dépend  do  la  seconde  ronclion  arbilrairo  el  qui  a 

élé  définie  à  [a  page  pri^édenie.  G.  D. 
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Or  il  est  facile  de  voir  que  toutes  les  intégrales  qui  contiennent  le  fac- 
teur sin  2  by  sont  nulles  si  les  limites  sont  —  oo  et  -i-  ac  :  car  sin  2  by 
change  de  signe  en  même  temps  que/.  On  a  donc 

(a)  g  —  cosb*  fcosy^coaiby dy  —  siab'fsiny^cosibydv. 

L'équation  en  h  donnera  aussi 

_   /■  I      siny*cos2bycosb*-t-coay*cos2bys\nb'  I 
J    I  -i-cosy^  sio'ibycosb*—  siay^  siifibysinb^  \ 

omettant  encore  les  termes  qui  contiennent  &\niby,  on  aura 

{b)  h  :=  cosb'Js'iny*  cos2by  dy  -h  s'n\b*Jcosy^  cos^by  dy. 

Les  deux  équations  (a)  et  (6)  donnent  donc  en  ^  et  A  les  deu: 

grales 

icoiy* cos 3 by dy,    Jsiay*  co&^by dy 

que  nous  désignerons  respectivement  par  A  et  B.  On  fera  ensuiti 
y^^p't,        el        ■xby  =  p3,        ou        y  =pii/i,        b=:  — ^■ 
On  a  donc 

i/t  r cos p*l  cos pz  dp  =  A,        ii/ïfsinp't  cospz  dp  =  B. 
On  déduit  immédiatement  les  valeurs  de  ^  et  A  du  résultat  conni 
V^=:  /       er^*dx. 

Kn  effet,  cette  dernière  équation  est  identique  et,  par  conséqut 
cessera  point  de  l'être  lorsqu'on  mettra  au  lieu  de  x  la  quanlité 

cette  substitution  donne 


DigJtJzcd  by 


Google 


482  THEORIE  DE  LA  CHALEUIt. 

Ainsi  la  partie  réelle  du  second  membre  de  cette  dernière  équation  est 
V^:,  et  la  partie  imaginaire  est  nulle.  On  en  conclut 

^'a;t—  I  cos/'rf/  4-  /  s'iny^dy         cl         o—  fcosy^dy—  j  h'inydy, 
OU 

1        cos/'  dy  —  g^\/-,  /        sinj'  rfj  =  A  =  i  /  -  ■ 

Il  no  reste  plus  qu'à  déterminer,  au  moyen  des  équations  [a]  et  [b), 
li's  valeurs  des  deux  intégrales 

/       dOiy^co'i'ibydy    el      /        sin^'sinai/rfj. 

Kilos  seront  ainsi  exprimées  : 

A—  /       cos/'cosafc^rfj'^:^  Asin6'-i-^cos6', 

B=  /        sin/'cosa/t^rf/ —  Acosi'  — f  sinfc'. 
On  en  conclut 

/        cosp^tcospsdp  —  i /— - 1  cos^  +  sin^  jt 

Écrivant  sinf  ou  cos 7  au  lieu  de  i/-.  on  a 
4  4  V  " 

(i)  y       cosp*Ccospsdp  —  U-^sin[J-t-~j> 

(■i)  f      sinpHcospsdp  =  ^'^sin[J  -^j- 


La  proposition  exprimée  par  l'équation  (B)  (art.  404,  p.  475)  ou  par 
l'équation  (E)  (art.  361,  p.  4o8),  qui  nous  a  servi  à  découvrir  cette 
intégrale  (S)  et  les  précédentes,   s'applique  évidemment  à  un  plus 
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grand  nombre  de  variables.  En  effet,  dans  l'équation  générale 

/(a:)=~y      /(a)rf=fy       COSp{jr-a)dp 

ou 

/(^)-;^y       (Ipf      cosp{jr-a)/{a)dx, 

on  peut  regarder  /{x)  comme  une  fonction  ite  deux  variables  x  et  y. 
I^  fonction/(a)  sera  donc  une  fonction  de  a  el^.  On  regardera  main- 
tenant cette  fonction  /"[«./)  comme  une  fonction  de  la  variable  v,  et 
l'on  conclura  du  même  théorème  (BJ  (p.  i?'») 

On  aura  donc,  pour  exprimer  une  fonction  quelconque  des  deux  va- 
riables a;  et^,  l'équation  suivante  : 

(BR)  /{j;,y)=(±yj       dxj"' nx,p)dp £\o^p{x-oL)dpj'      cos7(7-?)rf?. 

On  formera  de  ta  même  manière  l'équation  qui  convient  aux  fonctions 
de  trois  variables,  savoir  : 

<UBB)    /{^,.Y,:)^Q^yfdc,fdpf/{«,p,y)dyfcosp(.r-ct)dpfcosg{y-?)dqfcosr(=-y)dr, 

chacune  des  intégrales  étant  prise  entre  les  limites  —  ao  et  -i-  ac.  Il  est 
manifeste  que  la  même  proposition  s^étend  aux  fonctions  qui  com- 
prennent un  nombre  quelconque  de  variables  (  '  ). 

Il  nous  reste  à  montrer  comment  celte  proposition  s'applique  h  la 
recherche  des  intégrales,  lorsque  les  équations  contiennent  plus  de 
deux  variables. 

409. 

Par  exemple,  l'équation  dilTérentielle  étant 

'   '  dt'  -^  dx^'^  dy'' 

(■)  Los  équations  (BB)  et  (BBB)  appellent  évidemment  des  remarques  analogues  i 
celles  que  nous  avons  déjà  présentées  ù  la  page  4og-  G.  D. 


DigJtJzcd  by 


Google 


hSk  THÉORIE  DE  LA  CHALEUR. 

on  veut  connaître  la  valeur  de  c,  fonction  de  se,  y,  i,  et  telle  ;  i"  qu'en 
supposant  2  =  o,  V  ou  /{x,yft)  devienne  une  fonction  arbitraire 
^{x,y)  de  X  et  y,  a"  qu'en  faisant  l  =  o  dans  la  valeur  de  -r-  ou 
/'(^,  V, /),  on  trouve  une  seconde  fonction  entièrement  arbitraire 

Nous  pouvons  conclure  de  la  forme  de  l'équation  diPTérentielle  (c) 
que  )a  valeur  de  c  qui  satisfera  à  cette  équation  et  aux  deux  conditions 
précédentes  sera  nécessairement  l'intégrale  générale.  Pour  découvrir 
cette  intégrale,  nous  donnons  d'abord  à  f  la  valeur  particulière 

v  =  cosmt  cosp^  cosgy. 

La  substitution  de  c  fournit  la  condition 


Il  n'est  pas  moins  évident  que  l'on  peut  écrire 

i-  =  cosp(x  —  st) 0057(7  -  ?}  cosi\/p*-hg\ 
ou  encore 

V  =  J  dixf  f{ix,i^)d?t  f  cosp(x  —  a)  dp  f  cosqiy  —  P)  zaBt\/p*  -{-  q*  dq, 

quelles  que  soient  les  quantités/»,  q,  a,  P  et  F(a,  P),  qui  ne  contiennent 
ni  X,  ni  y,  ni  /.  En  effet,  cette  dernière  valeur  de  v  n'est  autre  chose 
qu'une  somme  de  valeurs  parti(rulières. 

Si  l'on  suppose  /  =  o,  il  est  nécessaire  que  v  devienne  <f{x,y).  On 
aura  donc 

Ainsi  la  question  est  réduite  à  déterminer  F{a,  P)  en  sorte  que  le 
résultat  des  intégrations  indiquées  soit  'f{x,y).  Or,  en  comparant  la 
dernière  équation  à  i'équation  (BB),  on  trouve 


.>-)  = 


'iiÎ  f        ''"/        ?(«'l^>''?/        COS/)(x-«)rf/)^       COSq(j'-^)dç. 
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DoDc  l'intégrale  sera  ainsi  exprimée  : 

=  {iiff      '^'f      9i«^^)dpf      cosp{x-a)dpJ'      cosq{j'-^)cost^p'+'rdq. 

On  obtient  ainsi  une  première  partie  u  de  l'intégrale  ;  désignant  par  W 
la  seconde  partie,  qui  doit  contenir  l'autre  fonction  arbitraire  '\i{x.y), 
on  aura 


et  l'on  prendra  pour  W  l'intégrale  fudt,  en  changeant  seulement  9 
en  '-j--  En  effet,  u  devient  égale  à  '^{x,y)  lorsqu'on  fait  /  =  o;  et  en 
même  temps  W  devient  nulle,  puisque  l'intégration  par  rapport  à  i 
change  te  cosinus  en  sinus.  De  plus,  si  l'on  prend  la  valeur  de  — 
et  que  l'on  fasse  i  =  o,  la  première  partie,  qui  contient  alors  un  sinus, 
devient  nulle,  et  la  seconde  partie  devient  égale  à  '!'{;».  j)- 
Ainsi  l'équation 

est  l'intégrale  complète  de  la  proposée. 
On  formerait  de  la  même  manière  l'intégrale  de  l'équation 

tl  —  ^      ^      ^ 
il  suftirait  d'introduire  un  nouveau  facteur 

—  cos/'(s  —  y), 
arc  ^        '' 

et  d'intégrer  par  rapport  à  r  et  i"- 

410. 

Soit  proposée  l'équation 

()'.'       d^v       d'i- 
dj'       ay^       az* 

il  s'agit  d'exprimer  c  en  une  fonction/(a;,_)',  3)  telle  :  i"  <\\i%/{x,y,f 
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soit  uni!  fonction  arbitraire  ^(a'.j);  2"  que,  si  l'on  fait  s  =  o  dans  la 
fonction  -Tr/(^,^v.=).on  trouve  unescconde  fonction  arbitraire 'Kj-jj). 
Il  suit  évidemment  de  la  forme  de  l'équation  différentielle  que  la  fonc- 
;ion  ainsi  déterminée  sera  l'inlé^^'rale  complète  de  la  proposée.  Pour 
:onnaitre  cette  fonction,  on  remarquera  d'abord  que  l'on  satisfait  à  l'é- 
quation en  écrivant 

les  exposants/)  et  q  étant  des  nombres  quelconques,  et  la  valeur  de  m 
[■tant  li-  \ip'-^  q'. 
On  pourrait  donc  aussi  écrire 

I-  =  cospix  —  a)  cos7(r  —  p){e'>!''''^'  -i-  e-'^^^*^'), 

et  encore 

Si  l'on  fait  =  —  0,  on  aura,  pour  déterminer  F(a,  P),  ta  condition 
suivante  : 

o{j:r)~fdxfFlx,^)d?fcosp{x~<K)dpfcosqO-^)dq; 
H,  en  comparant  à  l'équation  (BB),  on  voit  que 

F(a,l3)^(-^yo(a,(3). 

On  aura  donc,  pour  l'expression  d'une  première  partie  de  l'intégrale  : 

■s'^.f'^='f9(=''^)^>f^osp(jr-a)dpfcosq(y-^){e--rP'-^'^e-=^^^')dr,. 

Cette  valeur  de  «  se  réduit  à  ç{a7,  j)  lorsque  =  =  o,  et  la  même  sub- 
stitution rend  nulle  la  valeur  de  -J^- 

On  pourrait  aussi  intégrer  par  rapport  à  s  la  valeur  de  11,  et  l'on 
donnerjit  à  l'intégrale  la  forme  suivante,  dans  laquelle  '1  est  une  nou- 
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velle  fonction  arbitraire  : 


La  valeur  de  W  devient  nulle  lorsque  =  =  o,  cl  la  même  substitution 
end  la  foncti( 
proposée  est 


rend  la  fonction  '-tt  égale  à  ^{x,y).  Donc  l'intégrale  générale  de  la 


411. 
Enfin,  soit  l'équation 

'*'  di'  '^  dx"'^'^  dx'  dy-       dy-  ~  "' 

on  veut  connaître  pour  v  une  fonction /{ar.j,/),  qui  satisfasse  à  la 
proposée  [e)  et  aux  deux  conditions  suivantes,  savoir  :  i"  que  la  sub- 
stitution de/  =  o(lans/{a7,^,  ()  donne  une  fonction  arbitraire  '^[x,y); 
2°  que  la  même  substitution  dans  -ï-/(a:,_)',  ï)  donne  une  seconde  fonc- 
tion arbitraire  ^{x,y). 

Il  suit  évidemment  de  la  forme  de  l'équation  [e]  et  des  principes 
que  nous  avons  exposés  plus  haut  que  la  fonction  v,  étant  déterminée 
en  sorte  qu'elle  satisfasse  aux  conditions  précédentes,  sera  l'intégrale 
complète  de  la  proposée.  Pour  découvrir  cette  fonction,  on  écrira 

d'abord 

V  —  cospx  cosqy  cosmt, 

d'où  l'on  tire 

dt^  -      "^  *'•        àx-~^  ''■        âx^dy^  -P  ?  ".        ^y  —  9  *■- 
On  a  donc  la  condition  m  =p'  +  y".  Ainsi  l'on  écrira 

v=  cosp  a:  cosqy  cos  t(p*  -i-  g*) 

ou 

v  =  cosp{x—(x)cosq(y  —  ^)cost{p^+q^), 
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ou  encore 

(■  =Jd!xfV{!x.,^)dpffcoip{x  —  a)  cos7(/  —  P)cos{p*t  ■+■  g*l)'dp dq. 

Lorsqu'on  fait  /  =  o,  on  doit  avoirv  =  ç(ar,_)'),  ce  qui  sert  à  déter- 
miner la  fonction  F(a,  ^).  Si  l'on  compare  à  l'équation  générale  (BB), 
on  trouve  que,  les  intégrales  étant  prises  entre  des  limites  infinies. 

la  valeur  de  F(a,  P)  est  (  — )  ?(«.  P)-  On  aura  donc,  pour  exprimer 
une  première  partie  u  de  l'intégrale, 

"-(^y/      ''"/     '^«■l^>''?/      cosp(x-a)rf/>^      cosy(j'-|3)cos(/)'i  +  ?'( 

En  intégrant  la  valeur  de  u  par  rapport  à  t,  et  '^  désignant  la  seconde 
fonction  arbitraire,  on  trouvera  une  autre  partie  W  de  l'intégrale  ainsi 
exprimée  : 

V/=(^^yf^'daf"^i>{a,p)d?jycosp(^-«)dp£*' 

Si  l'on  -fait  t  =  o  dans  u  et  dans  W,  ta  première  fonction  devient  égale 
à  <^{x,y),  et  la  seconde  nulle;  si  l'on  fait  aussi  /  —  o  dans  -^  et  dans 
■j— ,  la  première  fonction  devient  nulle,  et  la  seconde  devient  égale  à 
■Uœ,  y)  :  donc 

est  l'intégrale  générale  de  la  proposée. 

412. 

On  peut  donner  à  la  valeur  de  u  une  forme  plus  simple  en  effectuant 
les  deux  intégrations  par  rapport  kp  elq.  On  fait  usage,  pour  ce  cal- 
cul, des  deux  équations  (i)  et  (a)  que  nous  avons  démontrées  dans 
l'article  407  (p.  482),  et  l'on  obtient  l'intégrale  suivante  : 
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Désignant  par  u  cette  première  partie  de  l'intégrale,  et  par  Wla  se- 
conde, qui  doit  contenir  une  autre  fonction  arbitraire,  on  a 


w=jf'„. 


f,  =  a  +  W. 


Si  l'on  désigne  par  fx.  et  v  deux  nouvelles  indéterminées,  telles  que 
Ton  ait 

et  que  l'on  substitue  pour  a,  p,  dx,  d^  leurs  valeurs 

on  aura  cette  autre  forme  de  l'intégrale 

f  ~  -    /        dfj.  I         8in(fi*-h  V»)  9(j-  +  afji^,  7  +  2vii/i)elv  -\-  W. 

Nous  ne  pourrions  multiplier  davantage  ces  applications  de  nos  for- 
mules sans  nous  écarter  de  notre  sujet  principal.  Les  exemples  précé- 
dents se  rapportent  à  des  phénomènes  physiques  dont  les  lois  étaient 
inconnues  et  difficiles  à  découvrir;  et  nous  les  avons  choisis  parce  que 
les  intégrales  de  ces  équations,  que  l'on  avait  inutilement  cherchées 
jusqu'ici,  ont  une  analogie  remarquable  avec  celles  qui  expriment  le 
mouvement  de  la  chaleur. 


On  peut  aussi,  dans  la  recherche  des  intégrales,  considérer  d'abord 
les  séries  développées  selon  les  puissances  d'une  variable,  et  sommer 
ces  séries  au  moyen  des  théorèmes  exprimés  par  les  équations  (B), 
(BB).  Voici  un  exemple  de  cette  analyse,  choisi  dans  la  théorie  même 
de  la  chaleur,  et  qui  nous  a  paru  remarquable. 

On  a  vu  (art.  399,  p.  466)  que  la  valeur  générale  de  v,  déduite  de 
l'équation 

^    '  àl        ÔJc'' 
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développée  en  série  selon  les  puissances  croissantes  de  la  variable  /. 
contient  une  seule  fonction  arbitraire  de  x;  et  qu'étant  développée  en 
série  selon  les  puissances  croissantes  de  x,  elle  contient  deux  fonc- 
tions entièrement  arbitraires  de  t. 
La  première  série  est  ainsi  exprimée  : 

(T)  ^^ç(x)  +  (9-(^)  +  Ç9"'{:c)-,--îl9"(x)+.... 

L'intégrale  désignée  par  (P)  (art.  397,  p.  463),  ou 

(?)  ^~hf      <!'(«>''«/      «-''■'cosp(x-a)rf/>, 

représente  ta  somme  de  cette  série,  et  contient  la  seule  fonction  arbi- 
traire 9(a^). 

La  valeur  de  v,  développée  suivant  les  puissances  de  x,  contient 
deux  fonctions  arbitratres/(/)  et  F{/},  et  est  ainsi  exprimée  : 

Il  y  a  donc,  indépendamment  de  l'équation  (^),  une  autre  forme  de 
l'intégrale,  qui  représente  la  somme  de  cette  dernière  série  et  qui  con- 
tient deux  fonctions  arbitraires. /(/)  et  F{/).  Il  s'agit  de  découvrir  cette 
seconde  intégrale  de  l'équation  proposée,  qui  ne  peut  être  plus  géné- 
rale que  la  précédente  (^),  mais  qui  contient  deux  fonctions  arbi- 
traires. 

On  y  parviendra  en  sommant  chacune  des  deux  séries  qui  entrent 
dans  l'équation  (X).  Or  il  est  évident  que,  si  l'on  connaissait  en  tonc- 
tion  doic  et  /  la  somme  de  la  première  série  qui  contient/{/),  il  fau- 
drait, après  l'avoir  multipliée  par  dr,  prendre  l'intégrale  par  rapport 
AT,  et  changer /(ï)  en  F{i).  On  trouverait  ainsi  la  seconde  série.  De 
plus,  il  suffirait  de  connaître  la  somme  des  termes  de  rang  impair  qui 
entrent  dans  !a  première  série;  car,  en  désignant  cette  somme  par  [x.. 
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et  la  somme  de  tous  les  autres  termes  par  v,  on  a  évidemment 


^XH't" 


Il  reste  donc  à  trouver  la  valeur  de  fi.  Or  la  fonction  /(<}  peut  être 
ainsi  exprimée,  au  moyen  de  l'équation  générale  (R)  : 

(II)  /(f)=^y     Act)d«f      cosp{i-cc)dp. 

Il  est  facile  d'eu  déduire  les  valeurs  des  fonctions 

/'('),  /"(.t),  r'{i) 

Il  esl  évident  que  la  dilférentiation  se  réduit  à  écrire  dans  le  second 
membre  de  l'équation  (B),  sous  le  signe  fdp,  les  facteurs  respectifs 

-p\  -^p*,  -p\  +/»' 

On  aura  donc,  en  écrivant  une  seule   fois  le  facteur  commun 
cosp{l  —  a), 

y-—  //(«)  dafdpcosplt-  «) 


Ainsi  la  question  consiste  à  trouver  la  somme  de  la  série  qui  entre 
dans  le  second  membre,  ce  qui  ne  présente  aucune  difficulté.  En  eflct, 
soit  y  la  valeur  de  cette  série  :  on  en  conclut 

rf'f  .       p*x*  p*x'  d^Y 

g^--""-P+iX4-u.3.4...8+--  ■       ™       SJ!=-''^- 

Intégrant  celte  équation  linéaire,  et  déterminant  les  constantes  arbi- 
traires en  sorte  que,  x  étant  nulle,/  soit  i,  et  ~.  j-^.  j^  soient 
nulles,  on  trouve,  pour  la  somme  de  la  série. 


i(/^,r'\^Oc«s(.y/f). 
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Il  serait  inutile  de  rapporter  le  détail  de  ce  calcul;  il  suffit  d'en 
énoncer  le  résultat,  qui  donne  pour  l'intégrale  cherchée 

(?|3)i''^r/     -^(«)*'^/  [<^0S2q*{t -«)[€•"  +  €-■") cosgx 

'  —  sîn37*('  —  o')(.ei'—e-^')sinqx]qdq-i-\\. 

Le  Iprme  W  est  la  seconde  partie  de  l'intégrale;  on  le  forme  en  inté- 
grant la  première  partie  par  rapport  à  œ,  depuis  a;  —  o  jusqu'à  a:  =a; 
et  en  changeant /en  F.  Sous  cette  forme,  l'intégrale  contient  deux 
fonctions  entièrement  arbitraires, /(f)  et  F(/).  Si,  dans  la  valeur  de  c, 
on  suppose  x  nulle,  le  terme  W  devient  nul  par  hypothèse,  et  la  pre- 
mière partie  u  de  l'intégrale  devient/(/].  Si  l'on  fait  la  même  substi- 
tution or  =  o  dans  la  valeur  de  3-'  il  est  évident  que  la  première  partie 
■y-  deviendra  nulle,  et  que  la  seconde  -^— .  qui  ne  diffère  de  la  première 
que  par  la  fonction  F  placée  au  lieu  de/,  se  réduira  à  F({).  Ainsi  l'inté- 
grale exprimée  par  l'équation  (^^]  satisfait  à  toutes  les  conditions,  et 
elle  représente  la  somme  des  deux  séries  qui  forment  le  second  membre 
de  l'équation  (X)  ('). 

C'est  cette  forme  de  l'intégrale  qu'il  est  nécessaire  de  choisir  dans 
plusieurs  questions  de  la  Théorie  de  la  chaleur;  on  voit  qu'elle  est 
très  différente  de  celle  qui  est  exprimée  par  l'équation  (p)  (art.  397). 

414. 
On  peut  employer  des  procédés  de  calcul  très  variés  pour  exprimer 
en  intégrales  définies  les  sommes  des  séries  qui  représentent  les  inté- 

(■  )  On  peul  retrouver  l'iolégrale  donnée  ici  par  Fourier  en  suivant  une  autre  méthode, 
dont  cette  partie  do  l'Ouvrage  contient  déjfi  plusieurs  applications. 
Si  l'on  cherche  des  solutions  particulières  de  l'équaiion 

^    '  àt       dxi 

qui  soient  de  la  forme 

A  coapt  ■+■  B  sin/", 

A  et  B  dépendant  exclusivement  de  x,  on  est  conduit  par  un  calcul  facile  aux  quatre  solu- 
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grales  des  équations  différentielles.  La  forme  de  ces  expressions  dépend 
aussi  des  limites  des  intégrales  définies.  Nous  citerons  un  seul  exemple 

lioDg  particulières  suivaoles 

e^'coi[qx-h  ï(j»(r  — a)],        e-î*cos[— 3J:  +  aç'((  — a|J, 
rt'  sin[7Jr-(-  35'(f  -  (I)],        e-i'  9in[-  jx  -(-  »?>((  -  a)], 

qn'il  est  aisé  de  vériQer  directement  et  où  a  désigne  une  constante  arbitraire. 
En  prenant  la  demi-somme  des  deux  premières,  on  obtient  une  fonction  paire  de  x. 

- e^^  COB[qj:  +  iq*it  —  »)\ +■  -C"'*  COs[— i/X -H  3i7'((  — a)], 

se  réduisant  à  C08aj»{ï  — a)  pour -c  =  o. 
Maintenant,  si  dans  l'équation  {E  )  de  la  page  4oB, 

OD  remplace  p  par  39',  on  a 

(C)  fil)=^J       fi^t)d^J'(XSiq\t-'X)qdq. 

Si  donc  on  considère  l'intégrale  double 

i'=lf      /(«)'{« f    îe7'cos[3^+a7«{(-a)]-Hc-î'co8[--5x-i-39'(/-a)]l7</,/. 

elle  se  réduira  à  f(t)  pour  j:  =  o  et  sera  évidemment  nne  fonction  paire  de  .r.  Comme 
elle  est  d'ailleurs  une  somme  de  solutions  particulières  de  l'équation  {a),  elle  satisfera 
également  è  celte  équation. 
Considérons  de  mémo  l'intégrale 

\V=  *^  f       F(a)rfa  f    \ei'sin\qx-i-nq*(t  -  a)  +  '~^—e-1'a\n[—qJ:■^-■tq*(_^-a]-^^^  Idq. 

Pour  ta  même  raison  elle  satisfait  ï  l'équation  (a),  et  elle  est  d'ailleurs  une  fonction  im- 
paire de  j-  s'annulani  pour  x  =  o. 
Si  l'on  prend  sa  dérivée  par  rapport  à  x,  on  trouve  qu'elle  se  réduit,  pour  i  =  o,  à 


-   I         FCi)rf«   f    cos%q* {t  —  x)qdq. 


c'est-à-dire  à  F(i>,  en  vertu  de  l'équation  (C). 
Si  l'on  prend 

u  représentera  la  somme  de  la  première  ligne  de  la  série  (X)  et  W  la  somme  de  la  seconde 
ligne.  G.  D. 
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de  ce  calcul  en  rappelant  le  résultat  de  l'article  311  (p.  343).  Si,  dans 
l'équation  qui  termine  cet  article,  on  écrit  x  ~h  i  s'inu  sous  le  signe  de 
fonction  f ,  on  a 


U' 


>f{x  +  tsinu)du=  i?(x)  +  — o'(x)-h^J~7i9'^■^)  +  ■■■ 


l)ésignanl  par  c  la  somme  de  la  série  qui  forme  le  second  membre,  on 
voit  que,  pour  faire  disparaître  dans  chaque  terme  un  des  facteurs  2', 
/(*,  ...  qui  terminent  le  dénominateur,  il  faut  différentier  une  fois  par 
rapport  à  /,  multiplier  le  résultat  par  l,  et  différentier  une  seconde  fois 
par  rapport  à  /.  On  conclut  de  là  que  v  satisfait  à  l'équation  aux  diffé- 
rences partielles 


On  a  donc,  pour  exprimer  l'intégrale  de  cette  équation, 
ç(x  +  rsinu)(/«  -hW. 


-U"' 


La  seconde  partie  W  de  l'intégrale  contient  une  nouvelle  fonction 
arbitraire.  La  forme  de  cette  seconde  partie  W  de  l'intégrale  diflere 
beaucoup  de  celle  de  la  première,  et  pourrait  aussi  être  exprimée  en 
intégrales  définies.  Les  résultats  que  l'on  obtient  au  moyen  des  inté- 
grales définies  varient  selon  les  procédés  de  calcul  dont  on  les  déduit, 
et  selon  les  limites  des  intégrales.  On  peut  dire,  en  général,  que  ces 
recherches  n'ont  point  un  but  assez  déterminé  lorsqu'on  les  sépare  des 
questions  physiques  auxquelles  elles  se  rapportent. 


Il  est  nécessaire  d'examiner  avec  soin  la  nature  des  propositions 
générales  qui  servent  à  transformer  les  fonctions  arbitraires  :  car 
l'usage  de  ces  théorèmes  est  très  étendu  et  l'on  en  déduit  immédia- 
tement la  solution  de  plusieurs  questions  physiques  importantes,  que 
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l'on  ne  pourrait  traiter  par  aucune  autre  méthode.  Les  démonstrations 
suivantes,  que  nous  avons  données  dans  nos  premières  recherches, 
sont  très  propres  à  rendre  sensible  la  vérité  de  ces  propositions. 
Dans  l'équation  générale 


A-)==^X.'A-)d.f 


COS/)(« 


qui  est  la  même  que  l'équation  (B)  (p.  475),  on  peut  eflecluer  l'inté- 
gration par  rapport  kp,  et  l'on  trouve 


/<.,=i£-/(.)^'^'5<^. 


On  doit  donc  donner  à/»,  dans  cette  dernière  expression,  une  valeur 
infinie;  et.  cela  étant,  le  second  membre  exprimera  la  valeur  de/{ic). 
On  reconnaîtra  la  vérité  de  ce  résultat  au  moyen  de  la  construction 
suivante.  Nous  examinerons  d'abord  l'intégrale  déûnie 


que  l'on  sait  être  égale  à  -  (art.  356). 

Si  l'on  construit  au-dessus  de  l'axe  des  x  la  ligne  dont  l'ordonnée 
est  sino;  et  celle  dont  l'ordonnée  est  -,  et  qu'ensuite  on  multiplie 
l'ordonnée  de  la  première  ligne  par  l'ordonnée  correspondante  de  la 
seconde,  on  considérera  le  produit  comme  l'ordonnée  d'une  troisième 
ligne  dont  il  est  très  facile  de  connaître  la  forme. 

Sa  première  ordonnée  à  l'origine  est  i,  et  les  ordonnées  suivantes 
deviennent  alternativement  positives  ou  négatives;  la  courbe  coupe 
l'axe  aux  points  où  ir  =  ir,  aii,  Si:,  ...  et  elle  se  rapproche  de  plus  en 
plus  de  cet  axe.  Une  seconde  branche  de  la  courbe,  entièrement  sem- 
blable à  la  première,  est  située  à  la  gauche  de  l'axe  des/.  L'intégrale 


f'-^" 
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est  l'aire  comprise  entre  la  courbe  et  l'axe  des  x,  comptée  depuis 
.r  =  o  jusqu'à  une  valeur  positive  infinie  de  a;. 
L'intégrale  définie 

dans  laquelle  p  csl  supposé  un  nombre  posilirquelconque,  a  la  même 
valeur  que  la  précédente.  En  effet,  soit  px  =  z  ;  l'intégrale  proposée 
deviendra 


et.  par  conséquent,  elle  équivaut  aussi  à  -■  Cette  proposition  est  vraie 
quel  que  soit  le  nombre  positif />.  Si  l'on  suppose,  par  exemple, 
p  =  10,  la  courbe  dont  l'ordonnée  est  a  des  sinuosités  beau- 
coup plus  rapprochées  et  plus  courtes  que  celles  dont  l'ordonnée  est 
— -;  mais  l'aire  totale,  depuis  x  =  o  jusqu'à  x  =  ao,  est  la  même. 

Supposons  maintenant  que  le  nombre  p  devienne  de  plus  en  plus 
grand  et  qu'il  croisse  sans  limite,  c'est-à-dire  qu'il  soit  infini.  Les 
sinuosités  de  la  courbe  dont  -'"^-  est  l'ordonnée  sont  infiniment  voi- 
sines. Leur  base  est  une  longueur  infiniment  petite,  égale  à  -■  Cela 
étant,  si  l'on  compare  l'aire  positive  qui  repose  sur  un  de  ces  inter- 
valles -  à  l'aire  négative  qui  repose  sur  l'intervalle  suivant,  et  si  l'on 
désigne  par  X  l'abscisse  finie  et  assez  grande  qui  répond  au  commen- 
cément  du  premier  arc,  on  voit  que  l'abscisse  x,  qui  entre  comme 

dénominateur  dans  l'expression  — -^  de  l'ordonnée,  n'a  aucune  varia- 
tion sensible  dans  le  double  intervalle  —  qui  sert  de  base  aux  deux 
aires.  Par  conséquent,  l'intégrale  est  la  même  que  si  x  était  une  quan- 
tité constante.  Il  s'ensuit  que  la  somme  des  deux  aires  qui  se  succèdent 
est  nulle. 
Il  n'en  est  pas  de  même  lorsque  la  valeur  de  x  est  infiniment  petite. 
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parce  que  l'intervalle  —  a,  dans  ce  cas,  un  rapport  fini  avec  la  valeor 
(le  X.  On  connaît  par  là  que  l'intégrale 


r~. 


(tans  laquelle  on  suppose  p  un  nombre  infini,  est  entièrement  rorméo 
de  la  somme  àe  ses  premiers  termes,  qui  répondent  à  des  valeurs 
extrêmement  petites  de  x.  Lorsque  l'abscisse  a  une  valeur  finie  X. 
l'aire  ne  varie  plus,  parce  que  les  parties  qui  la  composent  se  dè- 
truisent  deux  à  deux  alternativement.  Nous  exprimerons  ce  rc'suitat 
en  écrivant 

La  quantité  o>,  qui  désigne  la  limite  supérieure  de  la  seconde  inté- 
grale, a  une  valeur  infiniment  petite;  et  la  valeur  de  l'intégrale  est  la 
même  lorsque  cette  limite  est  o>  et  lorsqu'elle  est  oc. 

416. 

Cela  posé,  reprenons  l'équation 

Ayant  placé  l'axe  des  abscisses  a,  on  tracera  au-dessus  de  cet  axe  la 
ligne^,  dont  l'ordonnée  est /(a).  La  forme  do  cette  ligne  est  entiè- 
rement arbitraire;  elle  pourrait  n'avoir  d'ordonnées  subsistantes  que 
dans  une  ou  dans  quelques  parties  de  son  cours,  toutes  les  autres 
ordonnées  étant  nulles. 

On  placera  aussi  au-dessus  du  même  axe  des  abscisses  une  ligne 
courbe  ss  dont  l'ordonnée  est  f,  z  désignant  l'abscisse  et/*  un 
nombre  positif  extrêmement  grand.  Le  centre  de  cette  courbe,  «u  le 
point  qui  répond  à  la  plus  grande  ordonnée/»,  pourra  être  placé,  soif 
à  l'origine  o  des  abscisses  a,  soit  à  l'extrémité  d'une  abscisse  quel- 
F.  fi3 
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oonque.  On  suppose  que  ce  centre  est  successivement  déplacé,  et  qu'il 
se  transporte  en  tous  les  points  de  l'axe  des  a,  vers  la  droite  à  partir 
du  point  o.  Considérons  ce  qui  a  lieu  dans  une  certaine  position  de  la 
seconde  courbe,  lorsque  le  centre  est  parvenu  au  point  x  qui  termine 
une  abscisse  a-  de  la  première  courbe. 

La  valeur  de  -r  étant  regardée  comme  constante,  et  a  étant  seule 
variable,  l'ordonnée  de  la  seconde  courbe  sera 

Si  donc  on  conjugue  les  deux  courbes  pour  en  former  une  troisième, 
c'est-à-dire  si  l'on  multiplie  eliaque  ordonnée  de  la  première  par  l'or- 
donnée correspondante  de  la  seconde,  et  si  l'on  représente  le  produit 
par  l'ordonnée  d'une  troisième  courbe  tracée  au-dessus  de  l'axe  des  a, 
ce  produit  sera 


L'aire  .totale  de  la  troisième  courbe,  ou  l'aire  comprise  entre  cette 
courbe  et  l'axe  des  abscisses,  sera  donc  exprimée  par 


r: 


Or,  le  nombre/)  étant  infiniment  grand,  la  seconde  courbe  a  toutes  ses 
sinuosités  infiniment  voisines;  on  reconnaît  facilement  que,  pour  tous 
les  points  qui  sont  à  une  distance  6nie  du  point  x,  l'intégrale  définie, 
ou  l'aire  totale  de  la  troisième  courbe,  est  formée  de  parties  égales 
alternativement  positives  ou  négatives  et  qui  se  détruisent  deux  à 
deux.  En  eiïet,  pour  un  de  ces  points  placés  à  une  certaine  distance 
du  pointa-,  la  valeur  de /(a)  varie  infiniment  peu  lorsqu'on  augmente 
la  distance  d'une  quantité  moindre  que  —  Il  en  est  de  même  du 
dénominateur  a—  x,  qui  mesure  cette  distance.  L'aire  qui  répond  à 
l'intervalle  —  est  donc  la  même  que  si  les  quantités /(a)  et  a  —  .i- 
n'étaient  pas  variables.  Par  conséquent,  elle  est  nulle  lorsque  a  —  j* 
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ost  une  grandeur  finie.  Donc  l'intégrale  définie  peut  être  prise  entn' 
(les  limites  aussi  voisines  que  l'on  veut  et  elle  donne,  entre  ces  limites, 
le  niême  résultat  qu'entre  des  limites  infinies.  Tout  se  réduit  donc  à 
prendre  l'intégrale  entre  des  points  infiniment  voisins,  l'un  k  gauche, 
l'autre  à  droite  de  celui  où  «  —  a:  est  nul,  c'est-à-dire  depuis  a  =«■  —  w 
jusqu'à  a  =  a;  4-  w,  en  désignant  par  o)  une  quantité  infiniment  petite. 
Or,  dans  cet  intervalle,  la  fonction /(a)  ne  varie  point;  elle  est  égale 
à  f{x)  el  peut  être  mise  hors  du  signe  d'intégration.  Donc  la  valeur  de 
l'expression  est  le  produit  de /(a:)  par 


prise  entre  les  limites  a  —  a-  =  —  toeta  —  a;  —  w. 

Or  cette  intégrale  est  égale  à  tc,  comme  on  l'a  vu  dans  l'article  pré- 
cédent; donc  l'intégrale  définie  est  égale  à  t:/[x)\  d'où  l'on  conclu! 
l'équation  ('} 

417. 

La  démonstration  précédente  suppose  la  notion  des  quantités  infi- 
nies, telle  qu'elle  a  toujours  été  admise  par  les  géomètres.  Il  serait 
facile  de  présenter  la  même  démonstration  sous  une  autre  forme  en 
examinant  les  changements  qui  résultent  de  l'accroissement  continuel 
du  facteur/»  sous  le  signe  sinp{a  —  x).  Ces  considérations  sont  trop 
connues  pour  qu'il  soit  nécessaire  de  les  rappeler. 

Il  faut  surtout  remarquer  que  la  fonction  f{x)  à  laquelle  cette 
démonstration  s'applique  est  entièrement  arbitraire,  el  non  assujettie 

(')  Les  raison  ne  menlB  présenléa  dans  cet  article  et  le  précédent  no  diOerent  pas  esseti- 
liellcmeiit,  on  lo  reconnall  immédiatomenl,  des  considérations  plus  rigoureuses  par  les- 
ijuclles  Lejeunc-Dirichlei  a  établi  les  propositions  de  Fourior  relatives  au\  séries  Irigono- 
niélri<iuos.  Noua  reviendrons  plus  loin  sur  celte  remarque.  «G.  D. 
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it  iint'  lui  cuntinuc.  On  pourrail  donc  concevoir  qu'il  s'agit  d'une  fonc- 
tion telle  que  l'unlonnée  qui  la  représente  n'a  de  valeurs  subsistantes 
ijue  si  l'abscisse  x  est  comprise  entre  deux  limites  données  a  et  b; 
touU's  les  autres  ordonnées  seraient  supposées  nulles,  en  sorte  que  la 
courbe  n'aurait  do  forme  tracée  qu'au-dessus  de  l'intervalle  de  a-  =  « 
i)  .r  —  b,  (-t  se  confondrait  avec  l'axe  des  a  dans  toutes  les  autres  parties 
<lc  son  cours. 

La  même  démonstration  fait  connaître  que  l'on  ne  considère  point 
iri  des  valeurs  infinies  de  x,  mais  des  valeurs  actuelles  et  déterminées." 

Un  pourrait  aussi  examiner  d'après  tes  mêmes  principes  les  cas  où 
la  fonction /(a)  deviendrait  infinie  pour  des  valeurs  singulières  de  r 
comprises  entre  des  limites  données;  mais  cela  ne  se  rapporte  point  à 
l'objet  principal  que  nous  avons  en  vue,  qui  est  d'introduire  dans  les 
intégrales  les  fonctions  arbitraires;  il  est  impossible  qu'aucune  ques- 
tion naturelle  conduise  à  supposer  que  la  fonction  /{iv)  devient  infinie 
lorsqu'on  donne  à  .t  une  valeur  singulière  comprise  entre  des  limites 
données. 

En  général,  la  fonction /(a-)  représente  une  suite  de  valeurs,  ou 
ordonnées,  dont  chacune  est  arbitraire.  L'abscisse  x  pouvant  recevoir 
une  infinité  de  valeurs,  il  y  a  un  pareil  nombre  d'ordonnées /(aj. 
Toutes  ont  des  valeurs  numériques  actuelles,  ou  positives,  ou  négatives, 
ou  nulles.  On  ne  suppose  point  que  ces  ordonnées  soient  assujetties  à 
une  loi  commune;  elles  se  succèdent  d'une  manière  quelconque,  et 
chacune  d'elles  est  donnée  comme  le  serait  une  seule  quantité. 

Il  peut  résulter  de  la  nature  même  de  la  question  et  de  l'analyse  qui 
s'y  applique  que  le  passage  d'une  ordonnée  à  la  suivante  doive  s'opérer 
d'une  manière  continue.  Mais  il  s'agit  alors  de  conditions  spéciales,  et 
l'équation  générale  (B),  considérée  en  elle-même,  est  indépendante  de 
ces  conditions.  Elle  s'applique  rigoureusement  aux  fonctions  discon- 
tinues. 

Supposons  maintenant  que  la  fonction/(ir)  coïncide  avec  une  cer- 
taine expression  analytique,  telle  que  sino:,  «""  ou  ^(it),  lorequ'on 
donne  à  x  une  valeur  comprise  entre  deux  limites  a  et  b,  et  que  toutes 


DigJtJzcd  by 


Google 


CHAPITRE  IX.-  OlfFUSION  DE  LA  CHALEUR.  SOI 

les  valeurs  de/[x)  soient  nulles  lorsque  x  n'est  pas  comprise  entre  a 
et  b;  les  limites  de  l'intégration  par  rapport  à  a,  dans  l'équation  pré- 
cédente (B),  seront  donc  a  =  a,  a  =  è  :  car  le  résultat  serait  le  même 
que  pour  les  limites  «  ;=  —  oo,  a^  »,  toutes  les  valeurs  de /(a)  étant 
nulles,  par  hypothèse,  lorsque  a  n'est  point  comprise  entre  a  et  b.  On 
aura  donc  l'équation 

Le  second  membre  de  celte  équation  (B')  est  une  fonction  de  la  va- 
riable X  :  car  les  deux  intégrations  font  disparaître  les  variables  a.  cl/j, 
et  il  ne  reste  que  x  et  les  constantes  a  et  b.  Or  celte  fonction  équiva- 
lente au  second  membre  est  telle  qu'en  y  substituant  pourx  une  valeur 
quelconque  comprise  entre  a  et  b  on  trouve  le  même  résultat  qu'on 
substituant  cette  valeur  de  x  dans  '^{x),  et  que  l'on  trouve  un  résultat 
nul  si,  dans  le  second  membre,  on  met  au  lieu  de  x  une  valeur  quel- 
conque comprise  entre  a  et  b.  Si  donc,  en  conservant  toutes  les  autres 
quantités  qui  forment  le  second  membre,  on  remplaçait  les  limites  a 
et  b  par  des  limites  plus  voisines  a'  et  b',  dont  chacune  fût  comprise 
entre  a  et  b,  on  changerait  la  fonction  de  x  qui  équivaut  au  second 
membre,  et  l'elTel  du  changement  serait  tel  que  ce  second  membre  de- 
viendrait nul  toutes  les  fois  que  l'on  donnerait  à  x  une  valeur  non 
comprise  entre  a'  et  b';  et,  si  la  valeur  de  x  était  comprise  entre  a' 
et  b',  on  aurait  le  même  résultat  qu'en  substituant  cette  valeur  de  -r 
dans  ^{x). 

On  peut  donc  varier  à  volonté  les  limites  de  l'intégrale  dans  le  se- 
cond membre  de  l'équation  {B').  Cette  équation  subsistera  toujours 
pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  les  limites  quelconques  a  elb 
que  l'on  aura  choisies;  et,  si  l'on  emploie  toute  autre  valeur  de  x,  le 
second  membre  sera  nul.  Représentons  <p(a;)  par  l'ordonnée  variable 
d'une  courbe  dont  x  est  l'abscisse;  le  second  membre,  dont  la  valeur 
esty(ir),  représentera  l'ordonnée  variable  d'une  seconde  courbe  dont 
la  figure  dépendra  des  limites  a  et  b.  Si  ces  limites  sont  —  oo  et  -h  «, 
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les  deux  courbes,  dont  l'une  a  pour  ordonnée  ff{^),  et  l'autre  a  pour 
ordonnée /(a;),  coïncideront  exactement  dans  toute  l'étendue  de  leur 
cours.  Mais,  si  l'on  donne  d'autres  valeurs  a  et  b  k  ces  limites,  les  deux 
courbes  coïncideront  exactement  dans  toute  la  partie  de  leur  cours 
qui  répond  à  l'intervalle  de  x  ^  a  k  œ  =  b.  A  droite  et  à  gauche  de 
cet  intervalle,  ta  seconde  courbe  se  confondra  précisément  dans  tous 
ses  points  avec  l'axe  des  a-.  Cette  conséquence  est  très  remarquable, 
pl  détermine  le  véritable  sens.de  la  proposition  exprimée  par  l'é- 
quation (B). 

4t8. 

Il  faut  considérer  sous  le  même  point  de  vue  le  théorème  exprimé 
par  l'équation  (II)  de  l'article  234  (p.  a3i].  Cette  équation  sert  à  dé- 
velopper une  fonction  arbitraire/(^)  en  une  suite  de  sinus  et  de  cosinus 
d'arcs  multiples.  La  fonction /(a:)  désigne  une  fonction  entièrement 
arbitraire,  c'est-à-dire  une  suite  de  valeurs  données,  assujetties  ou  non 
à  une  loi  commune,  et  qui  répondent  à  toutes  les  valeurs  de  x  com- 
prises entre  o  et  une  grandeur  quelconque  X. 

La  valeur  de  cette  fonction  est  représentée  par  l'équation  suivante  : 


(A) 


/(x)-^2/  /(«)cos-~(^-«)rfa. 


L'intégrale  par  rapport  à  a  doit  être  prise  entre  les  limites  a  ^  a  et 
a  =  b;  chacune  de  ces  limites  aelb  est  une  quantité  quelconque  com- 
prise entre  o  et  X.  Le  signe  2  alTecte  le  nombre  entier  i,  et  indique 
que  l'on  doit  donner  à  i  toutes  ses  valeurs  négatives  ou  positives, 

savoir  : 

...,     — 3,     —a,     — 1,    o,     -hi.     -H  a,     -1-3,     ... 

et  prendre  la  somme  des  termes  placés  sous  ce  signe  2.  Le  second 
membre  devient,  par  ces  intégrations,  une  fonction  de  la  seule  va- 
riable X  et  des  constantes  a  et  b.  La  proposition  générale  consiste  en 
ce  que  :  i"  la  valeur  du  second  membre  que  l'on  trouverait  en  y  met- 
tant, au  lieu  de  x,  une  quantité  comprise  entre  a  et  6  est  égale  à  celle 
que  l'on  obtiendrait  en  mettant  cette  même  quantité  au  lieu  de  x  dans 
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la  fonction /(a:);  2"  toute  autre  valeur  de  w  comprise  entre  o  et  X, 
mais  non  .comprise  entre  a  et  b,  étant  substituée'  dans  le  second 
membre,  donne  un  résultat  nul. 

Il  n'y  a  ainsi  aucune  fonction /(x),  ou  partie  de  fonction,  que  l'on  ne 
puisse  exprimer  en  une  suite  trigonométrique. 

La  valeur  du  second  membre  est  périodique,  et  l'intervalle  de  la  pé- 
riode est  X;  c'est-à-dire  que  cette  valeur  du  second  membre  ne  change 
point  lorsqu'on  écrit  a:  -h  X  au  lieu  de  ce.  Toutes  ses  valeurs  successives 
se  renouvellent  à  chaque  intervalle  X. 

La  suite  trigonométrique  égale  au  second  membre  est  convergente; 
le  sens  de  cette  dernière  proposition  est  que,  si  l'on  donne  à  la  va- 
riable X  une  valeur  quelconque,  la  somme  des  termes  de  la  suite 
s'approche  de  plus  en  plus,  et  infiniment  près,  d'une  limite  déterminée. 
C'est  cette  limite  qui  est  zéro,  si  l'on  a  mis  pour  x  une  quantité  com- 
prise entre  zéro  et  X,  mais  non  comprise  entre  a  et  A;  et,  si  cette 
quantité  mise  pour  x  est  comprise  entre  a  et  b,  la  limite  de  la  série  a 
la  même  valeur  que  /(^r).  Cette  dernière  fonction  n'est  assujettie  à 
aucune  condition,  et  la  ligne  dont  elle  représente  l'ordonnée  peutavoir 
une  forme  quelconque;  par  exemple,  celle  d'un  contour  formé  d'une 
suite  de  lignes  droites  et  de  lignes  courbes.  On  voit  par  là  que,  les 
limites  a  et  b,  l'intervalle  total  X  et  la  nature  de  l'a  fonction  étant  arbi- 
traires, cette  proposition  a  un  sens  très  étendu;  et  comme  elle  n'ex- 
prime pas  seulement  une  propriété  analytique,  mais  qu'elle  conduii 
facilement  à  la  solution  de  plusieurs  questions  naturelles  importantes, 
il  était  nécessaire  de  la  considérer  sous  divers  points  de  vue  et  d'en 
indiquer  les  principales  applications.  On  a  donné  plusieurs  démonstra- 
tions de  ce  théorème  dans  le  cours  de  cet  Ouvrage.  Celle  que  nous 
rapporterons  dans  un  des  articles  suivants  (art.  423)  a  l'avantage  de 
s'appliquer  aussi  à  des  fonctions  non  périodiques. 

Si  l'on  suppose  l'intervalle  X  infini,  les  termes  delà  série  deviennent 
des  quantités  différentielles;  ta  somme  indiquée  par  le  sijçne  ^  devient 
une  intégrale  définie,  comme  un'  le  voit  dans  les  articles  353  et  355; 
et  l'équation  (A)  se  transforme  dans  l'équation  (B).  Ainsi  cette  der- 
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niéro  équation  (B)  est  contenue  dans  la  précédente  el  convient  au  cas 
nii  l'intervalle  X  est  infini  :  alors  les  limites  a  et  &  sont  évidemment 
des  constantes  entièrement  arbitraires. 

419. 

Le  tliéorème  exprimé  par  l'équation  (B)  offre  aussi  diverses  appli- 
cations analytiques,  que  nous  ne  pourrions  exposer  sans  nous  écarter 
de  l'objet  de  cet  Ouvrage;  mais  nous  énoncerons  le  principe  dont  ces 
applications  dérivent. 

On  voit  que,  dans  le  second  membre  do  l'équation 


(R') 


^^""^^i^J  ''(*>''='/"      cos;>(x-«)d 


la  fonction /'(.r)  est  tellement  transformée  que  le  signe  de  fonction/ 
n'affecte  plus  la  variable  x,  mais  une  variable  auxiliaire  a.  La  va- 
riable X  est  seulement  affectée  du  signe  cosinus.  Il  suit  de  là  que.  pour 
différentier  la  fonction  /{ce)  par  rapport  à  x,  autant  de  fois  que  l'on 
voudra,  il  suffira  de  différentier  le  second  membre  par  rapport  à  x  sous 
te  signe  cosinus.  On  aura  donc,  en  désignant  par  i  un  nombre  entier 
quelconque. 


^>=.^X'^'"'< 


p" cosp{x ~  a.)d 


On  écrit  le  signe  supérieur  lorsque  i  est  pair,  et  le  signe  inférieur 
lorsque  i  est  impair.  On  aura,  en  suivant  cette  même  règle  relative  au 
choix  du  signe  : 

On  peut  aussi  intégrer  plusieurs  fois  de  suite  par  rapport  à  :r  le  se- 
cond membre  de  l'équation  (B);  il  suffit  d'écrire  au  devant  du  signe 
sinus  ou  cosinus  une  puissance  négative  de  p. 

La  même  remarque  s'applique  aux  différentiations  finies,  ou  aux 
intégrales  désignées  par  le  signe  21,  et  en  général  aux  opérations  ana- 
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lytiques  qui  peuvent  s'effectuer  sur  les  quantités  Irigonométriques. 
Le  caractère  principal  du  théorème  dont  il  s'agit  est  de  transporter  le 
signegénéral  de  fonction  à  une  variable  auxiliaire,  et  do  placer  la  va- 
riable X  sous  le  signe  trigonométrique.  La  fonction /(^r)  acquiert  en 
quelque  sorte,  par- cette  transformation,  toutes  les  propriétés  des  quan- 
tités trigonométriques;  les  dilférentiations,  les  intégrations  et  la  som- 
mation des  suites  s'appliquent  ainsi  à  des  fonctions  générales  de  la 
même  manière  qu'aux  fonctions  trigonométriques  ou  exponentielles. 
C'est  pour  cela  que  l'emploi  de  cette  proposition  donne  immédiatement 
les  intégrales  des  équations  à  différences  partielles  à  coefficients  con- 
stants. En  effet,  il  est  évident  que  l'on  peut  satisfaire  à  ces  équations 
par  des  valeurs  particulières  exponentielles  ;  et,  comme  les  théorèmes 
dont  nous  parlons  donnent  à  des  fonctions  générales  et  arbitraires  le 
caractère  des  quantités  exponentielles,  ils  conduisent  facilement  à 
l'expression  des  intégrales  complètes.  Cette  même  transformation 
donne  aussi,  comme  on  l'a  vu  dans  l'article  413  (p.  49<)<  ^^  moyen 
facile  de  sommer  les  suites  infinies,  lorsque  ces  suites  contiennent  les 
différentielles  successives  ou  les  intégrales  successives  d'une  même 
fonction  :  car  la  sommation  de  la  suite  est  réduite,  par  ce  procédé,  à 
celle  d'une  suite  de  termes  algébriques. 

420. 

On  peut  aussi  faire  usage  du  théorème  dont  il  s'agit  pour  substituer 
sous  le  signe  général  de  fonction  un  binôme  formé  d'une  partie  réelle 
et  d'une  partie  imaginaire.  Cette  question  d'Analyse  s'est  présentée  dès 
l'origine  du  calcul  des  différences  partielles,  et  nous  l'indiquerons  ici 
parcequ'elle  a  un  rapport  plus  direct  avec  notre  objet  principal. 

Si,  dans  la  fonction /(a;},  on  écrit  [A-t-vV—  i  au  lieu  de  ic,  le  ré- 
sultat sera  formé  de  deux  parties  9  +  'i^ij—  i .  Il  s'agit  de  connaître  en 
[A  et  V  chacune  des  deux  fonctions  9  et  -l^.  On  y  parviendra  facilement 
si  l'on  remplace /{a:)  par  l'expression 


3î/r^'°'"'"/r 


cos/»(x  — a)rf/.; 
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car  la  question  sera  réduite  ù  substituer  \t.  +  v  \/—  i  au  lieu  Je  x  sous 
le  signe  cosinus,  et  à  calculer  le  terme  réel  et  le  coetficient  de  \/—  i . 
On  aura  ainsi 

"4^/      /(«)(/«/       {{e'"-\-e-ncoip(i>—aL)-sf^He'"-e-'»)s\np(i>.~a.)]dp: 

donc 

?=-t-7^  r     /(a)d(xj       {ei" -h e-P'') cospiix—  X) dp, 

'^  =  -^f     A«)'i'f      («'"-^-'»')sin/>(H-a)rfp. 

Ainsi  toutes  les  fonctions /(a;)  que  l'on  peut  concevoir,  même  celles 
qui  ne  sont  assujetties  à  aucune  loi  de  continuité,  sont  réduites  à  la 
forme  M  +  Ny'^^i,  lorsqu'on  y  remplace  la  variable  œ  par  le  binôme 

42i. 

Pour  donner  un  exemple  de  l'usage  de  ces  dernières  formules,  nous 
considérerons  l'équation 


qui  se  rapporte  au  mouvement  uniforme  de  la  cbaleur  dans  une  Table 
rectangulaire.  L'intégrale  générale  de  celte  équation  contient  évidem- 
ment deux  fonctions  arbitraires.  Supposons  donc  que  l'on  connaisse  en 
fonction  de  iT  la  valeur  de  v  lorsque  y  =  o,  et  que  l'on  connaisse  aussi, 
par  une  autre  fonction  de  30,  la  valeur  de  -^  lorsque  ^  =  0;  on  peut 

{■)  Lee  intégrales  données  ici  par  Fourier  ne  peuvent  avoir  aucun  sens,  puisque  les 
éléments  de  ces  intégrales  ne  lendent  pas  vers  zéro  et  dépassent  rafiroe  toute  grandeur 
donnée  lorsque /i  grandit  iodéûnimeni.  G.  D. 
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déduire  l'intégrale  cherchée  de  celle  de  l'équation 

qui  est  connue  depuis  longtemps  ;  mais  on  trouve  des  quantités  imagi- 
naires sous  le  signe  de  fonction.  Cette  intégrale  est 

La  seconde  partie  W  de  l'intégrale  dérive  de  la  première  en  intégrant 
par  rapport  à  y,  et  changeant  ç  en  4*-  II  reste  donc  à  transformer  les 
quantités  9(3:  + /y/—  i)  et<f(x  —  y\/—  1),  afin  de  séparer  les  parties 
réelles  des  parties  imaginaires.  Suivant  le  procédé  de  l'article  précé- 
dent, on  trouve,  pour  la  première  partie  u  de  l'intégrale, 

f—T-  f      f('x)dixj        (efr-^^py)cosp{x  —  aL)dp, 

et,  par  conséquent, 

W=  7^  f       F(a)daÇ      (ePr-e-P}')cosp(:c  —  a)^- 

L'intégrale  complète  de  la  proposée,  exprimée  en  termes  réels,  est 
donc 

et  l'on  reconnaît  en  effet:  1°  qu'elle  satisfaite  l'équation  différentielle; 
a"  qu'en  y  faisant  _>- =  o,  elle  donne  c  =  /(ir);  3°  qu'en  faisant _)'=  o 
dans  la  fonction  -r^i  le  résultat  est  F(iK). 

422. 

Nous  ferons  aussi  remarquer  que  l'on  peut  déduire  de  l'équation  (B) 
une  expression  très  simple  du  coefQcîent  différentiel  de  l'ordre  indé- 
fini ^/{x),  ou  de  l'intégrale  f   /{x)dx'. 

L'expression  cherchée  est  une  certaine  fonction  de  x-  et  de  l'in- 
dice t.  Il  s'agit  de  connaître  cette  fonction  sous  une  forme  telle  que  lu 
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nombre  i  n'y  enti'e  point  coDime  indice,  mais  comme  une  quantité, 
afin  de  comprendre  dans  une  même  formule  tous  les  cas  où  l'on 
attribue  à  i  des  valeurs  positives  ou  négatives  quelconques.  Pour  y 
parvenir,  nous  remarquerons  que  l'expression 


K-1) 


ou      COS/COS- 


devient  successivement 


si  les  valeurs  respectives  de  i  sont  i,  2,  3,  4.  5.  —  Les  mêmes 
résultats  reviennent  dans  le  même  ordre  lorsqu'on  augmente  la  valeur 
de  I.  Il  faut  maintenant,  dans  le  second  membre  de  l'équation 

/{^)-^y     A«)^'>^f      co&pix-a)dp, 

écrire  le  facteur  p'  au  devant  du  signe  cosinus,  et  ajouter  sous  ce 
signe  le  terme  H On  aura  ainsi 

dl'-^^'^^^iij      /(«)'^«/      cos[px-px+i^p'dp. 

Le  nombre  i  qui  entre  dans  le  second  membre  sera  regardé  comme 
une  quantité  quelconque,  positive  ou  négative. 

Nous  n'insisterons  point  sur  ces  applications  à  l'Analyse  générale; 
il  nous  suffit  d'avoir  montré  par  divers  exemples  l'usage  de  nos  théo- 
rèmes. Les  équations  du  quatrième  ordre  {d)  (art.  405,  p.  476)  et  {e) 
(art.  401,  p.  47>)  appartiennent,  comme  nous  l'avons  dit,  à  des  ques- 
tions dynamiques.  On  ne  connaissait  point  encore  les  intégrales  de  ces 
équations  lorsque  nous  les  avons  données  dans  un  Mémoire  sur  les 
vibrations  des  sur/aces  élastiques,  lu  à  la  séance  de  l'Académie  des 
Sciences  le  6  juin  1816  (art.  VI.  §  10  et  U,  et  art.  VII,  §  13  et  14)  ('). 


(  '  )  La  date  indiquée  ici  par  Fourier  esl  inexacte  ;  nous  nous  eD  sommes  assuré  en  con- 
aultani  les  procès-verbaux  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences.  En  réalité,  le  Mémoire 


Digitizcd  by 


Google 


CHAPITRE  IX.-  DIFFUSION   DE  LA  CHALEUR.  309 

Elles  consistaient  dans  les  deux  formules  (S)  et  (S')  (art.  406,  p.  479^1 
48o)  et  dans  les  deux  intégrales  exprimées,  l'une  par  la  première  équa- 
tion de  l'article  412  (p.  488),  l'autre  par  la  dernière  équation  du  même 
article.  On  a  donné  ensuite  diverses  autres  démonstrations  de  ces 
mêmes  résultats.  Ce  Mémoire  contenait  aussi  l'intégrale  de  l'équa- 
tion (c)  (art.  409,  p.  483)  sous  la  forme  rapportée  dans  cet  article. 
Quant  à  l'intégrale  (PP)  de  l'équation  (a)  (art.  413,  p.  489  et  492), 
elle  est  ici  publiée  pour  la  première  fois. 


Les  propositions  exprimées  par  les  équations  (B')  et  (A)  (art.  417 
et  418,  p.'  5oi  et  5o2),  dont  nous  avons  montré  diverses  applications, 
peuvent  être  considérées  sous  un  point  de  vue  plus  général.  La  con- 
struction indiquée  dans  les  articles  415  et  416  (p.  49S  et  496)  ne  s'ap- 
plique pas  seulement  à  la  fonction  trigonoraétrique  — ^_~^-  :  elle 
convient  à  toutes  les  autres  fonctions  et  suppose  seulement  que,  le 
nombre  p  devenant  infini,  on  trouve  la  valeur  de  l'intégrale  par  rap- 
port à  «  en  prenant  cette  intégrale  entre  des  limites  extrêmement  voi- 
sines. Or  cette  condition  n'appartient  pas  seulement  aux  fonctions 
trigonométriques  :  elle  s'applique  à  une  infinité  d'autres  fonctions.  On 
parvient  ainsi  à  exprimer  une  fonction  arbitraire /(ir)  sous  diverses 
formes  très  remarquables;  mais  nous  ne  faisons  point  usage  de  ces 
transformations  dans  la  rechercbe  spéciale  qui  nous  occupe. 

Quanta  la  proposition  exprimée  par  l'équation  (A)  (art.  418,  p.5o2), 
il  est  également  facile  d'en  rendre  la  vérité  sensible  par  des  construc- 
tions, et  c'est  pour  ce  théorème  que  nous  les  avons  d'abord  employées. 
Il  suffira  d'indiquer  la  marche  de  la  démonstration. 


de  Fourier  a  élé  lu  dans  la  séaDce  du  8  juio  1818.  Ce  Iravail  n'a  pas  été  imprimé.  Un  extrait 
en  a  paru,  sous  le  litre  :  Noie  relative  aux  vibrations  des  surfaces  élastiques  et  an  mouve- 
ment  des  ondes,  par  M.  Fourier,  dans  le  Bulletin  des  Sciences  de  la  Société  pkHomaihique, 
livraison  de  soplembro  1818,  p.  139.  Le  Mémoire  est  d'ailleurs  signalé  dans  V Analyse  des 
r  de  l'Académie  des  Sciences  pour  l'a/inée  1818.  G.  D. 
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Dans  Téquation  (A),  savoir 


•^*^*  =  i/  V(«)rf«2'=°^¥''' 


on  remplacera  la  somme  des  termes  placés  sous  le  signe  X  par  sa  valeur 
qui  se  déduit  de  théorèmes  connus.  Nous  avons  vu  précédemment 
divers  exemples  de  ce  calcul  (Sect.  III,  Ghap.  III).  En  supposant,  pour 
rendre  l'expression  plus  simple,  X  =  au,  et  désignant  a  ~  x  par  r,  il 
donne  ce  résultat 


=  cosyr-t-  siaji 


sinV/' 


Il  faut  donc  multiplier  le  second  membre  de  cette  équation  par/(a)(/a, 
supposer  le  nombrey  infini,  et  intégrer  depuis  a  =  —  ii  jusqu'à  a  =  +  ti. 
La  ligne  courbe  dont  l'abscisse  est  a  et  l'ordonnée  cosyr  étant  conju- 
guée avec  la  ligne  dont  l'abscisse  est  a  et  l'ordonnée /(a),  c'est-à-dire 
les  ordonnées  correspondantes  étant  multipliées  l'une  par  l'autre,  il 
est  maniTeste  que  l'aire  de  la  courbe  ^rorfuiVc,  prise  entre  des  limites 
quelconques,  devient  nulle  lorsque  le  nombreycroit  sans  limite.  Ainsi 
le  premier  terme  cosyr  donne  un  résultat  nul. 

Il  en  serait  de  même,  du  terme  sinyr  s'il  n'était  pas  multiplié  par  le 

facteur  ^jr-y";  mais,  en  comparant  les  trois  courbes  qui  ont  pour 
abscisse  commune  a,  et  pour  ordonnées  sinr,  .  ;,  /{a),  on  recon- 
naît évidemment  que  l'intégrale  f  sinj'r -^^^^ /(a)  da  n'a  de  valeurs 
subsistantes  que  pour  de  certains  intervalles  infiniment  petits;  savoir, 
lorsque  l'ordonnée    .y-  devient  infinie.  Cela  aura  lieu  si  r  ou  a  —  ar 

est  nulle;  et,  dans  cet  intervalle  où  a  diffère  infiniment  peu  de  x,  la 
valeur  de /{a)  se  confond  avec/(ir}.  Donc  l'intégrale  devient 

3/(^}  r    s\oJr~dr        ou         ^/{^)f    sin;>y, 
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qui  est  égale  à  i-k/{x)  (art.  415  et  356,  p.  496  el  4o3).  On  en  conclut 
l'équation  précédente  (A)  ('). 

Lorsque  la  variable  x  est  précisément  égale  à  —  îî,  ou  -f-  tï,  la  con- 
struction fait  connaître  quelle  est  la  valeur  du  second  membre  de  cette 
équation  (A). 

Si  les  limites  de  l'intégration  ne  sont  pas  —  iï  et  -1-  ir,  mais  d'autres 

(1)  L'înlégrale 
peut  aussi  se  mettre  bous  la  forme 

Fourier  montre  ici,  par  des  raiaoDnemenEs  exacts  dans  le  fond,  bien  que  manquant  de  pré- 
cision, que,  lorsque  le  nombre  j  croît  indéfiniment,  cette  intégrale  »  n'a  de  valeurs  aub- 
sistaDtes  que  pour  de  certaios  intervalles  inCnimont  petits,  ceux  pour  lesquels  l'ordonnée 

■  „  devient  infinie  «.D'aprèscela,  si  la  variable  ic  est  comprise  entre  —  it  et  -i-ir,  .  ,^ 
amyr  r  <  r  sinVr 

devient  infinie  pour  la  seule  valeur  zéro  donnée  à  r,  el  l'on  a,  pour  la  limite, 

H^)j        sin/rj^dr=:a/(jr)y      Binjr  ^  ^  4f(x)J    ainji- y 

a  la  méthod 

le  facteur  deviendra  infini  pour  /■  =  o  et  pour  r  =  an.  En  réduisant  l'intégrale  à  sa 

valeur  prise  dans  le  voisinage  de  ces  limites,  on  a,  pour  r  =  o, 

et,  pour  r  =  aie,  en  remplaçant  r  par  aw  —  r', 

La  valeur  limite  de  l'intégrale  est  donc 

-[/(-")-►/(+■')]■ 

Fourier  considère  aussi  le  cas  où  les  limites  de  l'intégration  comprennent  un  intervalle 


ou  :nzf{x). 

Fourier  indique  aussi  que  la  méthode  s'applique  aux  valeurs  limites  —  n  et  -^  1:.  En 
effet,  prenons,  par  exemple,  j:=  — jc.  Dans  ce  cas,  l'intégrale  dont  il  s'agil  d'obtenir  la 
limite  sera 
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nombres  a  et  b,  dont  chacun  est  compris  entre  —  n  et  +  ir,  on  voit 
par  la  même  figure  quelles  sont  les  valeurs  de  a;  pour  lesquelles  le 
second  membre  de  l'équation  (A)  est  nul. 

Si  l'on  conçoit  qu'entre  les  limites  de  l'intégration  certaines  valeurs 
df  a  deviennent  infinies,  la  construction  indique  dans  quel  sens  la 
proposition  générale  doit  être  entendue.  Mais  nous  ne  considérons 
point  ici  les  cas  de  cette  nature,  parce  qu'ils  n'appartiennent  point 
aux  questions  physiques. 

Si,  au  lieu  de  restreindre  les  limites  — 'n  et  +n,  on  donne  plus 

supérieur  à  ar,  el  M  indique  quo  >  le  second  membre  de  l'équation  (A)  est  alors  formé  de 
plusieurs  icrmcs  et  donne  le  râsultai  d'une  intégration  (c'est-à-dire  d'une  sommation)  finie. 
quelle  quo  soit  la  fonction /(j-)  u. 
Considérons,  en  efTot,  l'inlégrale 

/■*  ^,   .   .    .    sin/-    . 


et  supposons  quo  la  différence  b'  —  a'  soit  supérieure  à  an.  Alors  il  y  aura  pluf 
\allos  iolininiont  petits  pour  lesquels  l'ordonnée 

les  valeurs  correspondantes  de  r.  En  général,  aucune  de  ces  valeurs  n'est  égale  à  la  limite 
inférieure  ou  à  la  limite  supérieure  de  l'intégrale.  Alors,  en  appliquant  la  méthode  de  Fou- 
rier,  on  trouvera 

aitt/(j:>+/(x  +  ai:)  +  ...  +  /(.r-.-aAx)] 

pour  la  limite  do  l'intégrale.  Tel  est  le  résultat  do  «  l'inlégretion  »  dont  parle  Fourier  dans 
le  jiassago  cité.  Si  uno  des  valeurs  de  o  ou  a/m  est  égale  à  une  des  limites  de  t'intégrate, 
il  faudra  remplacer  lo  torme  correspondant  par  sa  moitié. 

Telles  sont  les  règles  qui  résultent  do  la  construction;  elles  auraient  mérité  d'être  énon- 
cées, au  lieu  d'être  simplement  indiquées.  L«jcune-Diriclilet,  nous  croyons  utile  de  lo  ré- 
péter, a  suivi  précisément  la  marche  qui  est  indiquée  ici  par  Fonrier,  mais  en  apportant 
dans  les  raisonnements  une  extrême  précision,  qui  était  d'ailleurs  bien  nécessaire  dans  une 
question  aussi  importante.  Loin  do  nous  la  pensée  do  méconnaître  le  progrès  réel  et  consi- 
dérable apporté  par  les  Mémoires  de  Diriclilot,  dans  un  sujet  où  les. efforts  de  Poisson  et  do 
Cauchy  n'avaient  pas  été  couronnés  d'un  plein  succès.  Mais  il  noua  parait  juste  do  remar* 
quer  que  Fourier,  avec  ce  sons  si  profond  des  questions  de  philosophie  naturelle  qui  doit 
e\citer  notre  admiration,  avait  indiqtié  ot  mémo  parcouru,  bien  qu'à  pas  incertains,  la  voie 
dans  laquelle  on  devait  trouver  la  première  démonstration  exacte  des  résultats  fondamen- 
taux que  lui  doit  la  Physique  mathématique.  G.  1>. 
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d'étendue  »  l'inlégrale,  en  choisissant  des  limites  plus  distantes  (^ 
et  b\  on  connaît  par  la  même  figure  que  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (A)  est  formé  de  plusieurs  termes,  et  donne  le  résultat  d'une 
intégration  finie,  quelle  que  soit  la  fonction /(^]. 

On  Irouve  des  résultats  semblables  si  l'on  écrit  ^(a  — a;}au  lieu 
de  r,  et  si  les  limites  de  l'intégration  sont  —  X  et  +  X. 

Il  faut  considérer  maintenant  que  les  conséquences  auxquelies  on 
est  parvenu  auraient  encore  lieu  pour  une  infinité  de  fonctions  dilTé- 
rentes  de  sinyr.  Il  suffît  que  ces  fonctions  reçoivent  des  valeurs  alter- 
nativement positives  et  négatives,  en  sorte  que  l'aire  devienne  nulle 
lorsque/  croit  sans  limite.  On  peut  faire  varier  aussi  le  facteur  -7— y-;' 
ainsi  que  les  limites  de  l'intégration,  et  l'on  peut  supposer  que  l'inter- 
valle devient  infini.  Ces  sortes  d'expressions  sont  donc  très  générales 
et  susceptibles  des  formes  les  plus  diverses.  Nous  ne  pouvons  nous 
arrêter  à  ces  développements;  mais  il  était  nécessaire  de  montrer 
l'emploi  des  constructions  :  car  elles  résolvent  sans  aucun  doute  les 
questions  qui  peuvent  s'élever  sur  les  valeurs  extrêmes  et  sur  les 
valeurs  singulières;  elles  n'auraient  pu  servir  à  découvrir  ces  théo- 
rèmes, mais  elles  les  démontrent  et  en  dirigent  toutes  les  appli- 
cations. 

424. 

Nous  avons  encore  à  faire  envisager  ces  mêmes  propositions  sous 
un  autre  point  de  vue.  Si  l'on  compare  entre  elles  les  solutions  rela- 
tives au  mouvement  varié  de  la  chaleur  dans  l'armille,  la  sphère,  le 
prisme  rectangulaire,  le  cylindre,  on  voit  que  nous  avions  à  développer 
une  fonction  arbitraire /(j^)  en  une  suite  de  termes  tels  que 

a,  ?(Fi-^)-<- «•?(?*»■«) +  ''>9(."3^) -•-■•■■ 

La  fonction  ^,  qui,  dans  le  second  membre  de  l'équation  (A),  est  un 
cosinus  ou  un  sinus,  est  remplacée  ici  par  une  fonction  qui  peut  être 
très  différente  du  sinus.  Les  nombres  pi,,  p;,,  (i,,  ...,  au  Heu  d'êlru 

F.  m 
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<tcs  nombres  entiers,  sont  donnés  par  une  équation  transcendante  dont 
les  racines,  en  nombre  intini,  sont  toutes  réelles.  La  question  consis- 
tait à  trouver  les  valeurs  des  coefficients  «,,  a^,  a,,  ...;  on  y  est  par- 
venu au  moyen  des  intégrations  définies  qui  font  disparaître  toutes  les 
inconnues  excepte  une  seule.  Nous  allons  examiner  spécialement  la 
nature  de  ce  procédé  et  les  conséquences  exactes  qui  en  dérivent. 

Afin  de  donner  à  cet  examen  un  objet  plus  déterminé,  nous  clioï- 
sirons  pour  exemple  une  des  questions  les  plus  importantes,  savoir 
celle  du  mouvement  varié  de  la  chaleur  dans  la  sphère  solide.  On  a  vu 
(art.  290,  p.  3i2)  que,  pour  satisfaire  à  la  distribution  initiale  de  la 
i-lialeur,  il  faut  déterminer  les  coefficients 

1,,    a,,    a , 

dans  l'équation 

(e)  xF(j)  —  a,  sinp,  j;  +  a, sîn^,jr  +  «isiii/^ja;-)-. . . . 

La  fonction  F{.r)  est  entièrement  arbitraire  ;  elle  désigne  la  valeur  v  de 
la  température  initiale  et  donnée  de  ta  couche  sphérique  dont  le  rayon 
est  T.  Les  nombres  (*,,  (a^,  ...  sont  les  racines  [a  de  l'équation  trans- 
cendante 

X  est  le  rayon  total  de  la  sphère;  h  est  un  coefficient  numérique  connu, 
d'une  valeur  positive  quelconque.  Nous  avons  prouvé  rigoureusement, 
dans  nos  premières  recherches,  que  toutes  les  valeurs  de  [/.,  ou  les 
racines  de  l'équation  (/),  sont  réelles.  Cette  démonstration  est  déduite 
de  la  théorie  générale  des  équations  et  n'exige  point  que  l'on  suppose 
(connue  la  forme  des  racines  imaginaires  que  toute  équation  peut  avoir. 
Nous  ne  l'avons  point  rappelée  dans  cet  Ouvrage,  parce  qu'elle  est  sup- 
pléée par  des  constructions  qui  rendent  la  proposition  plus  sensible. 
Au  reste,  nous  avons  traité  celte  même  question  par  l'Analyse,  en 
déterminant  (e  mouvement  varié  de  la  chaleur  dans  un  corps  cylin- 
drique (art.  308,  p.  335  et  336).  Cela  posé,  la  question  consiste  à 
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trouver  pour  a,,  «j,  a des  valeurs  numériques  telles  que  lo 

second  membre  de  l'équalion  (e)  devienne  nécessairement  égal  ii 
a?F(:r)  lorsqu'on  y  mettra  pour  x  une  valeur  quelconque  comprise 
entre  o  et  la  longueur  totale  X. 

Pour  trouver  le  coefficient  «,■,  nous  avons  multiplié  l'équation  (e) 
par  stn  [LjXdx,  et  ensuite  intégré  entre  les  limites  a^  =  o.  a- =  X,  et 
nous  avons  démontré  (art.  291,  p.  3i3)  que  l'intégrale 

/     s'in  iJ.i  jc  s'ui  fj.j  X  dx 

a  une  valeur  nulle  toutes  les  fois  que  les  indices  i  ety  ne  sont  point  tes 
mêmes;  c'est-à-dire  lorsque  les  nombres  [*;  et  [ty  sont  deux  racines 
différentes  de  l'équation  (/].  Il  suit  de  là  que,  l'intégration  définie 
faisant  disparaître  tous  les  termes  du  second  membre  excepté  celui  qui 
contient  a,-,  on  a,  pour  déterminer  ce  coefficient,  l'équation 

Mettant  cette  valeur  du  coerficieni  a,-  dans  l'équation  (e),  on  en  con- 
clut l'équation  iJeniique 

/     aK{«)siD(i,D(  dx 
(O  ^F(^)z=2«'"l^'^ 


JsinV.prfp 


Il  faut,  dans  le  second  membre,  donner  à  i  toutes  ses  valeurs,  c'est- 
à-dire  mettre  successivement,  au  lieu  de  [i^,  toutes  les  racines  [a  de 
l'équation  (/).  L'intégrale  doit  être  prise  pour  a,  depuis  a.  =  o  jusqu'à 
a  =  X,  ce  qui  fait  disparaître  l'indéterminée  a.  11  en  est  de  raémede  p. 
qui  entre  dans  le  dénominateur;  en  sorte  que  le  terme  sinfj.,;r  est  mul- 
tiplié par  un  coefficient  a,-  dont  la  valeur  ne  dépend  que  de  X  et  de 
l'indice  i.  Le  signe  S  indique  qu'après  avoir  donné  à  t  ses  différentes 
valeurs,  il  faut  écrire  la  somme  de  tous  les  termes. 

L'intégration  offre  donc  un  moyen  très  simple  de  déterminer  immé- 
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iliatcment  les  cocFfictents;  mais  il  faut  examiner  attentivement  l'ori- 
l^ine  de  ce  procédé,  ce  qui  donne  lieu  aux  deux  remarques  suivantes  : 

1"  Si,  dans  l'équation  {e),  on  avait  omis  d'écrire  une  partie  des 
termes,  par  exemple  tous  ceux  où  l'indice  e»t  un  nombre  pair,  on 
trouverait  encore,  en  multipliant  l'équation  par  s\mi;Xiù:  et  intégrant 
depuis  X  =  o  jusqu'à  x  =  X,  cette  même  valeur  de  a<  qui  a  été  déter- 
minée précédemment;  et  l'on  formerait  ainsi  une  équation  qui  ne 
serait  point  vraie;  car  elle  ne  contiendrait  qu'une  partie  des  termes 
de  l'équation  générale,  savoir  ceux  dont  l'indice  est  impair. 

2°  L'équation  complète  (e)  que  l'on  obtient  après  avoir  déterminé 
les  coefficients,  et  qui  ne  diUere  point  de  l'équation  rapportée  à  l'ar- 
licle  291  (p.  3i_'i),  dans  laquelle  on  ferait  /  =  o  et  f  =  V{x).  est  telle 
que,  si  l'on  donne  à  x  une  valeur  quelconque  comprise  entre  o  et  X, 
les  deux  membres  sont  nécessairement  égaux;  mais  on  ne  peut  point 
conclure,  comme  nous  l'avons  fait  observer,  que  cette  égalité  ait  lieu 
si,  choisissant  pour  le  premier  membre  xf{x)  une  fonction  assujettie 
à  une  loi  continue,  telle  que  sinx  ou  cosa;,  on  donnait  à  x  une  valeur 
non  comprise  entre  o  etX.  En  général,  l'équation  résultante  (e)  doit 
être  appliquée  aux  valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  X.  Or  le  procédé 
qui  détermine  le  coefficient  a^  ne  fait  point  connaUre  pourquoi  toutes 
les  racines  y.i  doivent  entrer  dans  l'équation  (e).  et  pourquoi  cette 
équation  se  rapporte  uniquement  aux  valeurs  de  x  comprises  entre  o 
et  X. 

Pour  résoudre  clairement  ces  questions,  il  suffit  de  remonter  aux 
principes  qui  servent  de  fondement  à  notre  analyse. 

Nous  divisons  l'intervalle  X  en  un  nombre  infini  «  de  parties  égales 

à  fl.r,  en  sorte  que  l'on  a 

ndj-  —  \; 

et,  écrivanty"(.r)  au  lieu  de  xF{x),  nous  désignons  par 

/.,  /,.  /,.    ....  A    ....  /. 

les  valeurs  de /(a;)  qui  répondent  aux  valeurs 

</,r,     '1  djT,     3  (Ixt      . . . ,     /  rfj-,      . .  , ,     w  dx 


DigJtJzcd  by 


Google 


CHAPITUE  IX.  -  DIFFUSION  DE  LA  CHALEUR.  517 

nttrîbuées  à  x;  nous  composons  l'équation  générale  (c)  d'un  nombre  n 
(le  termes,  en  sorte  qu'il  y  entre  n  coefficients  inconnus 


Cela  posé,  cette  équation  (e)  représente  les  n  équations  du  premier 
degré  que  l'on  formerait  en  y  mettant  successivement,  au  lieu  de  x, 
ses  «  valeurs 

djc,     a  (tjr,     3  rf^r,      . , . ,     n  fix. 

Ce  système  de  n  équations  contient  dans  la  première/,,  dans  la 
secondey*!,  dans  la  troisièmeyj,  . . . ,  dans  la  «''""/n-  Pour  déterminer 
le  premier  coefficient  a,,  on  multiplie  la  première  équation  par  ct,,  la 
seconde  par  <73,  la  troisième  par  9,,  ainsi  de  suite,  et  l'on  ajoute 
ensemble  les  équations  ainsi  multipliées.  Les  facteurs  tr,,  <7,,  ?,,  .... 
a,  doivent  être  déterminés  par  cette  condition  que  la  somme  de  tous 
les  termes  des  seconds  membres  qui  contiennent  a,  soit  nulle,  et  qu'il 
en  soit  de  même  pour  tous  les  coelïïcients  suivants  a,,  a,,  ...,  a„. 
Donc,  toutes  les  équations  étant  ajoutées,  le  coefficient  o,  entre  seul 
dans  le  résultat,  et  l'on  a  une  équation  pour  déterminer  ce  coefficient. 
Ensuite,  on  multiplie  de  nouveau  toutes  les  équations  par  d'autres 

facteurs  respectifs  p,,  pj,  p^ p„,  et  ces  facteurs  sont  déterminés 

en  sorte  qu'en  ajoutant  les  n  équations,  tous  les  coefficients  soient 
éliminés  excepté  a^.  On  a  donc  une  équation  pour  déterminer  a^. 
On  continue  des  opérations  semblables,  et,  choisissant  toujours  de 
nouveaux  facteurs,  on  détermine  successivement  tous  les  coefficients 
inconnus.  Or  il  est  manifeste  que  ce  procédé  d'élimination  est  préci- 
sément celui  qui  résulte  de  l'intégration  entre  les  limites  o  et  X.  La 
série  <j,,  i,,  a,,  ...,  i^  des  premiers  facteurs  est 

En  général,  la  série  des  facteurs  qui  servent  à  éliminer  tous  les 
coefficients,  excepté  «,■,  est 
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elle  est  représentée  par  le  terme  général  8\n\i.ixdx,  dans  lequel  on 
donne  successivement  à  x  toutes  les  valeurs 


On  voit  par  là  que  le  procédé  qui  nous  sert  à  déterminer  les  coef- 
ficients ne  (liflere  en  rien  du  calcul  ordinaire  de  l'élimination  dans  les 
équations  du  premier  degré.  Le  nombre  n  des  équations  est  égal  à 

celui  des  quantités  inconnues  a,,  a,,  a a„,  et  le  même  que  le 

nombre  des  quantités  données/,, /j,/, /„.  Les  valeurs  trouvées 

pour  les  coeHicients  sont  celles  qui  doivent  avoir  lieu  pour  que  les 
n  équations  subsistent  a  la  fois,  c'est-à-dire  pour  que  l'équation  (e) 
subsiste  lorsqu'on  donne  à  x  une  de  ces  n  valeurs  comprises  entre  o 
et  X;  et,  coijime  le  nombre  n  est  infini,  il  s'ensuit  que  le  premier 
membre /(x)  coïncide  nécessairement  avec  le  second,  lorsque  la 
valeur  x  substituée  dans  l'un  et  l'autre  est  comprise  entre  o  et  X. 

La  démonstration  précédente  ne  s'applique  pas  seulement  aux  déve- 
loppements dont  la  forme  est 


elle  convient  à  toutes  les  fonctions  7([A/^)  que  l'on  pourrait  substituer 
à  sin^i'X  en  conservant  la  condition  principale,  savoir  que  l'intégrale 


I     <f{iJ.iJ-)<f{iij.r)d.r 


ait  une  valeur  nulle  lorsque  t  ety  sont  des  nombres  dilTcrent!'. 
Si  l'on  propose  de  développer/(.r)  sous  celte  forme 

/{.r)  =  a  -h  a,  cosJi-  +  a,cos^x  -)-..,  + n,-cosi.i7 -h  .. . 
-H  i,  sinj  -h  bts'in-ia:  -t-. . .+  i,  sini'x  -i-. . ., 

les  racines  [i,,  [/-a,  fi^ [i,-,  ...  seront  des  nombres  entiers  et,  la 

condition 
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ayant  toujours  lieu  lorsque  les  indices  i  et  y  sont  des  nombres  diffé- 
rents,  on  obtient,  en  déterminant  les  coefficients  a^-,  è,-,  l'équation 
générale  (II)  (art.  234,  p.  23i)  qui  ne  diffère  pas  de  l'équation  (A) 
(art.  418,  p.  5o2). 

425.. 

Si  l'on  omettait  dans  le  second  membre  de  l'équation  [e]  un  ou  plu- 
sieurs des  termes  qui  répondent  à  une  ou  plusieurs  racines  [a.-  de 
l'équation  (/),  l'équation  (e)  ne  serait  pas  vraie  en  générai.  Pour  s'en 
convaincre,  supposons  qu'un  terme  contenant  (Jiy  et  «y  ne  soit  point 
écrit  dans  le  second  membre  de  l'équation  {e),  on  pourrait  multiplier 
respectivement  les  n  équations  par  les  facteurs 

5in(f:i/  djc)dx,     sin(fiya  d:r)dj',      . . .,     s'\n(}j.jndj;)  da:, 

et,  en  les  ajoutant,  la  somme  de  tous  les  termes  des  seconds  membres 
serait  nulle;  en  sorte  qu'il  ne  resterait  aucun  des  coefficients  inconnus. 
Le  résultat  formé  de  la  somme  des  premiers  membres,  c'est-à-dire  la 
somme  des  valeurs  y,,  y^,  /■„  ...,/„,  multipliées  respectivement  par 
les  facteurs 

s\a(it.jdx)dx,    %in{\ij-idx)dx-,     ...,     s\a{[i-jndx)dx, 

se  réduirait  à  zéro.  Il  faudrait  par  conséquent  que  cette  relation  existât 
entre  les  quantités  données/,,/,,/,, ...,/,,  et  l'on  ne  pourrait  point 
les  considérer  comme  entièrement  arbitraires,  ce  qui  est  contre  l'hypo- 
thèse. Si  ces  quantités/ ./j./j,  ...,/„  ont  des  valeurs  quelconques, 
la  relation  dont  il  s'agit  ne  subsiste  point,  et  l'on  ne  pourrait  pas  satis- 
faire aux  conditions  proposées  en  omettant  un  ou  plusieurs  termes 
tels  que  Uj  %\n}XjX  dans  l'équation  («).  Donc,  la  fonction /(a;)  demeu- 
rant indéterminée,  c'est-à-dire  représentant  le  système  d'un  nombre 
infini  de  constantes  arbitraires  qui  correspondent  à  des  valeurs  de  x 
comprises  entre  o  et  X,  il  est  nécessaire  d'introduire  dans  le  second 
membre  de  l'équation  [e]  tous  les  termes  tels  que  Oy  sin  fj-ya-,  qui  satis- 
font à  la  condition 
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les  indices  i  et/ élanl  différents;  mais  s'il  arrivait  que  la  fonction /(x) 
fût  telle  que  les  n  grandeurs/,,/,,/,,  ...,/,  eussent  entre  elles  cette 
relation  exprimée  par  l'équation 

y       Sill^yj-/(j)rfj=0, 

il  est  évident  que  le  terme  flysinfiy^t  pourrait  être  omis  dans  l'équa- 
tion (c). 

Ainsi,  il  y  a  plusieurs  classes  de  fonctions /(jr)  dont  le  dévelop- 
pement,  représenté  par  le  second  membre  de  l'équation  (e),  ne  con- 
tient pas  certains  termes  correspondants  à  quelques-unes  des  racines  [a. 
Il  y  a,  par  exemple,  des  cas  où  l'on  doit  omettre  tous  les  termes  dont 
l'indice  est  pair,  et  nous  en  avons  vu  divers  exemples  dans  le  cours  de 
cet  Ouvrage.  Mais  cela  ne  peut  avoir  lieu  si  la  fonction  /(x)  a  toute 
la  généralité  possible.  Dans  tous  les  cas,  on  doit  supposer  le  second 
membre  de  l'équation  {e)  complet,  et  le  calcul  fait  connaître  les  termes 
qui  peuvent  être  omis  parce  que  leurs  valeurs  deviennent  nulles. 

426. 

On  voit  clairement  par  cet  examen  que  la  fonction  /{x)  représente, 
dans  notre  analyse,  le  système  d'un  nombre  n  de  quantités  séparées, 
correspondantes  aux  n  valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  X,  et  que  ces 
n  quantités  ont  des  valeurs  acluelies,  et  par  conséquent  non  injtnies, 
choisies  à  volonté.  Toutes  pourraient  être  nulles,  excepté  une  seule 
dont  la  valeur  serait  donnée. 

Il  pourrait  arriver  que  la  série  de  ces  n  valeurs/,, /,,/,,  ...,/,  fut 
exprimée  par  une  fonction  assujettie  à  une  loi  continue,  telle  que  x, 
x',  ?.'\ax,  cos^r,  ou  en  général  !p(ic);  alors  la  ligne  courbe  dont  les 
ordonnées  représentent  les  valeurs  correspondantes  aux  abscisses  œ. 
et  qui  est  placée  au-dessus  de  l'intervalle  de  a:  t=  o  à  :r  =  X,  se  con- 
fond dans  cet  intervalle  avec  la  courbe  dont  l'ordonnée  est  9(^],  et 
les  coefficients  a,,  a^,  a^,  . , . ,  a„  de  l'équation  [e),  déterminés  par  la 
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règle  précédente,  satisfont  toujours  à  cette  condition  qu'une  valeur 
(le  X  comprise  entre  o  et  X  donne  le  même  résultat,  étant  substituée 
dans  q>(^)  et  dans  le  second  membre  de  l'équation  (e). 

F(^]  représente  la  température  initiale  de  la  couclie  sphérique  dont 
le  rayon  est  a-.  On  pourrait  supposer,  par  exemple,  que  l'on  a  F{x)  =  6a:. 
c'est-à-dire  que  la  chaleur  initiale  croit  proportionnellement  à  la  dis- 
tance, depuis  le  centre,  où  elle  est  nulle,  jusqu'à  la  surface,  où  elle 
est  èX.  Dans  ce  cas,  a;F{a;)  ouy(ir)  est  égale  ài^r';  en  appliquant  à 
cette  fonction  la  règle  qui  détermine  les  coefficients,  on  développe- 
rait hx^  en  une  suite  de  termes,  tels  que 


Or  chaque  terme  sin(A,a;,  étant  développé  selon  les  puissances  de  x,  ne 
contient  que  des  puissances  de  rang  impair,  et  la  fonction  hx^  est  une 
puissance  de  rang  pair.  Il  est  très  remarquable  que  cette  fonction  hx^, 
désignant  une  suite  de  valeurs  données  pour  l'intervalle  de  o  à  X, 
puisse  être  développée  en  une  suite  de  termes,  tels  que 


Nous  avons  déjà  prouvé  l'exactitude  rigoureuse  de  ces  résultats,  qui  ne 
s'étaient  point  encore  présentés  dans  l'Analyse,  et  nous  avons  montré 
le  véritable  sens  des  propositions  qui  les  expriment.  On  a  vu,  par 
exemple,  dans  l'article  223  (p.  i\-!\)  que  la  fonction  cosj?  est  déve- 
loppée en  une  suite  de  sinus  d'arcs  multiples;  en  sorte  que,  dans 
l'équation  qui  donne  ce  développement,  le  premier  membre  ne  con- 
tient que  des  puissances  paires  de  la  variable  et  le  second  ne  contient 
que  des  puissances  impaires.  Réciproquement,  la  fonction  sino:,  où  il 
n'entre  que  des  puissances  impaires,  est  i-ésolue  (art.  225,  p.  317)  en 
une  suite  de  cosinus,  qui  ne  conliennent  que  les  puissances  paires. 

Dans  la  question  actuelle  relative  à  la  sphère,  la  valeur  de  xY[x) 
est  développée  au  moyen  de  l'équation  (e).  Il  faut  ensuite,  comme  on 
le  voit  (art.  290,.p.  3i2),  écrire  dans  chaque  terme  le  facteur  expo- 
nentiel, qui  contient  ^  et  l'on  a,  pour  exprimer  la  température!',  qui 
F.  66 
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est  une  fonction  de  x  et  /,  l'équation 

/     aF(a)  sinfi-tadac 

(E)  X.  ^'^ ^"vV sinp,x --^^-^ 

/     s\a}y.,Pdp 

La  solution  générale  que  donne  celte  équation  (lî)  es!  totalement  indé- 
pendante de  la  nature  de  la  fonction  F(^).  parce  que  cette  fonction  ne 
représente  ici  qu'une  multitude  infinie  de  constantes  arbitraires,  qui 
répondent  à  autant  de  valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  X. 

Si  l'on  supposait  la  cliaiour  primitive  contenue  dans  une  seule  partie 
de  la  sphère  solide,  par  exemple  depuis  x  =  o  jusqu'à  a:  =  iX,  et  que 
les  températures  initiales  des  couches  supérieures  fussent  nulles,  il 
suflirait  de  prendre  l'intégrale 

entre  les  limites  a^.=  o  et  a;  =  ^X. 

En  général,  la  solution  exprimée  par  l'équation  (E)  convient  à  tous 
les  cas,  et  la  forme  du  développement  ne  varie  point  selon  ta  nature  de 
la  fonction. 

Supposons  maintenant  que,  ayant  écrit  sïn^  au  lieu  de  F(.r),  on  ait 
déterminé  par  l'intégration  les  coefficients  «/  et  que  l'on  ait  formé 
l'équation 

.r  sinvT  ^=«1  sinft|X  4-  a,  sinfx^x  -\-  a,  sinjjtix  4-.  . . . 

M  est  certain  qu'en  donnant  à  x  une  valeur  quelconque  comprise 
entre  o  et  X,  le  second  membre  de  cette  équation  équivaut  à  ârsina?; 
c'est  une  conséquence  nécessaire  de  notre  calcul.  Mais  il  ne  s'ensuit 
nullement  qu'en  donnant  à  x  une  valeur  non  comprise  entre  o  et  X, 
la  même  égalité  aura  lieu.  On  voit  très  distinctement  le  contraire  dans 
les  exemples  que  nous  avons  cités;  et,  si  l'on  excepte  les  cas  particu- 
liers, on  peut  dire  que  la  fonction,  assujettie  à  une  loi  continue,  qui 
formerait  le  premier  membre  des  équations  de  ce  genre  ne  coïncide 
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avec  la  fonction  exprimée  par  le  second  membre  que  pour  les  valeurs 
de  ce  comprises  entre  o  et  X. 

A  proprement  parler,  l'équation  (e)  est  identique,  et  elle  subsiste 
pour  toutes  les  valeurs  que  l'on  attribuerait  à  la  variable  x;  mais  l'un 
et  l'autre  membre  de  cette  équation  représentent  une  certaine  fonction 
analytique  qui  coïncide  avec  une  fonction  connue  /{x)  si  l'on  donne  à 
la  variable  x  des  valeurs  comprises  entre  o  et  X.  Quant  à  l'existence  de 
ces  fonctions,  qui  coïncident  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable 
comprises  entre  certaines  limites  et  diffèrent  pour  les  autres  valeurs, 
elle  est  démontrée  par  tout  ce  qui  précède,  et  les  considérations  de  ce 
genre  sont  un  élément  nécessaire  de  l'analyse  des  différences  par- 
tielles. 

Au  reste,  il  est  évident  que  les  équations  (e)  et  (E)  ne  s'appliquent 
pas  seulement  à  la  sphère  solide  dont  le  rayon  est  X  :  elles  représentent, 
l'une  l'état  initial,  l'autre  l'état  variable  du  solide  infiniment  étendu 
dont  le  corps  sphérique  fait  partie;  et  lorsqu'on  donne  dans  ces  équa- 
tions, à  la  variable  x,  des  valeurs  plus  grandes  que  X,  elles  se  rap- 
portent aux  parties  de  ce  solide  inlini  qui  enveloppe  la  sphère.  Cette 
remarque  convient  aussi  à  toutes  les  questions  dynamiques  que  l'on 
résout  par  l'analyse  des  différences  partielles. 

427. 

Pour  appliquer  la  solution  donnée  par  l'équation  (E)  au  cas  où  une 
seule  couche  sphérique  aurait  été  primitivement  échauffée,  toutes  les 
antres  ayant  une  température  initiale  nulle,  il  sulKîrait  de  prendre  l'in- 
tégrale 

y  «F(«)sui^iOCû/« 

entre  deux  liiTiitcs  extrêmement  voisines  a  =:  r  et  a  :=  rn-  h,  /■  étant 
le  rayon  de  la  surface  intérieure  de  la  couche  échauffée,  et  u  l'épaisseur 
de  celte  couche. 

On  peut  aussi  considérer  séparément  l'effet  résultant  de  réchauffe- 
ment initial  d'une  autre  couche  comprise  entre  les  limites  r+u  et 
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r+  3u;  et,  si  l'on  ajoute  la  température  variable  due  à  cette  seconde 
cause  à  la  température  que  l'on  avait  d'abord  trouvée  lorsque  la  pre- 
mière couche  était  seule  échaufTée.  la  somme  des  deux  températures 
est  celle  qui  aurait  lieu  si  les  deux  couches  étaient  échaufTées  à  la  fois. 
Il  suftirait,  pour  avoir  égard  aux  deux  causes  réunies,  de  prendre  l'in- 
tégrale 

entre  les  limites  a  =  reta  =  r-i-2«.  Plus  généralement,  l'équation  (E) 
pouvant  être  mise  sous  crtte  forme 


X 


on  reconnaît  que  l'efTet  total  de  t'échaufTemenl  des  différentes  couches 
est  la  somme  dos  cHets  partiels  que  l'on  déterminerait  séparément  en 
supposant  que  chacune  des  couches  a  été  seule  écliaufféc.  La  même 
conséquence  s'étend  à  toutes  les  autres  questions  de  la  Théorie  de  la 
chaleur;  elle  dérive  de  la  nature  même  des  équations,  et  la  forme  des 
intégrales  la  rend  manifeste.  On  voit  que  la  chaleur  contenue  dans 
chaque  élément  d'un  corps  solide  produit  son  effet  distinct,  comme  si 
cet  élément  avait  été  seul  échauffé,  tous  les  autres  ayant  une  tempéra- 
ture initiale  nulle.  Ces  divers  états  se  superposent  en  quelque  sorte  et 
se  rassemblent  pour  former  le  système  général  des  températures. 

C'est  pour  cette  raison  que  la  forme  de  la  fonction  qui  représente  - 
l'état  initial  doit  être  regardée  comme  entièrement  arbitraire.  L'inté- 
grale définie  qui  entre  dans  l'expression  de  la  température  variable, 
ayant  les  mêmes  limites  que  te  solide  échauffé,  montre  expressément 
que  l'on  réunit  tous  les  effets  partiels  dus  à  réchauffement  initial  de 
chaque  élément. 

428. 

Nous  terminerons  ici  cette  Section,  dont  l'objet  appartient  presque 
entièrement  à  l'Analyse.  Les  intégrales  que  nous  avons  obtenues  ne 
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sont  point  seulement  des  expressions  générales  qui  satisfont  aux  équa- 
tions difTérentielles  :  elles  représentent  de  la  manière  la  plus  distincte 
t'efTet  naturel,  qui  est  l'objet  de  là  question.  C'est  celte  condition  prin- 
cipale que  nous  avons  eue  toujours  en  vue,  et  sans  laquelle  les  résultats 
du  calcul  ne  nous  paraîtraient  que  des  transformations  inutiles.  Lorsque 
cette  condition  est  remplie,  l'intégrale  est,  à  proprement  parler,  Végua- 
tion  du  pliénomÉne ;  elle  en  exprime  clairement  le  caractère  et  le  pro- 
grès, de  même  que  l'équation  finie  d'une  ligne  ou  d'une  surface  courbe 
fait  connaître  toutes  les  propriétés  de  ces  figures.  Pour  découvrir  ces 
solutions,  nous  ne  consi<lérons  point  une  seule  forme  de  l'intégrale; 
nous  cberchons  à  obtenir  immédiatement  celle  qui  est  propre  à  la 
question.  C'est  ainsi  que  l'intégrale  qui  exprime  le  mouvement  de  la 
chaleur  dans  une  spbcre  d'un  rayon  donné  est  très  dilTérente  de  celle 
qui  exprime  ce  mouvement  dans  un  corps  cylindrique,  ou  même  dans 
une  sphère  d'un  rayon  supposé  infini.  Or  chacune  de  ces  intégrales  a 
une  forme  déterminée,  qui  ne  peut  pas  être  suppléée  par  une  autre.  Il 
est  nécessaire  d'en  faire  usage  si  l'on  veut  connaître  la  distribution  de 
la  chaleur  dans  le  corps  dont  il  s'agit.  En  général,  on  ne  pourrait 
apporter  aucun  changement  dans  la  forme  de  nos  solutions  sans  leur 
faire  perdre  leur  caractère  essentiel,  qui  est  de  représenter  les  phéno- 
mènes. 

Ces  diverses  intégrales  pourraient  être  déduites  les  unes  des  autres; 
car  elles  ont  la  même  étendue.  Mais  ces  transformations  exigent  de 
longs  calculs  et  supposent  presque  toujours  que  la  forme  des  résultats 
est  connue  d'avance.  On  peut  considérer,  en  premier  lieu,  des  corps 
dont  les  dimensions  sont  finies  et  passer  de  cette  question  à  celle  qui 
se  rapporte  à  un  solide  non  terminé.  On  substitue  alors  une  intégrale 
définie  à  la  somme  désignée  par  le  signe  2.  C'est  ainsi  que  les  équa- 
tions (a)  et  (^);  rapportées  au  commencement  de  cette  Section,  dé- 
pendent l'une  de  l'autre.  La  première  devient  la  seconde  lorsqu'on 
suppose  le  rayon  R  infini.  On  peut  réciproquement  déduire  de  cette 
seconde  équation  (^)  les  solutions  relatives  aux  corps  de  dimensions 
limitées. 
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En  général,  nous  avons  cherrhé  à  obtenir  chaque  résultat  par  la  voie 
la  plus  courte.  Voici  les  éléments  principaux  de  ta  méthode  que  nous 
avons  suivie  : 

t"  On  considère  à  la  fois  la  condition  générale  donnée  par  l'équation 
aux  dilTércnces  partielles  et  toutes  les  conditions  singulières  qui  déter- 
minent entièrement  la  question;  et  l'on  se  propose  de  former  l'expres- 
sion analvtique  qui  satisfait  à  toutes  ces  conditions. 

2"  On  reconnaît  d'abord  que  cette  expression  contient  un  nombre 
indétini  de  termes  ou  il  entre  des  constantes  inconnues,  ou  qu'elle 
équivaut  à  une  intégrale  où  se  trouvent  une  ou  plusieurs  fonctions 
arbitraires.  Dans  le  premier  cas,  c'est-à-dire  lorsque  le  terme  général 
est  affecté  du  signe  ^,  on  déduit  des  conditions  spéciales  une  équation 
transcendante  déterminée,  dont  les  racines  donnent  les  valeurs  d'un 
nombre  inBni  de  constantes. 

Le  second  cas  a  lieu  lorsque  le  terme  général  devient  une  quantité 
infiniment  petite:  alors  la  somme  de  la  série  se  change  en  une  inté- 
grale définie. 

.'i"  On  peut  démontrer  par  les  théorèmes  fondamentaux  de  l'Algèbre, 
ou  même  par  la  nature  physique  de  la  question,  que  l'équation  trans- 
rendante a  toutes  ses  racines  réelles  et  en  nombre  inlini. 

4"  Dans  les  questions  élémentaires,  le  terme  général  est  formé  de 
sinus  ou  cosinus;  les  racines  de  l'équation  déterminée  sont  des 
nombres  entiers,  ou  des  quantités  réelles  et  irrationnelles  :  chacune 
d'elles  est  comprise  entre  deux  limites  déterminées. 

Dans  les  questions  plus  composées,  le  terme  général  est  formé  d'une 
fonction  implicitement  donqée  au  moyen  d'une  équation  diBerentielle, 
intégrable  ou  non.  Quoi  qu'il  en  soit,  l'équation  déterminée  subsiste; 
elle  a  toutes  ses  racines  réelles  et  en  nombre  inBni.  Cette  distinction 
des  parties  dont  l'intégrale  doit  être  composée  est  très  importante. 
parce  qu'elle  fait  connaître  clairement  la  forme  de  la  solution  et  les 
relations  nécessaires  entre  les  coefRcients. 

5"  Il  reste  à  déterminer  les  seules  constantes  qui  dépendent  de  l'étal 
initial,  ce  qui  se  fait  par  l'élimination  des  inconnues  dans  un  nombre 
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infini  d'équations  du  premier  degré.  On  multiplie  l'équotion  qui  se 
rapporte  à  l'état  initial  par  un  facteur  difTérenticl,  et  l'on  intégre  entre 
des  limites  définies,  qui  sont  te  plus  souvent  celles  du  solide  où  le 
mouvement  s'accomplit. 

II  y  a  des  questions  pour  lesquelles  nous  avons  déterminé  les  coef- 
ficients par  des  intégrations  successives,  comme  on  le  verra  dans  le 
Mémoire  qui  a  pour  objet  la  température  des  habitations.  Dans  ce  cas, 
on  considère  les  intégrales  exponentielles  qui  conviennent  à  l'état  ini- 
tial du  solide  infini;  car  il  est  facile  d'obtenir  ces  intégrales. 

Il  résulte  des  intégrations  que  tous  les  termes  du  second  membre 
disparaissent,  excepté  celui  dont  on  veut  déterminer  te  coefficient. 
Dans  la  valeur  de  ce  coefficient,  le  dénominateur  ne  devient  jamais 
nul,  et  l'on  obtient  toujours  une  intégrale  définie  dont  les  limites  sont 
celles  du  solide  et  dont  un  des  fadeurs  est  la  fonction  arbitraire  qui 
convient  à  l'état  initial.  Cette  forme  du  résultat  est  nécessaire,  parce 
que  le  mouvement  variable  qui  est  l'objet  de  la  question  se  compose 
de  tous  ceux  qui  auraient  lieu  séparément  si  chaque  point  .du  solide 
était  seul  échauffé  et  que  la  température  initiale  de  tous  tes  autres  fijt 
nulle. 

Lorsqu'on  examine  avec  soin  ce  procédé  d'intégration  qui  sert  à 
déterminer  les  coefficients,  on  voit  qu'il  contient  une  démonstration 
complète,  et  qu'il  montre  très  distinctement  ta  nature  des  résultats; 
en  sorte  qu'il  n'est  nullement  nécessaire  de  les  vérifier  par  d'autres 
calculs. 

La  plus  remarquable  des  questions  que  nous  ayons  exposées  jus- 
qu'ici, et  ta  plus  propre  à  faire  connaître  l'ensemble  de  notre  analyse, 
est  celle  du  mouvement  variable  de  la  chaleur  dans  un  corps  cylin- 
drique. Dans  d'autres  recherches,  la  détermination  des  coefficients 
exigerait  des  procédés  de  calcul  que  nous  ne  connaissons  point  encore. 
Mais  il  faut  remarquer  que  l'on  peut  toujours,  sans  déterminer  l'es 
valeurs  des  coefficients,  acquérir  une  connaissance  exacte  de  la  ques- 
tion et  de  la  marclie  naturelle  du  phénomène  qui  en  est  l'objet;  la 
considération  principale  est  celle  des  mouvements  simples. 
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6"  Lorsque  l'expri'ssion  cherchée  contient  une  intégrale  déBoie,  on 
détermine  les  fondions  inconnues  placées  sous  le  signe  f,  soit  par  les 
ihéorèmes  que  nous  avons  donnés  pour  exprimer  les  fonctions  arbi- 
traires en  intégrales  définies,  soit  par  un  procédé  plus  composé,  dont 
on  trouvera  divers  exemples  dans  la  seconde  Partie. 

Ces  théorèmes  s'élendenl  à  un  nombre  quelconque  de  variables.  Ils 
appartiennent  en  quelque  sorte  à  une  méthode  inverse  d'intégration 
définie  :  car  ils  servent  à  déterminer  sous  les  signes  /  et  D  des  fonc- 
tions inconnues  qui  doivent  être  telles  que  le  résultat  de  l'intégration 
soit  une  fonction  donnée. 

Les  mêmes  principes  s'appliquent  à  diverses  autres  questions  de 
Géométrie,  de  Physique  générale  ou  d'Analyse,  soit  que  les  équations 
contiennent  des  différences  finies  ou  infiniment  petites,  soit  qu'elles 
comprennent  les  unes  et  les  autres. 

Les  solutions  que  l'on  obtient  par  cette  méthode  sont  complètes  et 
consistent  dans  des  intégrales  générales.  Aucune  autre  intégrale  ne 
peut  avoir  plus  d'étendue.  Les  objections  qui  avaient  été  proposées  à 
ce  sujet  sont  dénuées  de  tout  fondement;  il  serait  aujourd'hui  superflu 
de  les  discuter. 

7"  Nous  avons  dit  que  chacune  de  ces  solutions  donne  Véquation 
propre  du  phénomène ,  parce  qu'elle  le  représente  distinctement  dans 
toute  l'étendue  de  son  cours,  et  qu'elle  sert  à  déterminer  facilement 
en  nombre  tous  les  résultats. 

Les  fonctions  que  l'on  obtient  par  ces  solutions  sont  donc  composées 
d'une  multitude  de  termes,  soit  finis,  soit  infiniment  petits;  mais  la 
forme  de  ces  expressions  n'a  rien  d'arbitraire  :  elle  est  déterminée  par 
le  caractère  physique  du  phénomène.  C'est  pourquoi,  lorsque  la  valeur 
(le  la  fonction  est  exprimée  par  une  série  oii  il  entre  des  exponentielles 
relatives  au  temps,  il  est  nécessaire  que  cela  soit  ainsi,  parce  que  l'efl'el 
naturel  dont  on  recherche  les  lois  se  décompose  réellement  en  parties 
distinctes,  correspondantes  aux  différents  termes  de  la  série.  Ces  parties 
expriment  autant  de  mouvements  simples  compatibles  avec  les  condi- 
tions spéciales;  pour  chacun  de  ces  mouTements,  toutes  les  tempéra- 
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tures  décroissent  en  conservant  leurs  rapports  primitifs.  On  ne  doit  pas 
voir  dans  celte  composition  un  résultat  de  t'Analyse,  dû  à  la  seule 
forme  linéaire  des  équations  différentielles,  mais  un  effet  subsistant, 
qui  devient  sensible  dans  les  expériences.  Il  se  présente  aussi  dans  les 
questions  dynamiques  où  l'on  considère  les  causes  qui  anéantissent  le 
mouvement;  mais  il  appartient  nécessairement  à  toutes  les  questions 
de  la  théorie  de  la  cbaleur,  et  il  détermine  la  nature  de  la  méthode 
que  nous  avons  suivie  pour  les  résoudre. 

La  théorie  mathématique  de  la  clialeur  se  forme  :  i**  de  la  définition 
exacte  de  tous  les  éléments  du  calcul  ;  2**  des  équations  différentielles  ; 
3**  des  intégrales  propres  aux  questions  fondamentales.  On  peut  arriver 
aux  équations  par  plusieurs  voies;  on  peut  aussi  obtenir  les  mêmes 
intégrales,  ou  résoudre  d'autres  questions,  en  apportant  quelque  chan- 
gement dans  la  marche  du  calcul.  Nous  pensons  que  ces  recherches  ne 
constituent  point  une  méthode  différente  de  la  nôtre;  mais  elles  con- 
firment et  multiplient  les  résultats. 

9°  On  avait  objecté  au  sujet  de  notre  analyse  que,  les  équations 
transcendantes  qui  déterminent  les  exposants  ayant  des  racines  imagi- 
naires, il  serait  nécessaire  d'employer  les  termes  qui  en  proviennent, 
et  qui  indiqueraient  dans  une  partie  du  phénomène  le  caractère  pério- 
dique :  mais  cette  objection  n'est  point  fondée,  parce  que  les  équa- 
tions dont  il  s'agit  ont,  en  effet,  toutes  leurs  racines  réelles,  et  qu'au- 
cune partie  du  phénomène  ne  peut  être  périodique. 

10°  On  avait  allégué  que,  pour  résoudre  avec  certitude  les  questions 
de  ce  genre,  il  est  nécessaire  de  recourir  dans  tous  les  cas  à  une  cer- 
taine forme  de  l'intégrale,  que  l'on  désignait  comme  générale;  et  l'on 
proposait,  sous  cette  dénomination,  l'équation  (f)  de  l'article  398; 
mais  cette  distinction  n'est  point  fondée;  et  l'usage  d'une  seule  inté- 
grale n'aurait  pour  effet,  dans  plusieurs  cas,  que  de  compliquer  le 
calcul  sans  nécessité.  Il  est  d'ailleurs  évident  que  cette  intégrale  {y)  se 
déduit  de  celle  que  nous  avons  donnée  en  1807  pour  déterminer  le 
mouvement  de  la  chaleur  dans  une  armille  d'un  rayon  déterminé  R; 
il  suffit  de  donner  à  R  une  valeur  infinie. 

F.  67 
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1 1"  On  a  pensé  que  la  méthode  qui  consiste  à  exprimer  l'intégrale 
par  une  suite  de  termes  exponentiels,  et  à  déterminer  les  coefficients 
au  moyen  de  l'état  initial,  ne  résout  point  ta  question  relative  à  un 
prisme  qui  perd  inégalement  sa  chaleur  par  ses  deux  extrémités;  ou 
que,  du  moins,  il  serait  très  difTicile  de  vérifier  ainsi  la  solution  que 
l'on  déduit  de  l'intégrale  (y)  par  de  longs  calculs.  On  reconnaîtra  par 
un  nouvel  examen  que  notre  méthode  s'applique  directement  à  cette 
question,  et  qu'il  suffit  même  d'une  seule  intégration. 

la"  Nous  avons  développé  en  séries  de  sinus  d'arcs  multiples  des 
fonctions  qui  paraissent  ne  contenir  que  des  puissances  paires  de  la 
variable,  par  exemple  cosx.  Nous  avons  exprimé  par  des  suites  con- 
vergentes, ou  en  intégrales  définies,  des  parties  séparées  de  diverses 
fonctions  ou  des  fonctions  discontinues  entre  certaines  limites,  par 
exemple  celle  qui  mesure  l'ordonnée  dans  un  triangle.  Nos  démonstra- 
tions ne  laissent  aucun  doute  sur  l'exacte  vérité  de  ces  équations. 

iS"  On  trouve  dans  les  Ouvrages  de  tous  les  géomètres  des  résultats 
et  (les  procédés  de  calcul  analogues  à  ceux  que  nous  avons  employés. 
Ce  sont  des  cas  particuliers  d'une  méthode  générale,  qui  n'était  point 
encore  formée  et  qu'il  devenait  nécessaire  d'élalilir,  pour  connaître, 
même  dans  les  questions  les  plus  simples,  les  lois  mathématiques  de 
la  distribution  de  la  chaleur.  Cette  théorie  exigeait  une  analyse  qui  lui 
est  propre,  et  dont  un  élément  principal  est  l'expression  analytique 
d(!s  fonctions  séparées,  ou  des  parties  de  fondions. 

Nous  entendons  \tnr  fonction  séparée,  ou  partie  de  fonction,  une 
ronclion/{j:)  qui  a  des  valeurs  subsistantes  lorsque  la  variable x est 
eumprise  entre  dos  limites  données,  et  dont  la  valeur  est  toujours 
nulle  si  la  variable  n'est  pas  comprise  entre  ces  limites.  Cette  fonction 
mesure  l'ordonnée  d'une  ligne  qui  comprend  un  arc  fini  d'une  forme 
arbitraire  et  se  confond  avec  l'axe  des  abscisses  dans  tout  le  reste  de 
son  cours. 

Cette  notion  n'est  point  opposée  aux  principes  généraux  du  Calcul; 
on  pourrait  même  en  trouver  les  premiers  fondements  dans  les  écrits 
de  Daniel  Bcrnoulli,  de  Clairaut,  de  Lagrange  et  d'Euler.  Toutefois  on 
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avait  regardé  comme  manifestement  impossible  d'exprimer  en  séries 
(le  sinus  d'arcs  multiples,  ou  du  moins  en  séries  trigonométriques  con- 
vergentes, une  fonction  qui  n'a  do  valeurs  subsistantes  que  si  celles 
(le  la  variable  sont  comprises  entre  certaines  limites,  et  dont  toutes  les 
autres  valeurs  seraient  nulles.  Mais  ce  point  d'analyse  est  pleinement 
('clairci;  et  il  demeure  incontestable  que  tes  fonctions  séparées,  ou 
parties  de  fonctions,  sont  exactement  exprimées  par  des  séries  Irigo- 
nométriques  convergentes,  ou  par  des  intégrales  définies.  Nous  avons 
insisté  sur  cette  conséquence  dès  l'origine  de  nos  reclierches  jusqu'à 
ce  Jour,  parce  qu'il  ne  s'agit  point  ici  d'une  question  abstraite  et  isolée, 
mais  d'une  considération  principale,  intimement  liée  aux  applications 
les  plus  utiles  et  les  plus  étendues.  Rien  ne  nous  a  paru  plus  propre 
que  les  constructions  géométriques  à  démontrer  la  vérité  de  ces  nou- 
veaux résultats,  et  à  rendre  sensibles  les  formes  que  l'Analyse  emploi(^ 
pour  les  exprimer. 

i4°  Les  principes  qui  nous  ont  servi  à'établir  la  théorie  analytiqm! 
(le  .la  cbaleur  s'appliquent  immédiatement  à  la  rechercbe  du  mouve- 
ment des  ondes  dans  les  liquides  dont  une  partie  a  été  agitée.  Ils 
donnent  aussi  celles  des  vibrations  des  lames  élastiques,  des  surfaces 
tlexihtes  tendues,  dessurfaees  planes  élastiques  de  très  grandes  dimen- 
sions, et  conviennent  en  général  aux  questions  qui  dépendent  de  la 
théorie  de  l'élasticité.  Le  propre  des  solutions  que  l'on  déduit  de  ces 
principes  est  de  rendre  les  applications  numériques  faciles,  et  de  pré- 
senter des  résultats  distincts  et  sensibles,  qui  déterminent  réellement 
l'objet  de  la  question,  sans  faire  dépendre  cette  connaissance  d'inté- 
grations ou  d'éliminations  qu'on  ne  peut  effectuer.  Nous  regardons 
comme  superflue  toute  transformation  des  résultats  du  calcul  qui  ne 
satisfait  point  à  cette  condition  principale. 

429. 

1°  Nous  présenterons  maintenant  diverses  remai-ques  concernant  les 
équations  différentielles  du  mouvement  de  la  cbaleur. 
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Si  deux  molécules  d'un  même  corps  sont  extrêmement  voisines  et  ont  des 
températures  inégales,  celle  qui  est  la  plus  échauffée  communique  directe- 
ment  à  l'autre  pendant  un  instant  une  certaine  quantité  de  chaleur;  cette 
quantité  est  proportionnelle  à  la  différence  extrêmement  petite  des  tempé- 
ratures :  c'est-à-dire  que,  si  celle  difTérence  devenait  double,  triple, 
quadruple  et  que  toutes  les  autres  conditions  demeurassent  les  mêmes, 
la  chaleur  communiquée  serait  double,  triple,  quadruple. 

Celle  proposition  exprime  un  fait  général  et  constant,  qui  suffit  pour 
servir  de  fondement  à  la  théorie  mathémalique.  Le  mode  de  transmis- 
sion est  donc  connu  avec  certitude,  indépendamment  de  toute  hypo- 
thèse sur  la  nature  de  la  cause,  et  il  ne  peut  être  envisagé  sous  deux 
points  de  vue  différents.  Il  esl  évident  que  la  communication  immé- 
diate s'opère  suivant  toutes  les  directions,  et  qu'elle  n'a  lieu,  dans  les 
fluides  ou  les  liquides  non  diaphanes,  qu'entre  des  molécules  extrê- 
mement voisines. 

Les  équations  générales  du  mouvement  de  la  chaleur,  dans  l'inté- 
rieur des  solides  de  dimensions  quelconques,  et  à  la  surface  de  ces 
corps,  sont  des  conséquences  nécessaires  de  la  proposition  précédente. 
I£lles  s'en  déduisent  rigoureusement,  comme  nous  l'avons  prouvé  dans 
nos  premiers  Mémoires  en  1807,  et  l'on  obtient  facilement  ces  équa- 
tions au  moyen  de  lemmes  dont  la  démonstration  n'est  pas  moins 
exacte  que  celle  des  propositions  élémentaires  de  la  Mécanique. 

On  déduit  encore  ces  équations  de  la  même  proposition  en  détermi- 
nant par  des  intégrations  la  quantité  totale  de  chaleurqu'une  molécule 
reçoit  de  celles  qui  l'environnent.  Ce  calcul  n'est  sujet  à  aucune  difii- 
culté.  Les  lemmes  dont  il  s'agit  suppléent  aux  intégrations,  parce  qu'ils 
donnent  immédiatement  l'expression  du  flux,  c'est-à<dire  la  quantité 
de  chaleur  qui  traverse  une  section  quelconque.  L'un  et  l'autre  calcul 
doivent  évidemment  conduire  au  même  résultat;  et,  comme  il  n'y  a 
aucune  difl'érence  dans  le  principe,  il  ne  peut  point  y  en  avoir  dans  les 
conséquences. 

2°  Nous  avons  donné  en  iSi  1  l'équation  générale  qui  se  rapporte  à 
ia  surface.  Elle  n'a  pas  été  déduite  de  cas  particuliers,  comme  on  l'a 
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supposé  sans  aucun  fondement;  et  elle  n'aurait  pu  l'être  :  la  proposi- 
tion qu'elle  exprime  n'est  point  de  nature  à  être  découverte  par  voie 
d'induction  ;  on  ne  peut  pas  la  connaître  pour  certains  corps  et  l'ignorer 
pour  les  autres;  elle  est  nécessaire  pour  tous,  aBn  que  l'état  de  la  super- 
ficie ne  subisse  pas  dans  un  temps  déterminé  un  changement  infini.  Nous 
avons  omis  dans  notre  Mémoire  les  détails  de  la  démonstration,  parce 
qu'ils  consistent  seulement  dans  l'application  de  propositions  connues. 
Il  sulîisait  dans  cet  écrit  de  donner  le  principe  et  le  résultat,  comme 
nous  l'avons  fait  dans  l'article  15  du  Mémoire  cité. 

On  déduit  aussi  de  celte  même  condition  l'équation  générale  dont  il 
s'agit,  en  déterminant  la  quantité  totale  de  chaleur  que  chaque  molé- 
cule placée  à  la  surface  reçoit  et  communique.  Ces  calculs,  très  com- 
posés, ne  changent  rien  à  la  nature  de  la  démonstration. 

Dans  la  recherche  de  l'équation  différentielle  du  mouvement  de  la 
chaleur,  on  peut  supposer  que  la  masse  n'est  point  homogène,  et  il  est 
très  facile  de  déduire  cette  équation  de  l'expression  analytique  du  flux; 
il  suffît  de  laisser  sous  le  signe  de  la  diffère nliation  le  coefficient  qui 
mesure  la  conducibilité. 

S"  Newton  a  considéré  le  premier  la  loi  du  refroidissement  des 
corps  dans  l'air  :  celle  qu'il  a  admise  pour  le  cas  où  l'air  est  emporté 
avec  une  vitesse  constante  est  d'autant  plus  conforme  aux  observations 
que  la  différence  des  températures  est  moindre;  elle  aurait  lieu  exac- 
tement si  cette  différence  était  infiniment  petite. 

Âmontons  a  fait  une  expérience  remarquable  sur  l'établissement  de 
la  chaleur  dans  un  prisme  dont  l'extrémité  est  assujettie  à  une  tempé- 
rature déterminée.  La  loi  logarithmique  du  décroissement  des  tempé- 
ratures dans  ce  prisme  a  été  donnée  pour  la  première  fois  par  Lambert, 
de  l'Académie  de  Berlin.  MM.  Biot  et  de  Rumford  ont  confirmé  cette 
loi  par  des  expériences. 

Pour  découvrir  les  équations  différentielles  du  mouvement  variable 
de  la  chaleur,  et  même  dans  les  cas  les  plus  élémentaires,  comme  celui 
du  prisme  cylindrique  d'un  très  petit  rayon,  il  était  nécessaire  de  con- 
naître l'expression  mathématique  de  la  quantité  de  chaleur  qui  tra- 
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verse  une  partie  extrêmement  petite  du  prisme.  Cette  quantité  n'est 
|>as  seulement  proportionnelle  à  la  différence  des  températures  des 
deux  sections  qui  terminent  la  tranche.  On  prouve  de  la  manière  la 
plus  rigoureuse  qu'elle  est  aussi  en  raison  inverse  de  l'épaisseur  de 
cette  tranche;  c'est-à-dire  que,  si  deux  tranches  d'un  même  prisme  étaient 
inégalement  épaisses  et  que,  pour  la  première,  la  dij/ërence  des  températures 
des  deux  bases  fût  la  même  que  pour  la  seconde,  les  quantités  de  chaleur 
qui  traversent  ces  tranches  pendant  le  même  instant  seraient  en  raison 
inverse  des  épaisseurs.  Le  lemme  précédent  ne  convient  pas  seulement 
à  des  tranches  dont  l'épaisseur  est  infiniment  petite  :  il  s'applique  à 
des  prismes  d'une  épaisseur  quelconque.  Cette  notion  du  flux  est  fon- 
<lumentale  ;  tant  qu'on  ne  l'a  point  acquise,  on  ne  peut  se  former  une 
idée  exacte  du  phénomène  et  de  l'équation  qui  l'exprime. 

Il  est  évident  que  l'accroissement  instantané  de  la  température  d'un 
point  est  proportionnel  à  l'excès  de  la  quantité  de  chaleur  que  ce  point 
a  rc(;ue  sur  la  quantité  qu'il  a  perdue,  et  qu'une  équation  diflerentielle 
partielle  doit  exprimer  ce  résultat;  mais  la  question  ne  consiste  pas  à 
énoncer  celte  proposition,  qui  est  le  fait  lui-même  :  elle  consiste  à 
Ibrmer  réellement  l'équation  différentielle,  ce  qui  exige  que  l'on  con- 
sidère ce  fait  dans  ses  éléments.  Si,  au  lieu  d'employer  l'expression 
exacte  du  flux  de  chaleur,  on  omet  le  dénominateur  de  cette  expres- 
sion, on  fait  naître  par  cela  même  une  difficulté  qui  n'est  nullement 
inhérente  à  la  question;  et  il  n'y  a  aucune  théorie  mathématique  qui 
n'en  présentât  de  semhlahles  si  l'on  commençait  par  altérer  le  principe 
des  démonstrations.  Non'seulement  on  ne  peut  former  ainsi  une  équa- 
tion différentielle,  mais  il  n'y  a  rien  de  plus  opposé  à  une  équation 
qu'une  proposition  de  ce  genre,  où  l'on  exprimerait  l'égalité  de  quan- 
tités qui  ne  peuvent  être  comparées.  Pour  éviter  cette  erreur,  il  suffit 
de  donner  quelque  attention  à  la  démonstration  et  aux  conséquences 
du  lemme  précédent  (art.  65,  G6,  67  et  75). 

4°  Quant  aux  notions  dont  nous  avons  déduit  pour  la  première  fois 
les  équations  différentielles,  elles  sont  celles  que  les  physiciens  ont 
toujours  admises.  Nous  ignorons  si  quelqu'un  a  pu  concevoir  le  mou- 
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vement  de  la  chaleur  comme  étanl  produit  dans  l'intérieur  des  corps 
par  le  seul  contact  des  surfaces  qui  séparent  les  différentes  parties. 
Pour  nous,  une  telle  proposition  nous  paraîtrait  dépourvue  de  tout 
sens  iotelligible.  Une  surface  de  contact  ne  peut  être  le  sujet  d'aucunr 
qualité  physique  :  elle  n'est  ni  échauffée,  ni  colorée,  ni  pesante.  Il  osl 
évident  que,  lorsqu'une  partie  d'un  corps  donne  sa  chaleur  à  une  autre, 
il  y  a  une  infinité  de  points  matériels  de  la  première  qui  agissent  sur 
une  infinité  de  points  de  la  seconde.  Il  faut  seulement  ajouter  que, 
dans  l'intérieur  des  matières  opaques,  les  points  dont  la  distance  n'est 
pas  très  petite  ne  peuvent  se  communiquer  directement  leur  chaleur; 
celle  qu'ils  s'envoient  est  interceptée  par  les  molécules  intermédiaires. 
Les  tranches  en  contact  sont  les  seules  qui  se  communiquent  immé- 
diatement leur  chaleur.  Lorsque  l'épaisseur  de  ces  tranches  égale  ou 
surpasse  la  distance  que  la  chaleur  envoyée  par  un  point  parcourt 
avant  d'être  entièrement  absorbée,  il  n'y  a  d'action  directe  qu'entre 
les  points  matériels  extrêmement  voisins;  et  c'est  pour  cela  que  l'ex- 
pression du  flux  a  la  forme  que  nous  lui  attribuons.  Ce  flux  résulte 
donc  d'une  multitude  infinie  d'actions  dont  les  effets  s'ajoutent:  mais 
ce  n'est  point  pour  cette  cause  que  sa  valeur  pendant  l'unité  de  temps 
est  une  grandeur  finie  et  mesurable,  quoiqu'il  ne  soit  déterminé  que 
par  une  différence  extrêmement  petite  entre  les  températures. 

Lorsqu'un  corps  échauffé  perd  sa  chaleur  dans  un  milieu  élastique, 
ou  dans  un  espace  vide  d'air  terminé  par  une  enveloppe  solide,  la  va- 
leur de  ce  flux  extérieur  est  assurément  une  intégrale;  elle  est  encore 
duc  à  l'action  d'une  infinité  de  points  matériels,  très  voisins  de  la  sur- 
face, et  nous  avons  démontré  autrefois  que  ce  concours  détermine  la 
loi  du  rayonnement  extérieur;  cependant  la  quantité  de  chaleur  émise 
pendant  l'unité  de  temps  serait  infiniment  petite  si  la  différence  des 
températures  n'avait  point  une  valeur  finie.  Dans  l'inférieur  des 
masses,  la  faculté  conductrice  est  incomparablement  plus  grande  que 
celle  qui  s'exerce  à  la  superficie  ;  celte  propriété,  quelle  qu'en  puisse 
être  la  cau.se,  nous  est  connue  de  la  manière  la  plus  claire,  puisque, 
le  prisme  étant  parvenu  a  son  état  constant,  la  quantité  de  chaleur  qui 
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traverse  une  secdon  pendant  l'unité  de  temps  compense  exactement 
celle  qui  se  dissipe  par  toute  la  partie  de  la  surface  échauflee  qui  est 
placée  au  delà  de  cette  section,  et  dont  les  températures  surpassent 
celle  du  milieu  d'une  grandeur  finie.  Lorsqu'on  n'a  point  égard  à  ce 
fait  principal,  et  que  l'on  omet  le  diviseur  dans  l'expression  du  flux. 
il  est  entièrement  impossible  de  former  l'équation  différentielle,  même 
pour  le  cas  le  plus  simple  ;  à  plus  forte  raison  serait-on  arrêté  dans  la 
recherche  des  équations  générales. 

5°  De  plus,  il  est  nécessaire  de  connaître  comment  les  dimensions 
de  la  section  du  prisme  influent  sur  les  valeurs  des  températures  ac- 
quises.  Quoiqu'il  s'agisse  seulement  du  mouvement  linéaire,  et  que 
tous  les  points  d'une  section  soient  regardés  comme  ayant  la  même 
température,  il  ne  s'ensuit  pas  que  l'on  puisse  faire  abstraction  des 
dimensions  de  la  section,  et  étendre  à  d'aulrcs  prismes  les  consé- 
quences qui  ne  conviennent  qu'il  un  seul.  On  ne  peut  point  former 
l'équation  exacte  sans  exprimer  cette  relation  entre  l'étendue  de  la 
section  et  l'effet  produit  à  l'extrémité  du  prisme. 

Nous  ne  développerons  pas  davantage  l'examen  des  principes  qui 
nous  ont  conduit  à  la  connaissance  des  équations  différentielles  ;  nous 
ajoutons  seulement  que,  pour  porter  un  jugement  approfondi  sur  l'u- 
tilité de  ces  principes,  il  faut  aussi  considérer  des  questions  variées  et 
difficiles  :'par  exemple,  celle  que  nous  allons  indiquer,  et  dont  la  solu* 
tion  manquait  à  noire  théorie,  ainsi  que  nous  l'avions  fait  remarquer 
depuis  longtemps.  Cette  question  consiste  à  former  tes  équations  difTé- 
renlielles  qui  expriment  la  distribution  de  la  chaleur  dans  les  liquides 
en  mouvement  lorsque  toutes  les  molécules  sont- déplacées  par  des 
forces  quelconques,  combinées  avec  les  changements  de  température. 
Ces  équations,  que  nousavons  données  dans  le  cours  de  l'année  1820, 
appartiennent  à  l'Hydrodynamique  générale;  elles  complètent  cette 
branche  de  la  Mécanique  analytique. 
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430. 

Les  ilifférents  corps  jouissent  très  inégalement  de  cette  propriété 
que  les  physiciens  ont  Appelée  conductibilùë  ou  conducibiUté,  c'est-à-dire 
de  la  faculté  d'admettre  la  chaleur  et  de  la  propager  dans  l'intérieur 
des  masses.  Nous  n'avons  point  changé  ces  dénominations,  quoi- 
qu'elles ne  nous  paraissent  point  exactes.  L'une  et  l'autre,  et  surtout 
la  première,  exprimeraient  plutôt,  selon  toutes  les  analogies,  la  faculté 
d'être  conduit  que  celle  de  conduire. 

La  chaleur  pénètre  avec  plus  ou  moins  de  facilité  la  superficie  des 
diverses  substances,  soit  pour  s'y  introduire,  soit  pour  en  sortir,  et 
les  corps  sont  inégalement  perméables  à  cet  élément;  c'est-à-dire  qu'il 
s'y  propage  avec  plus  ou  moins  de  facilité  en  passant  d'une  molécule 
intérieure  à  une  autre.  Nous  pensons  que  l'on  pourrait  désigner  ces 
deux  propriétés  distinctes  par  les  noms  de  pénétrabilité  et  de  perméa- 
bilité. 

Il  faut  surtout  ne  point  perdre  de  vue  que  la  pénétrabilité  de  la  sur- 
face dépend  de  deux  qualités  diflerentes  :  l'une  est  relative  au  milieu 
extérieur,  et  exprime  la  facilité  de  la  communication  par  le  contact; 
l'autre  consiste  dans  la  propriété  d'émettre  ou  d'admettre  la  chaleur 
rayonnante.  Quant  à  la  perméabilité  spécifique,  elle  est  propre  à 
chaque  substance  ci  indépendante  de  l'état  de  la  superficie.  Au  reste, 
les  définitions  précises  sont  le  vrai  fondement  de  la  théorie;  mais  les 
dénominations  n'ont  point,  dans  la  matière  que  nous  traitons,  le  même 
degré  d'importance.    ' 

431. 

On  ne  peut  point  appliquer  cette  dernière  remarque  aux  notations  ; 
car  elles  contribuent  beaucoup  aux  progrès  de  la  science  du  calcul. 
On  ne  doit  les  proposer  qu'avec  réserve,  ni  les  admettre  qu'après  un 
long  examen.  Celle  que  nous  avons  employée  se  réduit  à  indiquer  au- 
dessous  et  au-dessus  du  signe  d'intégration  /  les  limites  de  l'intégrale, 
en  écrivant  immédiatement  après  ce  signe  la  différentielle  de  la  quan- 
tité qui  varie  entre  ces  limites. 
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On  se  sert  aussi  du  signe  i  V  pour  exprimer  la  somme  d'un  nombre 
indéfini  de  termes  qui  dérivent  d'un  terme  général,  où  l'on  fait  varier 
l'indice  i.  Nous  plaçons  cet  indice  [*),  s'il  est  nécessaire,  au  devant  du 
signe,  el  nous  écrivons  la  première  valcuv  de  i  au-dessous,  et  la  der- 
nière au-dessus.  L'emploi  habituel  de  ces  notations  en  fera  connaître 
toute  l'utilité,  principalement  lorsque  le  calcul  des  intégrales  définies 
devient  composé,  et  lorsque  les  limites  de  l'intégrale  sont  elles-mêmes 
l'objet  de  ce  calcul. 

432. 

Les  résultats  principaux  de  notre  tbéorie  sont  les  équations  différen- 
tielles du  mouvement  de  la  clialeur  dans  les  corps  solides  ou  liquides 
et  l'équation  générale  qui  se  rapporte  à  la  surface.  La  vérité  de  ces 
équations  n'est  point  fondée  sur  une  explication  physique  des  effets 
(le  la  chaleur.  De  quelque  manière  que  l'on  veuille  concevoir  la  nature 
(le  cet  élément,  soit  qu'on  le  regarde  comme  un  être  matériel  distinct 
qui  passe  d'une  partie  de  l'espace  dans  une  autre,  soit  qu'on  fasse 
consister  la  chaleur  dans  la  seule  transmission  du  mouvement,  on  par- 
viendra toujours  aux  mêmes  équations,  parce  que  l'hypothèse  qu'on 
aura  formée  doit  représenter  les  faits  généraux  et  simples  dont  les  lois 
mathématiques  sont  dérivées. 

La  quantité  de  chaleur  que  se  transmettent  deux  molécules  dont  les 
températures  sont  inégales  dépend  de  la  différence  de  ces  tempéra- 
tures. Si  la  différence  est  infiniment  petite,  il  est  certain  que  la  cha- 
leur communiquée  est  proportionnelle  à  cette  différence;  toutes  les 
expériences  concourent  à  démontrer  rigoureusement  cette  proposition. 
Or,  pour  établir  les  équations  différentielles  dont  il  s'agit,  on  considère 
seulement  l'action  réciproque  des  molécules  infiniment  voisines.  Il 

(■)  Nojs  avons  laissa  subsiàlor  ce  passage  sans  aucune  modiricaiion,  bien  que  les  règles 
qui  y  sont  indiquées  n'aienl  été  presque  jamais  suivies  par  Fourier.  La  notation  il,  n'est 
employée  nulle  part  dans  la  Théorie  de  In  chaleur  ol  n'a  pas  d'ailleurs  été  adoptée  par  les 
géomètres.  Quant  aux  signes  /,  ils  ne  portent  presque  jamais  l'indication  dos  limites  ;  nous 
avons,  dans  cette  nouvelle  édition,  rétabli  les  limites  toutes  les  fois  que  leur  indication 
nous  a  paru  utile  ou  nécessaire  et  qu'elle  n'éUit  pas  donnée  dans  le  texte.  G.  D. 
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n'y  a  donc  aucune  incertitude  sur  la  forme  des  éqaations  qui  se  rap- 
portent à  l'intérieur  de  la  niasse. 

L'équalion  relative  à  la  surface  exprime,  comme  nous  l'avons  dit, 
que  le  flux  de  la  chaleur,  dans  le  sens  de  la  normale,  et  à  l'extrémité 
du  solide,  doit  avoir  la  même  valeur,  soit  que  l'on  calcule  l'action  mu- 
tuelle des  moléculcâ  du  solide,  soit  que  l'on  considère  l'action  que  le 
milieu  exerce  sur  l'enveloppe.  L'expression  analytique  de  la  première 
valeur  est  très  simple  et  exactement  connue;  quant  à  la  seconde  va- 
leur, elle  est  sensiblement  proportionnelle  à  la  température  de  la  sur- 
face lorsque  l'excès  de  cette  température  sur  celle  du  milieu  est  un<i 
quantité  assez  petite.  Dans  les  autres  cas,  il  faut  regarder  cette  seconde 
valeur  comme  donnée  par  une  série  d'observations  ;  elle  dépend  de 
l'état  de  la  superticie,  de  la  pression  et  de  la  nature  du  milieu;  c'est 
cette  valeur  observée  qui  doit  former  te  second  membre  de  l'équalion 
relative  à  la  surface. 

Dans  plusieurs  questions  importantes,  cette  dernière  équation  est 
remplacée  par  une  condition  donnée,  qui  exprime  l'état,  ou  constant, 
ou  variable,  ou  périodique  de  la  superficie. 

433. 

Les  équations  difTérentielIes  du  mouvement  de  la  chaleur  sont  des 
conséquences  mathématiques  analogues  aux  équations  générales  de 
l'équilibre  et  du  mouvement,  et  qui  dérivent,  comme  elles,  des  faits 
naturels  les  plus  constants. 

Les  coefRcients  C,  /',  K,  qui  entrentduns  ces  équations,  doivent  être 
considérés  en  général  comme  des  grandeurs  variables,  qui  dépendent 
de  la  température  ou  de  l'état  des  corps.  Mais,  dans  l'application  aux 
questions  naturelles  qui  nous  intéressent  le  plus,  on  peut  attribuer  à 
ces  coenjcicnts  des  valeurs  sensiblement  constantes. 

Le  premier  coefficient  C  varie  très  lentement  it  mesure  que  la  tem- 
pérature s'élcvc.  Ces  cliangements  sont  presque  insensibles  dans  uu 
intervalle   d'environ  "io".   Une  suite  d'observations  précises,  dues  à 
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MM.  les  professeurs  Dulong  cl  Petit,  indique  que  cette  valeur  de  la 
capacité  spéciiîquc  croit  fort  Icnlemcnt  avec  la  température. 

Le  coelficienl  h,  qui  mesure  la  pénétrabilité  de  la  surface,  est  plus 
variable,  et  se  rapporte  à  un  état  très  composé.  Il  exprime  la  quantité 
de  chaleur  rommuniquce  au  milieu,  soit  par  l'irradiation,  soit  par  le 
contact.  Le  calcul  rigoureux  de  cette  quantité  dépendrait  donc  de  la 
question  du  mouvement  de  la*  chaleur  dans  les  milieux  liquides  ou 
aériforincs.  Mais,  lorsque  l'excès  de  température  est  une  quantité  assez 
petite,  les  observations  prouvent  que  la  valeur  du  coefficient  peut  être 
regardée  comme  constante.  Dans  d'autres  cas,  il  est  facile  de  déduire 
des  expériences  connues  une  correction  qui  donne  .lu  résultat  une 
exactitude  suffisante. 

On  ne  peut  douter  que  le  coefficient  K,  mesure  de  la  perméabilité, 
ne  soit  sujet  à  des  variations  sensibles  ;  mais  on'  n'a  encore  fait,  sur  ce 
sujet  important,  aucune  suite  d'expériences  propres  à  nous  apprendre 
comment  la  facilité  de  conduire  la  chaleur  change  avec  la  température 
et  avec  la  pression.  On  voit  par  les  observations  que  cette  qualité  peut 
être  regardée  comme  constante  dans  une  assez  grande  partie  de  l'é- 
chclle  thermométrique;  mais  ces  mêmes  observations  nous  porteraient 
à  croire  que  la  valeur  du  coefficient  dont  il  s'agit  est  beaucoup  plus 
changée  par  les  accroissements  de  température  que  celle  de  la  capacité 
spécifique. 

Enfin  la  dilatabilité  des  solides,  ou  la  disposition  à  augmenter  de 
volume,  n'est  point  la  même  à  toutes  les  températures;  mais,  dans  les 
questions  que  nous  avons  traitées,  ces  changements  ne  peuvent  point 
altérer  d'une  manière  sensible  la  précision  des  résultats.  En  général, 
dans  l'étude  des  grands  phénomènes  naturels  qui  dépendent  de  la  dis- 
tribution de  la  chaleur,  on  est  fondé  à  regarder  comme  constantes  les 
valeurs  des  coefficients.  Il  est  nécessaire  de  considérer  d'abord  sous 
ce  point  de  vue  les  conséquences  de  la  théorie.  Ensuite  la  comparaison 
attentive  de  ces  résultats  avec  ceux  d'expériences  très  précises  fera 
connaître  quelles  sont  les  corrections  dont  on  doit  faire  usage;  et  l'on 
donnera  aux  recherches  théoriques  une  extension  nouvelle  à  mesure 
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que  les  observations  deviendront  plus  nombreuses  et  plus  exactes.  On 
connaîtra  alors  quelles  sont  les  causes  qui  pourraient  modifier  le  mou- 
vement de  la  chaleur  dans  l'intérieur  des  corps,  cl  la  théorie  acquerra 
une  perfection  qu'il  serait  impossible  de  lui  donner  aujourd'hui. 

La  chaleur  lumineuse,  ou  celle  qui  accompagne  les  rayons  de  lumière 
envoyés  par  les  corps  enflammés,  pénètre  les  solides  et  les  liquides 
diaphanes,  et  s'y  éteint  progressivement  en  parcourant  un  intervalle 
de  grandeur  sensible. 

Ou  ne  pourrait  donc  point  supposer,  dans  l'examen  de  ces  questions, 
que  les  impressions  directes  de  la  chaleur  ne  se  portent  qu'à  une  dis- 
tance extrêmement  petite.  Lorsque  cette  distance  a  une  valeur  finie, 
les  équations  dilTérentielles  prennent  une  forme  différente;  mais  cette 
partie  de  la  théorie  ne  présenterait  des  applications  utiles  qu'en  se 
fondant  sur  des  connaissances  expérimentales  que  nous  n'avons  point 
encore  acquises. 

Les  expériences  indiquent  que.  pour  les  températures  peu  élevées, 
une  portion  extrêmement  faible  de  la  chaleur  obscure  jouit  de  la  même 
propriété  que  ta  chaleur  lumineuse;  il  est  vraisemblable  que  la  dis- 
tance où  se  portent  les  impressions  de  la  chaleur  qui  pénètre  les 
solides  n'est  pas  totalement  insensible,  et  qu'elle  est  seulement  fort 
petite  :  mais  cela  n'occasionne  aucune  différence  appréciable  dans  les 
résultats  de  la  théorie;  ou,  du  moins,  ces  différences  ont  échappé  jus- 
qu'ici à  toutes  les  observations. 
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37-S9.  Lorsque  deus  molécules  d'un  mûrae  solide  sonl  extrêmement  voisines  et  ont 
dos  températures  inégales,  la  molécule  plus  échaniToe  communique  à  celle 
qui  l'est  moins  une  quantité  de  chaleur  oxacloment  oxpriméo  par  le  produit 
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l'on  peut  regarder,  dans  les  premières  recherches,  comme  proportion noilo 
à  l'excès  de  la  lompératuro  de  la  surface  sur  la  température  du  milieu 

61-61.  Les  propositions  énoncées  dans  les  deux  articles  précédents  sont  fondées  sur 
diverses  observations.  Le  premier  objet  do  la  théorie  est  de  découvrir  toutes 
les  conséquences  exactes  de  ces  propositions.  On  peut  ensuite  mesurer  les 
variations  des  coefficients,  en  comparant  les  résultats  du  calcul  avec  des 
expériences  très  précises 

SECTION  IV. 

DL   MOUVEMENT   L'MFORXE  ET   LINÉAIRE    DE   LA   CBALELH. 

63.  Les  températures  permanentes  d'un  solide  inSni  compris  entre  deux  bases 
parallèles  retenues  â  des  températures  fixes  sont  exprimées  par  l'équation 


a  el  b  sont  les  températures  des  doux  plans  extrêmes,  e  leur  distance,  et  i' 
la  température  de  la  section  dont  la  dislance  au  plan  inférieur  est  s 

66-67.  Notion  et  mesure  du  lluï  de  chaleur. 

68-69-  Mesure  do  la  conducîbililé  propre 

70.  Remarques  sur  les  cas  où  l'action  directe  de  la  chaleur  se  porterait  à  une  di- 

stance sensible 

71.  Ëtai  du  mémo  solide,  lorsque  le  plan  supérieur  est  exposé  •>  l'air 

72.  Conditions  générales  du  mouvement  linéaire  de  la  chaleur 

SECTION  V. 

LOI   DES   TEXPËBATCRES  PERXAHENTES  DANS  IN   PRISME   v'UNE  PETITE   fiPAISSELH. 

T3-80.  Équation  du  mouvement  linéaire  do  la  chaleur  dans  le  prisme.  Conséquences 
diverses  do  cotte  équation 

SECTION  VI. 

DE   l'éCHADFFE1B!!T   DES  ESPACES  GLOS. 

8f-84.  L'état  Onal  de  l'enceinte  solide  qui  termiue  l'espace  ôchaufTé  par  une  surface  a, 
F.  6q 
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raataienue  à  la  lempéralure  a,  est  exprimée  par  l'équaiion  suivante  : 

La  valeur  de  P  est  -  (  j>  +  ^  -i-  ^  I  ;  >n  est  la  tempéraluro  de  l'air  inté- 
rieur, 'i  la  [cmpéraiure  do  l'air  extérieur;  g, /',  Il  mesurent  respectivc- 
menl  la  pénéirabilité  <lc  la  gnrface  échaulTée  «,  celle  de  la  surface  intérieure 
do  l'cneelnlc  j  el  celle  do  la  surface  extérieure  j;  c  est  l'épaisseur  de  l'en- 
ceinte et  K  sa  conducibililé  propre 5- 

ft.V86.  Conséquences  remarquables  de  l'équation  précédente 6i 

87-01.  Mesure  do  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour  retenird  une  température 
constante  un  corps  dont  la  surface  est  séparéo  de  l'air  extérieur  par  plusieurs 
enceintes  successives.  Effets  remarquables  de  la  séparation  dos  surfaces- 
Cos  conséquences  s'appliquent  à  des  questions  très  variées 63 

SECTION  VII. 

DU   MOUVEIENT    LNIP0R9E   DE  LA   CHALELH   Si:tTA:<T    I.ES   TROIS   DIIETISIONS. 

93-93.  Les  températures  permanentes  rl'un  solide  compris  entre  six  plans  rectangu- 
laires sont  exprimées  par  l'équation 

X,  y,  s  sont  les  coordonnées  d'un  point  quelconque,  dont  v  est  la  tem))éra- 
ture;  A,  n,  b,  c  sont  dos  nombres  conàlatits.  Si  les  plans  extrêmes  sont  re- 
tenus par  dos  causes  quelconques  h.  des  températures  fives  qui  satisfont  à 
l'équation  précédente,  le  système  final  do  taules  les  températures  intérieures 

sera  exprimé  par  la  môme  équation -<t 

fli-ÎH.  Mesure  du  flux  de  chaleur  dans  ce  prisme 73 

SECTION  VIII. 

lESine   DU    KOUVEIIEXT    DE   L.l   CHALEUB   B.1    L*N   POIMT    DON-lE   d'lKE   MASSE  SOLIDE. 

96-09.  On  suppose  que  le  système  variable  des  lompéralures  d'un  solide  est  exprimé 
par  l'équation 

.■-F(x,j,.,<), 

OÙ  V  désigne  la  température  que  l'on  observerait,  après  le  temps  écoulé  /. 
au  point  dont  les  coordonnées  sont  x,y,  z,  et  l'on  forme  l'oxpression  ana- 
lytique du  flux  do  chaleur  dans  l'intérieur  du  solide,  suivant  une  direction 

donnée "6 

tOO-     Application  du  théorèmo  précédent  au  cas  oii  la  fonction  F  est 

c-g'  cosx  caay  coss 8 1 
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CHAPITRE  II. 
CHAPITRE  11. 

ÉQUATION   DU    MOUVEMENT   DE   LA   CHALEUR. 


Equation  du  soutbxent  varié  de  la  chaleur  dans  unb  armille. 

Anllln  ] 

lOI-IOS.  Le  mouvement  variable  de  la  chaleur  dans  l'urmille  esl  exprimé  par  l'éqiia- 

^  -  JL  ^ ^  - 

àl  ~  CD  dj:>        CD»  '  ■ 
L'arc  j^  mesure  la  dislanco  d'une  Irancho  ù  l'origino  o;  v  esl  [a  tempéra- 
ture que  cette  tranche  acquiert  après  le  temps  écoulé  t;  K,  C,  D,  A  sont 
des  coefficients  spécifiques;  S  est  la  surface  de  la  section  dont  la  révolu- 
lion  engendre  l'anneau  ;  /  esl  le  contour  de  celte  section 

106-110,  Les  températures  des  points  placés  à  éijales  dislances  sont  représonléos  pur 
les  termes  d'une  série  récurrente.  L'observation  des  températures  w,,  i-i, 


s  points  consécutirs  donne  la  mesure  du  rapport  j^  : 


La  distance  do  deux  points  consécutifs  est  À,  et  logui  est  le  logarithme 
décimal  d'uno  dos  deux  valours  de  m 8; 

SECTION  II. 

ËQtATION   DU   MOUVEIieNT   VAHIft   DE  LA   CHAUUR    DA.-4S   UNE  SPRbRE   SULIDE. 

111-113.  j  désignant  le  rayon  d'une  couche  quelconque,  le  mouvement  de  la  chaleur 
*  dans  la  sphère  est  exprimé  par  l'équation 

de        K    rà'v        a  df  •. 

;;?  =  cô  Ij:^  ""  ;  sïj i»" 

1 1 M 17.  Conditions  relatives  à  l'état  do  la  surr>ico  et  à  l'étal  initial  du  solide yt 

SECTION  ni. 

Equation  du  mouveient  varie  de  la  chaleur  dans  lk  ctlindre  solide. 

I IS-120.  Les  températures  de  ce  solide  sont  déterminées  par  trois  équations  :  l'une 
se  rapporte  aux  températures  intérieures;  la  seconde  exprime  l'état  con- 
tinuel de  la  surracc;  la  troisième  exprime  l'étal  initial  du  solide gS 
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I   Dt'   HOUVEXEnT   l'MFORME   DE   LA   CRALSUR   DANS  O    PllSMB   SOUDE 
n'i'NE   LO.fGtEL'R   INFINIE. 


12)-l£l-  Le  syslëinc  des  tein|>éralures  tisics  satisrait  à  l'équation 


('  osl  la  température  d'un  point  dont  les  coordonnées  sont  -r,  j,  s r*) 

1U-13j.  Equation  relative  à  l'élat  de  la  surface  et  à  celui  de  la  première  tranche...     loi 

SECTION  V. 

EQVATION   du  MOtVEHOT   VABIË   DE  LA   CBALEUR   DANS  UN  CCBE   SOLIDE. 

126-131 .  Le  sysième  des  températures  variables  est  déterminé  par  trois  équations  : 
l'une  exprime  l'état  intérieur;  la  seconde  se  rapporte  i  l'état  de  la  sur- 
face, et  la  troiaicme  exi)rime  l'état  ittitial lo: 

SECTION  VI. 

tQlATlOR  OËNtHALE  DE  LA  PROPAGATION  DE  LA  CHALEUR  DANS  l'iNTËRIEI'R  DES  SOLIDES, 

139-139.  Démonstration  élémentaire  des  propriétés  du  mouvement  uniforme  do  la  cha- 
leur dans  un  solide  compris  entre  six  plans  rectangulaires,  les  tempéra- 
tures coDstaates  étant  exprimées  par  l'équation  linéaire 

Les  températures  ne  peuvent  changer,  parce  que  chaque  point  du  solide 
rctoil  autant  do  chaleur  qu'il  en  donne.  La  quantité  de  chaleur  qui  ira- 
verso,  durant  l'unité  de  temps,  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  des  s  est 
la  môme  en  quelque  point  de  cet  axe  que  passe  le  plan.  —  La  valeur 
de  ce  flux  commun  est  collo  qui  aurait  lieu  si  les  coefficients  a  cl  /' 
étaient  nuls lo; 

140-lil  '  Expression  analytique  du  Qui  dans  l'intérieur  d'un  solide  quelconque.  L'é- 
quation des  températures  étant 

la  fonction  —  Kiu  —  f^r  exprime  la  quantité  de  chaleur  qui  traverse,  pon- 
dant l'instant  dt,  une  aire  infiniment  petite  m  perpendiculaire  à  l'axe 
des  =,  au  point  dont  les  coordonnées  sont  x,y,  z  et  dont  la  température 
est  V  après  le  temps  écoulé  ( ■ ii4 


DigitJzcd  by 


Google 


CHAPITRE   II. 

143-145.  Il  ost  facilo  do  déduire  du  théorcmc  précËdent  l'équaiion  générale  du  mou- 
vement de  la  chaleur,  qui  esi 


eu  \d,c>  "" 


SECTION  VII. 

tQUATIOn  GËNËBALE   RELATIVE   A    LA   SI:BFACE. 

146-154.  On  démontre  que  les  tempéraluros  variables  des  pointa  do  la  surraco  d'un 
corps  qui  ac  refroidit  dans  l'air  satisfont  à  cotte  équation 


miLc  +  nd/  +pdz  =  o  étant  l'équation  différentiello  do  la  surface  qui 
termine  le  solide;  ety  étant  égale  à  (/n'-i-n'  +  /j>)*.  Pour  découvrir  celle 
équation,  on  considère  une  molécule  de  Tenveloppe  qui  termine  lo  solide, 
et  l'on  exprime  que  la  température  de  cet  élément  ne  change  point  d'une 
grandeur  Onie  pendant  un  instant  infmiment  petit.  Cette  condition  a  lieu 
et  continue  do  subsister  après  que  l'action  régulière  du  milieu  s'est  exercée 
pendant  un  instant  très  petit.  —  On  peut  donner  à  l'élément  do  l'enve- 
loppe une  forme  quelconque,  Lo  cas  où  cette  molécule  est  formée  par  des 
sociions  rectangulaires  oiïre  des  propriétés  remarquables.  Dans  lo  cas  lo 
plus  simple,  qui  est  celui  où  la  base  est  parallèle  au  plan  tangent,  la  vé- 
rité de  l'équation  est  évidente 


SECTION  VUI. 

DES  Equations  gEnBralbs. 

1S5-136.  En  a|^liquanl  l'équation  générale  (E)  au  cas  du  cylindre  et  de  la  sphère, 
n  trouve  les  mêmes  équations  que  celles  de  la  Section  111  et  do  la  Sec- 


tion II  de  ce  Chapitre 


SECTION  IX. 

KEXARQUES   GBKÉRALES. 

157-163.  Considérations  fondamentales  sur  la  nature  des  quantités  x,  I,  c,  K,  /i,  C,  D 
qui  entrent  dans  toutes  les  expressions  analytiques  de  la  théorie  de  la 
chaleur.  Chacune  de  ces  quantités  a  un  exposant  de  dimension  qui  se 
rapporte,  ou  à  la  longueur,  ou  à  la  durée,  ou  à  la  température  ;  on  trouve 
ces  exposants  en  faisant  varier  les  unités  de  mesure 
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CHAPITRE  m. 

PRUPAGATIOX    DE   1„V   CUALEUtl    DANS   UH   SOLIDE   RECT  ANC  LUIRE    I>JFI>[. 


SECTION  I. 

BtPOSITIOn    m   LA   QDBSIIOn. 

!fi3-t66.  Los  lempératures  constaoles  d'une  lame  rectangulaire,  comprise  enlro  doux 
arëtea  parallèles  inflnies  retenues  à  la  température  zéro,  sont  exprimées 
par  l'équation 


<*r' 


■  4i 


ST-I7U.  On  considère  l'étal  de  cette  lame  à  une  distance  exlrômement  grande  de 
l'arête  transversale;  le  rapport  des  lerapéralures  de  deux  points,  dont 
j-i.  7  et  j-,,_j-Bont  K'8  coordonnées,  change  à  mesure  que  la  valeur  de/ 
augmente,  x,  ol  j-i  conservant  leurs  valeurs  respectives.  Ce  rapport  a 
une  limite  dont  il  approche  do  plus'  on  plus  et,  lorsque  y  est  jnllnie,  il 
est  exprimé  par  le  produit  d'une  fonction  do  x  et  d'une  fonction  de  v. 
Celle  remarque  sufBl  pour  découvrir  la  forme  générale  de  i-,  savoir  : 


V  ='^aic-^*''^''  taM-ii 


Il  est  facile  de  connaître  comment  le  mouvement  de  la  cbaleur  a'accomplii 
dans  celle  lame 


PRBIIM    EXBXPLK   DE  L'IISâGE   DBS   SfiRIKS   TRKiONOKfiTBIQL'IiS   DUS    Ll   TUfiORK! 
DE    LA    CtULEl'H. 

171-178.  Becherche  des  coeGBcients  dans  l'équation 

1  =  <t  005/-+-^  C0S3_I  -1-CCOS5f--i-rfC0S7/  -t- 

Un  en  conclut 


=  C09J'—      COSÎJ--'-  r  COii/ C0S77  + IJ9 


SECTION  m. 

REMARQUES   SUK  CES   SERIES. 


179-181.  Pour  trouver  la  valeur  delà  série  qui  forme  le  second  membre,  on  suppose 
que  le  nombre  m  des  termes  esl  limité,  et  la  série  devient  une  fonction 
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de  -r  et  m.  Od  développe  cette  foDClion  selon  les  puissances  réciproques 

de  m,  et  l'on  fait  m  iofiDÎ 1 58 

182-184.  On  applique  le  même  procédé  i  plusieurs  autres  séries itii 

18S-188.  Dans  le  développement  précédcnl,  qui  donne  la  valeur  do  la  fonction  de  .'' 
et  de  m,  on  détermine  rigoureusemenl  les  limites  dans  lesquelles  est  com- 
prise la  somme  de  tous  les  termes,  à  partir  d'un  terme  donné iGS 

189.      Procédé  très  simple  pour  former  la  série 

T  =~2feT''**^*'"'~"-^ '^^ 

SECTION  IV. 

SOLUTION  GËNËRALE. 

190-191.  Expression  analytique  du  mouvement  de  la  chaleur  dans  la  table  rectangu- 
laire; il  se  décompose  en  mouvomcnis  simples 1711 

192-195.  Mesure  de  la  quantité  de  chaleur  qui  traverse  une  areie  parallèle  ou  jier- 
peodiculaire  à  la  base.  Cette  expression  du  flux  suffirait  pour  vérifier  la 
solution 172 

196-199.  Conséquences  de  cette  solution.  La  [ablo  rectangulaire  doit  être  considéréo 
comme  Taisanl  partie  d'un  plan  infini;  la  solution  exprime  les  tempéra- 
tures permanentes  de  tous  les  points  de  ce  pian 176 

200-204.  On  démontre  que  la  question  proposée  n'admet  aucune  solution  difTérente 

de  celle  que  l'on  vient  de  rapporter 178 

SECTION  V. 

BXPRESSIO>   FINIE   DU    RGSULTAT   DI   LA    SOLUTION. 

30.1-206.  La  température  d'un  point  de  la  lablo  rectangulaire,  dont  x  ot  j  sont  les 
coordonnées,  est  ainsi  exprimée 

-  ('  =  arc  tang     -'.^ 184 

SECTION  VI. 

DÉVELOPPEMENT  K'UNK   FONCTION   ARBITHAtRE  Bit    SGRIES   TRIGONOMET BIQUES. 

207-214.  On  obtient  ce  développement  en  déterminant  les  valeurs  des  coefficients  in- 
connus dans  les  équations  suivantes,  dont  le  notobre  est  infini, 
A  =  fl-^a  A-(-3  c-h4  d  +  .... 
B  =  fl-(-a>6^-3'c-i-4»rf-i-..., 
C  =  a -I-  a»6-i-3'c-i- 4'rf -+-..., 

Pour  résoudre  ces  équations,  on  suppose  d'abord  que  le  nombre  des 
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ûiuaiions  est  m,  cl  qu'il  y  a  eeulemenl  un  nombre  m  d'inconnues  a,  b, 
c,  â,  . , .,  on  omcltant  tous  les  termes  subséquents.  On  détermine  les 
inconnues  pour  une  cerialne  valeur  du  nombre  m;  cnsuiie  on  augmente 
successivcmcnl  colle  valeur  de  /«,  el  l'on  cherche  la  limite  dont  s'ap- 
proclienl  continuellement  les  valeurs  des  coefficients  ;  ces  limites  sont  les 
<|uantilés  qu'il  s'agit  de  déterminer.  —  Expression  des  valeurs  de  a,  ù, 

r,  d,  c,  ...  lorsque  m  est  infini 

215-2111.  On  développe-sous  la  forme 

n  am  -t-  bmny.x  -t-csiaix  +  daiaix  -\- . . . 


la  fonction  <^{x).  que  l'on  suppose  d'abord  no  contenir  que  des  puis- 
sances impaires  lio  x 

i\l~i\it.  Expression  différente  de  ce  mémo  développement.  Application  à  la  fonction 
e'—e-' 

il9-2âl.  La  fonction  quelconque  ^{x)  peut  ëtro  développée  sous  celte  forme  : 
a  siox -t- atSmux  +  aiSiaZx -i- ...+  ai siai^ -t- . . . . 

La  valeur  du  coefficient  général  a/  est  -    /     ^(.c)  sini'x  dx.  On  en  con- 
clut ce  théorème  trta  simple  : 

-ç(j-)  =  sinx  I     !f(a)sinada  + sînaj  /     <pta)ain3arfa 

■\-e\n3x  1     o(îi)8int!«rfa-t-... 

l  ?(."")  =2 sin/j-  I     f(a) sin/3 di 

223-223.  Application  de  ce  théorème;  on  en  déduit  cette  série  remarquable  : 

-  COSx=  — ^  sinaj-t-  --->  Sin4j:-t-  - —  8in6j:-4- 

224-22(i.  Second  ihéorème  sur  le  développement  des  fonctions  eo  séries  trîgonomé- 
triques  : 

T.^{x)=  V   cosix  I     ^{a)COBiada. 

Applications;  on  en  conclut  cette  série  remarquable  : 
s    .       _  I        cosi.r       cosi.r       cosôj- 

226-230.  Les  théorèmes  précédente  s'appliquent  aux  fonctions  discontinues  et  ré- 
solvent les  questions  qui  se  sont  élevées  sur  l'analyse  de  Daniel  BernouUi 
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dans  lo  problème  des  cordes  vJbranles.  —  La  valeur  do  la  sârio 
alnjTsinVa-H  -  sinaa:  sinVaa -4-  5  sin3x8inV3a -+-. . . 

est  -1  si  l'oQ  choisit  pour  x  uno  quanlilâ  plus  grande  que  u  et  iiioindro 
que  n;  et  la  valeur  de  la  série  est  o,  si  .t  est  uno  quantité  quelconque 
comprise  entre  a  et  -  ■  Application  à  d'autres  exemples  remarquables  : 

lignes  courbes  ou  surfaces  qui  se  confondent  dans  une  partie  do  leur 

cours,  et  diffèrent  dans  toutes  les  autres  parties '21H 

231-23.').  Une  fonction  quelconque  F(.r)  peut  être  développée  sous  cette  forme  ; 

(  rtteosj^  +  fliCosaj^-i-njCoaSi'-t-atCOsJiC-!-... 

(  Vi  Biax  -i-  bt  sin2,i'4-  Aj  smSj^  +  6»  smix-t- 

Chacun  des  coefficients  est  une  intégrale  déOnio.  On  a  en  général 

aTuA=  f       F(.r)(ir,         Tra,=   f       P(x)c08("j;<lr,         iti,  =  f       F(j^)»inÎJ:du: 

On  formo  ainsi  ce  théorème  général,  qui  est  un  des  éléments  principaux 
de  notre  analyse  : 

a7tF(j-)=  y    (cosixf       F(a)cos<;(rfa-f-ain(>  f       F(J)siniarfa^ 
ou 

■.itF(;r)=2y"      F(a)c08.'(.r-»)d(L aaj 

23i.  On  doit  regarder  comme  entièrement  arbitraires  les  valeurs  de  F(.i')  qui 
répondent  aux  valeurs  de  x  comprises  entre  —  n  et  4-  n.  On  peut  aussi 
choisir  pour  x  dos  limites  quelconques aSu 

23S.      Remarques  diverses  sur  l'usage  dos  développements  en  séries  irigonomé- 

triqucs a3 1 

SECTION  VII. 

A   LA   QUESTION   ACTCBLLK. 


2.^6-237.  Expression  des  températures  permanentes  dans  la  table  rectangulaire  infinie, 

l'état  de  l'arête  transversale  étant  représenté  par  une  ronciion  arbitraire.    atS 
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CHAPITRE  IV. 

m-    MOi:VEME.\T    LINKAIBE   ET   VARIÉ   DE   hk   CHALEI;R   DANS    INE   ARMILLE. 


BOLtTION   GËnËRlLE  DE  LA   Ql'ESTION. 

23S-34I-  Le  mouvcmont  varialile  que  l'on  considère  Oàl  composé  de  mouvements 
simples.  Dans  chacun  de  ces  mouvemoiiU,  les  leropéralures  conservent 
leurs  rapports  primitifs  et  décroissonl,  avec  lo  temps,  comme  les  ordon- 
nées c  do  la  ligne  dont  l'équation  est 


FormatioD  de  l'exprossioa  générale aSg 

212-214.  Application  à  des  exemples  remar<]uables.  Conséquences  diverses  de  la  so- 
lution       ai4 

24S-246.  I.e  système  des  températures  converge  rapidement  vers  un  état  régulier  et 
final,  exprimé  par  la  première  partie  de  l'intégrale.  Alors  la  somme  des 
températures  des  doux  points  diamétralement  opposés  est  la  même,  quelle 
que  soit  la  position  du  diamètre.  Elle  équivaut  à  la  température  moyenne. 
—  Dans  chaque  mouvement  simple,  la  circonférence  est  divisée  par  des 
nœuds  équidistanls.  Tous  ces  mouvements  partiels  disparaissent  progres- 
sivement, excepté  le  premier;  et  en  général  la  chaleur  distribuée  dans  le 
solide  y  affecte  une  disposition  régulière,  indépendante  de  l'état  initial...     a4B 

SECTION  II. 

DE   LA   COHMIMCATIOM   DE  LA   CHALELH  ENTRE    DES   MASSES   DISJOINTES. 

347-230.  De  la  communication  do  la  chaleur  entre  deux  masses.  Expression  des  tem- 
pératures variables.  Remarque  sur  la  valeur  du  coeHiciont  qui  mesure  la 
conducibilité a53 

2.'il-2Ki.  Do  la  communication  de  la  chaleur  entre  «  masses  disjointes  rangées  en 
ligne  droite.  Expression  de  la  température  variable  de  chaque  masse;  elle 
est  donnée  par  une  fonction  du  temps  écoulé,  du  coetGcieot  qui  mesure 
la  conducibilité,  et  de  toutes  les  températures  initiales  regardées  comme 
arbitraires aS? 

236-2S7.  Conséquences  remarquables  de  celle  solution a65 

258.      Application  au  cas  où  le  nombre  des  masses  est  infini 367 

259-266.  Do  la  communication  do  la  chaleur  entre  «  masses  disjointes  rangées  cir- 
culairement.  Équations  différentielles  propres  à  la  question:  intégration 
de  CCS  équations.  La  température  variable  de  chacune  des  masses  est 
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exprimée  en  fonction  du  coeEQcient  qui  mesure  la  conducibililé,  du  leinps 
qui  s'est  écoulé  depuis  l'inslant  où  la  communication  a  commencé,  et  do 
toutes  les  températures  JnÎLiales,  qui  soat  arbitraires;  mais,  pour  con- 
naître entièrement  ces  fonctions,  il  est  nécessaire  d'effectuer  l'élimination 

des  coefficients 26H 

267-271.  Élimination  des  coefGcients  dans  les  Équations  qui  contiennent  ces  incon- 
nues et  les  températures  initiales  données.. -iHa 

272-273.  Formation  de  la  solution  générale  ;  expression  analytique  du  résultat 3B7 

274-276.  Application  et  conséquences  de  cette  solution 189 

277-278.  Examen  du  cas  où  l'on  suppose  le  nombre  n  infini.  On  obtient  la  solution 
relative  â  l'anneau  solide,  rapportée  dans  l'article  241,  et  le  théorème  de 
l'article  234.  On  connaît  ainsi  l'origine  do  l'analyse  que  nous  avons  em- 
ployée pour  résoudre  les  équations  relatives  aux  corps  continua agS 

279.      Expression  analytique  des  deux  résultats  précédents. ag; 

280-282.  On  démontre  que  la  question  du  mouvement  de  la  chaleur  dans  l'armillo 
n'admet  aucune  autre  solution.  Cette  intégrale  de  l'équation 

dt  ~     dx* 
est  évidemment  la  plus  générale  que  l'on  puisse  Tonner 399 


CHAPITRE  V. 

m   LA  PROPAGATION   DE   U   CHALEUR    DAXS    UNE   SPHÈRE    SOLIDE. 


SECTION  I. 

SOLUTION  tiËNËHALK. 

I.  On  considère  en  premier  lieu  que  le  rapport  des  températures  variables  des 
deux  points  du  solide  s'approche  continuellement  d'uoe  limite  déterminée. 
Cette  remarque  conduit  &  l'équation 


qui  exprime  le  mouvement  simple  do  la  chaleur  dans  la  ^hère.    Lo 
nombre  n  a  une  iniinité  de  valeurs  données  par  l'équation  déterminée 


On  désigne  par  X  le  rayon  de  la  sphère,  et  par  j:  le  rayon  d'une  splièro 
concentrique  quelconque,  dont  v  est  la  température  après  le  temps 
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Atlkl»  Ptt» 

écoulé  /;  Il  et  k  sont  les  coerGcienls  spécifiques;  A  est  une  constante 
quelconque.  Constructions  propres  è  faire  connaître  la  nature  de  l'équa- 
tion dél«rniinée,  les  limites  et  les  valeurs  do  ses  racines 3oj 

290-292.  Fonnationde  la  solution  générale;  état  final  du  solide 3ia 

293.      Application  au  cas  où  la  sphère  a  été  échaoO'ée  par  une  longue  immersion.    3ir> 

SECTION  II. 

KBMARQtIBS   DIVERSES   SUB   CETTE   SOLUTION. 

29i-297.  Conséquences  relatives  aux  sphères  d'un  petit  rayon  et  aui  températures 

Eînales  d'une  sphère  quelconque 'i\-} 

21I8-3WK  Température  variable  d'un  thermomètre  plongé  dans  un  liquide  qui  se  ro- 
Troidit  librement.  Application  de  ces  résultats  à  la  comparaison  et  à  l'u- 
sage des  thermomètres 3ai 

301.  Expression  do  la  température  moyenne  de  la  sphère  en  fonction  du  temps 

écoulé 3a6 

302-304.  Application  aux  sphères  d'un  très  grand  rayon  et  à  celles  dont  le  rayon  est 

très  petit 3i7 

SON.      Remarques  sur  la  nature  de  l'équation  détennînée  qui  donne  toutes  les  va- 
leurs de  /i îag 


CHAPITRE  VI. 

i>r   MOUVEME.NT   t>F.   \.\   CH.VLEl'R   DAMS   II.\   CVLINDHE   SOLIDE. 


306^S07.  On  remarque  en  premier  lieu  que  le  rapport  des  températures  variables  de 
deux  points  du  solide  s'approche  continuellement  d'une  limite  détermi- 
née, et  l'on  connaît  par  là  l'expression  du  mouvement  simple,  La  fonction 
de  -r  qui  est  un  des  facteurs  de  colle  expression  est  donnée  par  une 
équation  différentielle  du  second  ordre.  Il  entre  dans  cette  fonction  un 
certain  nombre  g,  qui  doit  satisfaire  à  une  équation  déterminée '13'i 

308-309.  Analyse  de  cette  équation.  On  démontre,  au  moyen  des  principaux  théorèmes 

do  l'Algèbre,  que  tonfes  les  racines  de  l'équation  sont  réelles 335 

310.      La  fonction  u  de  la  variable  x  est  exprimée  par 

,-=1jC"»,(.V..-)*, 

cl  l'équalion  déterminée  est 

/(U         —   =  o 

en  dotinant  à  j:  sa  valeur  totale  X 339 
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311-312.  Le  développemeni  de  la  ToDClion  0(3)  iSUqI  représenté  par 

la  valeur  de  la  série 

et'  et* 

"  "*■  ^  ■*"  ïrjï  "•"  "  " 
est 

I     /•'" 

—    J       f(t&iaa)du. 

Rcmarquo  sur  cet  usage  des  intégrales  déDaies fi* 

313.      Expression  de  la  fonction  u  de  la  variable  x  en  fraction  continue 'i^^ 

31  i.      Formation  de  la  solution  générale ÎJG 

31:^18.  EK|)osition  de  t'analyse  qui  détermine  les  valeurs  des  coefficients 3j8 

319.  Solution  générale 1(5  j 

320.  Conséquences  de  cette  soluUon 156 


CHAPITRE  VU. 

PROPAGATION    DE   LA   CHALEUR    DANS    IN    PRISME   RECTANGULMRE. 


321-323.  Expression  du  mouvement  simple  déterminé  par  les  propriétés  générales 
de  la  chaleur  et  par  la  figure  du  solide.  Il  entre  dans  cette  expression 
un  arc  e  qui  satisfait  à  une  équation  transcendante  dont  toutes  les  racines 

sont  réelles SSg 

32*.      On  détermine  tous  les  coefficients  inconnus  par  des  intégrales  déOnies :i6'j 

3SS.      Solution  générale  de  la  question 36; 

326-327.  La  question  proposée  n'admet  aucune  autre  solution 165 

;I28-3Î9.  Température  des  points  do  l'axo  du  prisme 367 

330.      Application  su  cas  où  l'épaisseur  du  prisme  est  très  petite 369 

331-332.  La  solution  fait  connaître  comment  s'établit.  le  mouvement  uniforme  do  la 

chaleur  dans  l'intérieur  du  solide 370 

332  bis.  Application  â  des  prismes  dont  la  base  a  de  grandes  dimensions 3^3 
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'  Di:    MOtrVEMRN'T    DE    LA   CItALECR    D\NS    t'N   CUBE   SOUDE. 


333-.'t3f.  Expression  da  mouvement  simple.  H  y  cnire  un  arc  e  qui  doit  satisfaire  à 

une  (iquation  Irigonomi^lriqje  dont  toutes  les  ncines  sont  réelles i-i 

3.'t5-336.  Formation  de  la  solution  générale 377 

Xil.      La  question  ne  peut  admettre  aucune  autre  solution 38o 

'XSft.      Consé<iu6ncc  do  cette  solution 18 1 

:W.      Expression  do  la  température  moyenne 382 

310.      nom|>araisun  du  mouvement  Tmal  de  la  chaleur  dans  le  cube  avec  le  mouve- 
ment qui  a  lieu  dans  la  sphère 3B3 

■iH .      Applicaiion  au  cas  simple  que  Ton  a  considéré  dans  l'article  100 3K  j 


CHAPITRE  IX. 

DE   LA    niFFi:S10>'    DE   LA    CUALEt:R. 


SECTION  I. 

un   MOI'VEUB^T  LIBRE   DE   LA   CHALEUR   DA^S   UNE   LIGNE   INFINIE. 

3t2-3U-  On  considère  le  mouvement  linéaire  do  la  chaleur  dans  une  ligne  infinie 
dont  une  partie  a  été  échauffée;  l'état  initial  est  représenté  par  v  =  F(x). 
On  démontre  le  théorème  suivant  ; 


-  F(j)=  /     easqxdq  j     f{%)e{isqixd%. 


La  fonction  F(x>  satisfait  à  la  condition 

y\x)  =  V{-.T). 

expression  des  températures  variables 387 

Application  au  cas  où  tous  les  points  de  la  partie  échauffée  ont  reçu  la  ménne 
température  initiale.  L'intégrale 


.(■'' 


est  - 1;  si  l'on  donne  à  x  une  valeur  comprise  entre  1  et  —  r  ;  et  cette 
intégrale  définie  a  une  valeur  nulle  si  x  n'est  pas  compris  entre  1  et  —  i .     Sgj 
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CHAPITRE  IX.  359 

349.  Application  au  cas  où  l'échaufTement  donné  râsulie  de  l'étal  final  que  dâier- 

mino  l'aclion  d'un  foyer 2qi 

350.  Valeurs  discontinues  de  la  fonclion  exprimée  par  l'intégrale 

»î-7^ '»' 

3SI-3li3.  On  considère  le  mouvemcnl  linéaire  de  la  chaleur  dans  une  ligne  infinix 
dont  les  températures  initiales  sont  représcntâes  par  v=f(j-)  à  la  di- 
stance X  vers  la  droite  de  l'origine,  et  par  c  =—f{x)  à  la  distance  -r 
vers  la  gauctie  de  l'origine.  Expression  do  la  température  variable  d'un 
point  quelconque.  On  déduit  celte  solution  de  l'analyso  qui  exprime  le 

mouvement  de  la  chaleur  dans  une  ligne  infinie 3^ 

3Si-      Expression  dos  températures  variables  lorsque  l'état  initial  do  la  partie 

échaufTée  est  exprimée  par  une  fonction  entièrement  arbitraire jeo 

3S5-3S8.  Les  développements  des  fonctions  en  sinus  ou  cosinus  d'arcs  multiples  se 

transforment  en  intégrales  définies 4oa 

359.      On  démontre  le  théorème  suivant  : 

^/(■>^)=y       6mqxdqJ      f{i)s]nqaila. 

La  [onction /(x)  satisfait  à  cotte  condition  ; 

fi-^)=-f(x) 4o5 

360-363.  Usage  des  résultats  précédents.  On  démontre  le  tliéorème  exprimé  par  cotte , 
équation  générale  : 


™ç(x) 


=J  ?(«)''''/      C0Bq(.x—3)dq. 


Cette  équation  est  évidemment  comprise  dans  l'équation  (H),  rapportée 

article  23*.  (/'oir  article  397.) 4o6 

363.  La  solution  précédente  fait  aussi  connaître  le  mouvement  variable  de  la 
chaleur  dans  une  ligne  infinie  dont  un  point  est  assujetti  à  une  tempéra- 
ture constante i  1 1 

^6*-      On  peut  aussi  résoudre  celte  mémo  question  au  moyen  d'une  autre  forme 

de  l'intégrale.  Formation  de  celte  intégrale 4i3 

365-366.  Application  de  cetlo  solution  à  un  prisme  infini  dont  les  températures  ini- 
tiales sont  nulles.  Conséquences  remarquables 4 13 

367-369.  La  même  intégrale  s'applique  à  la  question  de  la  diffusion  do  la  chaleur.  La 
solution  que  l'on  en  déduit  est  conforme  k  celle  que  l'on  a  rapportée  dans 
les  articles  3i7,  3i8 Jîo 

370-371.  Remarques  sur  diverses  formes  de  l'intégrale  do  l'équation 

ôi  =  àF* <^i 
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SECTION  11. 

Di:    MOl'VeXBDT   LIBRB   DB  lA   CHALELR   DAHB  UN   SOLIDE   INFINI. 

■fli-'nii.  L'expression  du  mouvemenl  variable  de  la  chaleur  dans  uoe  masse  solide 
infinie,  et  selon  les  trois  dimensions,  so  déduit  immédiatement  do  celle 
du  mouvement  linéaire.  L'intégrale  de  l'équation 


résout  la  question  proposée,  11  ne  peut  y  avoir  aucune  intégrale  plus 
étendue;  elle  se  déduit  aussi  de  la  valeur  particulière 


à  l'équation 


La  généralité  des  intégrales  que  l'on  obtient  est  fondée  sur  la  proposition 
suivante,  que  l'on  peut  regarder  comme  évidente  d'elle-même  :  deux 
fuDctions  des  variables  j*,  f,  :,  '  sont  nécessairement  identiques  si  elles 
satisfont  à  l'équation  diOérentielle 


et  si  en  même  temps  elles  ont  la  même  valeur  pour  une  certaine  valeur 

de  r 4^7 

377-38.^.  La  chaleur  contenue  dans  une  partie  du  prisme  inrini,  dont  tous  les  autres 
points  ont  une  température  initiale  nulle,  commence  à  se  distribuer  dans 
toute  la  masse,  et,  après  un  certain  intervalle  de  temps,  l'état  d'une  partie 
du  solide  ne  dépend  point  do  la  distribution  do  la  chaleur  initiale,  mais  * 
seulement  de  sa  quantité.  Ce  dornier  résultat  n'est  point  àû  à  l'augmen- 
tation do  la  distance  comprise  entre  un  point  de  la  masse  et  la  partie  qui 
avait  été  échauffée;  il  est  entièrement  dû  à  l 'au gmou talion  du  temps 
écoulé.  —  Dans  toutes  les  questions  soumises  au  calcul,  les  exposants 
sont  des  nombres  absolus  et  non  des  quantités.  On  ne  doit  point  omettre 
les  parties  de  ces  exposants  qui  sont  incomparablement  plus  petites  que 
les  autres,  mais  seulement  cellos  qui  ont  des  valeurs  absolues  extrême- 
ment petites (36 

383-:iH.''i.  Les  mêmes  remarques  s'appliquent  ù  la  distribution  de  la  chaleur  dans  un 

solide  inlini 14  i 
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DBS   PLUS   HAUfES  TEMPE  H  A  TU  SES   DANS   CN   SOLIDE   INFINf. 

386-387.  La  chaleur  contenuo  dans  une  partie  du  prisme  se  di:itribue  dans  loiitc  Id 
masse.  La  lonip6ralure  d'un  point  éloigné  s'âiëve  progressivement,  arrive 
â  sa  plus  grande  valeur  eldécroU  ensuite.  Le  temps  après  tequQJ  ce  maxi- 
mum a  lieu  est  une  fonction  de  la  disiance  x.  Expression  de  celle  fonc- 
tion pour  un  prisme  dont  les  points  échauffés  ont  reçu  la  même  tempé- 
rature initiale 4i8 

388-391.  Solution  d'une  question  analogue  à  la  précédente.  Conséquences  diverses 

de  cette  solution 4  5 1 

392-395.  On  considère  le  mouvement  de  la  chaleur  dans  un  solide  înSni,  el  l'on  dé- 
termine les  plus  hautes  températures  des  points  très  éloignés  de  la  partie 
primitivement  échauifée i5(i 

SECTION  IV. 

COXPAIlAISOn   DBS   INTeGBALGS. 

396.  Première  intégrale  (a)  de  l'équation 

^    '  dt        àj» 

Cette  intégrale  exprime  le  mouvement  de  la  chaleur  dans  l'armille A^\ 

397.  Seconde  intégrale  (^)  de  cette  même  équation  (n).  Elle  exprime  le  mouve- 

ment linéaire  de  la  chaleur  dans  un  solide  in6ni jtiï 

398.  On  en  déduit  deux  autres  formes  (f)  et  (S;  de  l'intégrale,  qui  dérivent, 

comme  la  précédente,  do  l'intégrale  (a) 46 i 

399-400.  Premier  développement  de  la  valeur  do  v,  selon  les  puissances  croissantes 
du  temps  t.  Deuxième  développement,  selon  les  puissances  de  x.  Le  pre- 
mier doit  contenir  une  seule  fonction  arbitraire  de  t 465 

401.      Notation  propre  k  représenter  ces  développements.  Le  calcul  qui  on  dérive 

dispense  d'effectuer  le  développement  en  série -. . .    468 

'  402.  Application  aux  équations 

^-  ^       ^ 

"'>  dïT  +  ^^o 470 

403.      Application  aux  équations 

,  dv  àtv        .dtp  d'y  , 

</'  dï="â^-^*d^-^"Âiï-^ "*'' 

F.  71 
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MUtlt,  PltM 

W*.      Usago  du  ihéorÈme  (E)  do  l'article  361  pour  former  l'intégrale  de  l'équa- 

lioii  (/)  de  larticlo  précédent 474 

40s.      Usage  du  mémo  ihéorèmo  pour  former  l'inlégrate  de  l'équalion  (_ti),  qui 

convient  aux  lames  ËlaatiquoB 47f> 

406.  Seconde  forme  de  cette  même  intégrale 479 

407.  Lemmosqui  servent  é  olfeclucr  ces  iransformalions {80 

408-      Notre  théorème  exprimé  par  l'équation  (E),  p.  408,  convient  à  un  nombre 

quelconque  de  variabloii 483 

409.  Usago  do  celte  pro|K)sition  pour  former  l'intégrale  de  l'équation  (c)de  l'ar- 

ticlo  un 4Ji3 

410.  Application  du  même  théorème  à  l'équation 

rt'v        à^v        iPv 

Si^-ij-'*^-' ''" 

411.  Intégrale  de  l'équation  (e)  des  surfaces  élastiques  vibrantes {87 

412.  Seconde  forme  do  cette  intégrale iS8 

4>3.      Usage  du  même  théorème  pour  obtenir  les  intégrales,  en  sommant  les  séries 

qui  les  représentent.  Application  è  l'équation 


Intégrale  sous  forme  finie,  contenant  deux  fonctions  arbitraires  de  f-  - . .    489 
414.      Les  expressions  cliangcui  de  forme  lorsqu'on  choisit  d'autres  limites  des 

intégrales  déHnies i9a 

4i:i-4l6.  Construction  qui  sert  â  démontrer  l'équation  gânérale 


(B)      f(x)^~J      fWdaJ       coep(,x-oi)dp. 


494 


417'  On  peut  prendre  des  limites  quelconques  a  el  b  pour  l'intégrale  par  rapport 
à  a.  Ces  limites  sont  celles  des  valeurs  de  ^  qui  correspondent  à  des 
valeurs  subsislaniea  de  la  fonction  f{j:)-  Toute  autre  valeur  de  x  donne 
pour/(j)  un  résultat  nul 499 

418-      La  même  remarque  convient  à  l'équation  générale 


/w- 


:i     2    X'^W  00.  î^(X  _.),/., 


dont  le  second  membre  représente  une  fonction  périodique 5oa 

419.      Le  caractère  principal  du  théorème  exprimé  par  l'équation  (D)  consiste  en 
ce  que  le  signe  /de  fonction  est  transporté  à  une  autre  indéterminée  a, 

et  que  la  variable  principale  x  n'est  plus  que  sous  le  signe  cosinus 3o  j 

430.      Usage  de  ces  théorèmes  dans  lo  calcul  des  quantités  imaginaires 9oS 
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421.  Application  à  l'équaiton 

422.  Expression  générale  de  la  fluxion  do  l'ordre  i,  -  J  .     507 

423.  Conslruclion  qui  serl  à  démontrer  l'équation  générale.  —  Conséquences 

relatives  à  l'étendue  dos  équations  do  ce  genre  aux  valeurs  de  /{.r)  qui 

répondent  aux  limiics  de  .r,  aux  valeurs  inlinies  de  fix) 509 

424-437.  La  méthode  qui  consislo  à  déLorminorpardcs  intégrales  définies  les  coofQ- 
cienta  inconnus  du  développement  d'une  fonction  de  x  sous  la  forme 
no([i,  j;)  +  6-f  (]A,x)  H- cç([Àix)-(-.  : . 

se  déduit  des  éléments  de  l'analyse  algébrique.  Exemple  relaiifà  la  dis- 
tribution do  la  cliajour  dans  la  sphère  solide.  En  examinant  sous  ce  point 
de  vue  le  procédé  qui  sort  à  déterminer  les  coolTrcionts,  on  résout  facile- 
ment les  questions  qui  peuvent  s'élever  sur  l'emploi  de  tous  les  termes 
du  second  membre,  sur  la  discontinuité  des  fonctions,  sur  les  valeurs 
singulières  ou  infinies.  —  Les  équations  que  l'on  obtient  par  celle  mé- 
thode expriment,  ou  l'état  variable,  ou  l'étal  initial  des  masses  do  dimen- 
sions infinies.  —  La  forme  des  intégrales  qui  conviennent  à  la  théorie  do 
la  chaleur  représente  è  la  fois  la  composition  des  mouvements  simple» 
et  colle  d'une  infinité  d'cITets  partiels,  dus  à  l'action  de  tous  les  pointa 
du  solide 5i3 

428.      Remarques  générales  sur  la  méthode  qui  a  servi  à  résoudre  les  questions 

analytiques  de  la  théorie  de  la  ctialeur bi.\ 

421).      Remarques  générales  sur  les  principes  dont  on  a  déduit  les  équations  difTé- 

renliellcs  du  mouvement  de  la  chaleur 53 1 

430.  Dénominations  relatives  aux  propriétés  générales  do  la  chaleur 537 

431.  Notations  proposées 5l7 

432-433.  Remarques  générales  sur  la  nature  dos  coofBcionts  qui  eniront  dans  les 

équations  différenlielles  du  mouvement  do  la  chaleur 538 


e:  des  MATIliRES  DU  TOME  PnEMIEH. 


K-ViLLAM»  f/t  Fils,  quai  di»  Grandi-Auguttins,  ; 


Digitizcd  by 


Google 


DigJtJzcd  by 


Google 


DigJtJzcd  by 


Google 


